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SUR L'EQUILIBRE RELATIF D'UN SOLIDE SOLLICITE
PAR LA FORCE CENTRIFUGE;

Par M. L. Lecornu.

Lorsqu’un systéme matériel est entrainé, avec une vitesse angu-
laire w, dans un mouvement uniforme de rotation autour d’un axe
fixe, chaque élément, de masse m, placé a la distance » de cet
axe, est repoussé par la force centrifuge mw?r dont le travail,
pour une variation dr de r, est mw?, dr.1l ya donc une fonction

de forces qui est égale a 5 @02Z(mr?), ¢’est-a-dire a la demi-force

vive du systéme, considéré comme lié a I'axe. D’aprés cela, les
positions d’équilibre sont celles pour lesquelles le moment d’inertie
Z(mr?) est maximum ou minimum. L’équilibre est stable dans le
cas du maximum, instable dans celui du minimum.

Appliquons d’abord ceci au cas d’un corps solide susceptible de
tourner autour d’un axe relié invariablement au premier. Soient
OZ laxe d’entrainement et Cz I'axe autour duquel peut tourner
le corps dans son mouvement relatif. Soit OC = % la plus courte

Fig 1.

distance de ces axes. Prenons trois axes de coordonnées rectangu-

laires OX, OY, OZ, dont le premier coincide avec OC et le troi-

sitme avec l'axe d’entrainement. Considérons, en outre, trois

autres.axes rectangulaires Cx, Cy, Cs, liés au corps el issus de C,

dont le troisi¢me coincide avec I'axe du mouvement relatif. En

appelant a, b, ¢, &, U, ¢, a’, V', " leurs cosinus directeurs par
XXVIL 20
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rapport a OX, OY, OZ, on a les formules dz transformation

X=h+azr+ay—+a's,
Y= br+ 0y +b"s,
1= cx+c'y +c's.

Remarquant que @” est nul par hypothése, on a, pourle moment

d’inertie par rapport a OZ,
I=Sm(X2+Y2)=Zm(h+azr+a'y)+Zm(bxr+ 0y +0"3).

Soit M la masse totale. Choisissons le plan 2Cs de fagon qu’il
contienne le centre de gravité G, et appelons / la distance de G
i Cs. Alors

Smx=MI Emy = o,

d’out
I=MA2+2Mlha + (a2 + b2)Ema2+ (a'2+ b'2)Tmy?
+b02Emzt+a(aa’+ b0 )Emay + 260" mxz +20'0"Emys

Dans cette expression, les seules quantités variables sont les
cosinus directeuars a, b, a’, 0/, V', liés par les équations

a+at=1, 2D 4 b2 =1, ab+a'b'=o.

Soit ¢ I’angle de Cs avec OZ. On a

b" = sint.

Posons en outre @ = cos 9. Nous trouvons
a = cos o, b = —sing cosy,

a' =sino, b= cosvcosi.

Par conséquent
I =M~A2+ o(M/h +sinicosi Smys)coso
. - .y .
~+ (0829 + sin29 cos?Z) X mx?—+ (sin2¢ + cos?¢ cos2i) T my?
~+sin?i Em 32+ 2sing coso sin2i Smay -— 2sinicosisino Smrs,

ou bien
14 cos2t\ | . ..
I=Mh2+ <—————) (Emx2+ Xmy?) + sin?i1 X mz?
2
+ (2MIl + sin2iSmys)cosp — (sin2iSmaxs)sino

sin2¢ o .
—(Xmx?—YXmy?)cos2c 4+ sin2tXmary sinae
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1l faut chercher les maxima et les minima de cette valeur de
quand © varie de o a 2. L’expression oblenue est de la forme

I'=A+ Bcoso+ Csino + Dcosag + Esinao,

en désignant par A, B, C, D, E cinq quantités indépendantes de o.
Si 'on introduit les notations

B =P cosa, D = Qcos2f,

C = Psina, E = Qsin2f,
I'on a
I=A+Pcos(s—a)+Qcosa(v—8).

Les valeurs limites correspondent aux angles o vérifiant I'équa-
tion
Psin(o —a)+2Qsin2(y —B)=o0
ou bien

sin2{ = psin(Y —v),
en posant
P o
0P o—B=4 a—D3=1.

On est ainsi conduit a chercher les points d’intersection de deux
. o P I .
sinusoides dont les périodes sont dans le rapport ;> et une discus-

sion facile montre que, pour » compris entre zéro et 27, on a deux
ou quatre solutions réelles suivant que p est, en valeur absolue,
supérieur ou inférieur a 'unité. Dans le premier cas, il y a un
maximum et un minimum de 1. Dans le second cas, il y a deux
maxima et deux minima. D’aprés cela, si B2+ (2 est supérieur a
4(D2?+ E2), le corps a une position d’équilibre stable et une posi-
tion d’équilibre instable. Dans le cas contraire, il y a deux posi-
tions d’équilibre stable et deux positions d’équilibre instable.

Quand les deux axes sont paralléles, ¢ est nul, et il en est de
méme des quantités C, D, E, tandis que B se réduit & 2M//L. La
valeur de I est alors I = A + Bcoso, et la seule position d’équi-
libre stable est celle pour laquelle © = 0, @ moins que 'une des
longueurs £ ou & ne s’annule, auquel cas I serait indépendant de »
et I'équilibre deviendrait indifférent.

- . . . T .
Quand les deux axes sont perpendiculaires, {= -, ce qui

annule C et, par conséquent, a. Si, en méme temps, Tmzxy = o,
c'est-a-dire st Gz, Cy sont les axes de Iellipse formant I'inter-
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section du plan des zy avec Vellipsoide d’inertie, la constante E
est nulle, et il en est de méme de I'angle . L’équation détermi-
nant 9 se décompose alors en deux, savoir’

sing = o et cosSQ =

KBk

D’aprés cela, il y a deux positions d’équilibre, I'une stable,
P’autre instable, pour lesquelles le centre de gravité se place dans
le plan XOY, etil y a en outre deux positions d’équilibre, I'une
stable, I’autre instable, pour lesquelles le centre de gravité est en
dehors du plan XOY; ces derniéres n’existent réellement que si
p est inférieur a 2, c’est-a-dire si M /A estinférieur a Tm(z? — y?).

Ces résultats peuvent trouver leur application dans la théorie
des régulateurs a force centrifuge; il faut, en effet, se garder de
disposer les masses mobiles de telle facon qu’elles se trouvent
dans le voisinage d’une pareille position d’équilibre, sans quoi le
régulateur deviendrait & peu prés insensible aux variations de
la force centrifuge.

Sans insister davantage sur l'examen des cas particuliers, je
vais maintenant rechercher les positions d’équilibre d’'un solide
susceptible de tourner autour d’un centre C lié & un axe d’entrai-
nement.

Rapportons le solide aux axes principaux d’inertie Cz, Cy, Cz

Fig. 2.

£4

relatifs au centre C. Par rapport a ces axes, 'axe d’entrainement
OZ est susceptible d’occuper toutes les positions situées & une
méme distance & de G, et il s’agit de trouver, parmi ces positions,
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celles pour lesquelles le moment d'inertie da corps devient
maximum ou minimum.

Considérons d’abord les positions de OZ paralléles a une méme
direction CL. Elles forment un cylindre de révolution autour de
CL. Le moment d'inertie par rapport & I'une d’elles s’obtient en
calculant d’abord le moment d’inertie I, relatif & une droite de
méme direction menée par le centre de gravité G, et ajoutant le
produit de la masse M par le carré de la distance de G 4 OZ. 1l y a
donc, pour I’ensemble de ces droites paralléles, un maximum et
un minimum, correspondant aux deux positions situées dans le
plan GCL. Si % est la distance de G a CL, le maximum est
lg+M(k+h)2etle minimum est [+ M(k — h)2. D’ailleurs,
si [, estle moment d’inertie par rapport a CL, on al, =T, 4+ MA=.
Le moment maximum est donc I, 4+ MA%2+ 2Mkh, et le moment
minimum est 1+ MA2— 2MAA. En laissant de c6té le terme
constant M A2 on est amené, pour avoir les maxima et les minima
absolus, a étudier les variations du bindme F =1, &= a M A%. Nous
écrirons simplement Iy + 2MA#h, en convenant que & peut étre
positif ou négatif, suivant que 1’équilibre est stable ou instable.

Soient A, B, C les moments d’inertie principaux en (C), et p, ¢,
r les coordonnées de G. En appelant «, £, v les cosinus directeurs

de CL, on a
[p=Aa?2+ BB2+ Cvy2,
K= p?+ g2+ rt— (pa+qf+ry)t.
Les valeurs limites du bindme correspondent aux équations
pour lesquelles on a
oF E oF
0% _ o8 ay
o _ % _ 9N,
a B Y

ce qui conduit aux équations

A—M-}E pr+qB+ry
2 k

—p_mhprrgbrry o yhparaBery

qu’on peut mettre sous la forme
(A—B)af _(B—C)fy _ (C—A)ya

pB—gqu gy—rp ra—py
Mhi(pa—+qB+ry)

VP gt —(parqBr )
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ou encore
(B—C)pBy+(C—A)gyx+ (A —B)ral =o,
(B=-C)2B2y2+ (C— A)2y2a?—+ (A — B)2o2f2
—M222(pa+gB+ry)=o.
En remplagant «, {8, v par

z Y 3
) ’ ’
Var+yra-z2 Joityi+ a2 Jorq yry a2

on voit que les directions cherchées, considérées comme issues de
P'origine, sont les génératrices communes a deux cénes du second
et du quatriéme degré. Il y a donc huit positions d’équilibre,
réelles ou imaginaires.

Il serait fort ardu de discuter complétement les conditions de
réalité de ces huit positions. Je me bornerai & établir qu’elles
existent effectivement dans certains cas. A cet effet j’écrirai, pour
abréger I’écriture,

B—C=a, C—A=0b, A—B=c¢, M2h2 = m?,

et je ferai le changement de variables o = yu, 8 =y¢, ce qui, en
tenant compte de la relation a? 4 B2+ y2=1, conduit aux deux

équations
apv + bqu + cruv = o,
a4 b2u+ crutv— m2(pu + qv + r)*(u?+ ¢241) = o.

Supposons que p et ¢ soient infiniment petits du premier
ordre, tandis que r est fini. Admettons en outre qu'aucune des
quantités a, b, ¢, m ne soit nulle.

La premiére équation montre que l'une au moins des inconnues
« et ¢ est infiniment petite. La seconde équalion montre d’ail-
leurs qu’elles ne peuvent I'étre simultanément. Supposons donc
d’abord que ¢ est infiniment petit, tandis que u est fini ou infini-
ment grand.

Si w est fini, la premiére équation se réduit & bg +crv = o et
fait connaitre ¢. La seconde donne

b2 — m2r2(ut+1)=o,
d'ot
mr

U==T ——————)
Vor— 22

valeurs réelles si |b] > mr.
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Si u est infini, on a encore bg + cr¢ = o, mais la seconde
équation devient
b:— m2(pu—+r):=o,
d’ot
b

- '
mp

u=— -
D
-aleurs toujours réelles.

On obtient ainsi quatre systémes de solutions réelles et dis-
linctes.

Suapposons maintenant que « soit infiniment petit. En raison-
nant de la méme fagon, nous voyons que nous obtiendrons quatre
autres systémes de solutions, réelles et distinctes, pourvu que ¢,
en valeur absolue, soit supérieur & mr; et, par conséquent, nous
aurons, en somme, huit positions d’é¢quilibre réelles et distinctes.
Il est vrai que, pour chaque systéme, notre calcul ne nous donne
que les valeurs principales des inconnues; mais, du moment o
ces valeurs principales sont réelles et distinctes, il ne peut en étre
autrement pour les vraies valeurs : car, si 'une de ces derniéres
¢tait umaginaire, la quantité imaginaire conjuguée vérifierait éga-
lement les équations du probléme, etle nombre total des solutions
surpasserait huit, résultat évidemment absurde.

En résumé :

Lorsqi’ un corps solide est mobile autour d’un point entrainé
dans un mouscement de rotation uniforme autour d'un axe
Size, il y a huit positions d’équilibre, réelles ou imaginaires.
En particulier, si le centre de gravité du corps est trés rap-
proché de Uaxe principal, pour lequel le moment d’incrtic
est G, les huit positions d’équilibre sont réelles pourcu que les
différences A — C, B— C soient, en valeur absolue, supéricures
@ la masse du corps multipliée par les distances du centre de
rotation aw centre de gravité et a Uazxe fixe.

En terminant, je ferai remarquer que le probléeme cxaminé
admet une inlerprétation géométrique assez simple. Nous avons
été conduits a chercher, parmi toutes les droites situées a une
méme distance d’un point donné C, quelles sont cclles pour les-
quelles le moment d’inertie d’un corps est maximum ou minimum.

On sait que les droites pour lesquelles le moment d’inertie pos-



— 296 —

séde une méme valeur sont les droites par lesquelles on peut
mener des plans tangents rectangulaires 4 une quadrique, et con-
stituent par conséquent ce qu’on appelle un compleze de Pain-
vin. La quadrique a les mémes plans principaux que Iellipsoide

d’inertie relatif au centre de gravité. Son équation, rapportée a
ces plans principaux, est

z2 2 =

a®— .q_3 b! — g_z c2 — _q_’

2 2 2
en appelant Ma?, M b2, Mc* les moments d’inertie par rapport aux
trois plans et Mg? le moment d’inertie par rapport aux droites du
complexe. Lorsque ¢ varie, la quadrique reste homofocale & une
quadrique fixe. Les droites du complexe passant par un méme

point forment un céne du second ordre X.

Ceci rappelé, remarquons que les droites cherchées doivent étre
tangentes & une sphére S ayant pour centre le point C. Pour
chaque complexe, défini par une valeur particuliére de ¢, on peut
distinguer, sur la surface de S, deux régions R, et R,, définies de
la maniére suivante : en chaque point de R,, le cone X a deux
génératrices réelles dans le plan tangent 4 la sphére; en chaque
point de R2, le cone X coupe le plan tangent a la sphére suivant
deux génératrices imaginaires. La ligne de séparation des deux
régions est le lieu des points pour lesquels le céne X est tangent a
la sphére. Il est clair que, si ¢ est un maximum ou un minimum,
la région R, doit devenir évanouissante et, par suite, la ligne sépa-
rative de R, et R, doit se réduire & un point ou & plusieurs points
isolés. Le probléme que nous avons traité revient donc a déter-
miner, parmi les complexes de Painvin associés a une famille de
quadriques homofocales, ceux pour lesquels il existe un nombre
fini de cones du complexe tangents a une sphére donnée et ayant
leurs sommets sur cetle sphére.



