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SUR LES GROUPES ECHANGEABLES ET LES GROUPES DECOMPOSABLES;

Par M. Epmonp MaILLET.

I.

Dans une Note antérieure (') nous avons appele un groupe D
décomposable quand 'on peuty trouver deux sous-groupes A et B
d’ordre > 1, tous deux < D et tels que toute substitution d de D
soit le produit d’une substitution a de A, par une b de B; on
indique cette propriété en écrivant D = AB = A >< B. D sera dit
le produit de A par B; A et B sont des facteurs de D : on a évi-
demment D = AB = BA.

Tout groupe est-il décomposable? A défaut d’un criterium de
décomposabilité, on pourrait étudier les groupes connus: il y a
la tout un sujet de recherches.

Nous ne prétendons pas résoudre ici la question (2), tout en
nous proposant d’étudier un certain nombre des propriétés de la
décomposabilité des groupes Parmi les groupes dont nous nous
somines occupé, nous n'avons trouvé d’autres groupes indécom-
posables que ceux formés des puissances d’une substitution circu-

laire d’ordre p™ (p premier).

II.
DECOMPOSABILITE DE CERTAINS GROUPES.
1° Groupes primitifs composés. — Un pareil groupe G est

toujours décomposable, car tout sous-groupe invariant K de G
cst transitif (3), et si H est le sous-groupe des substitutions de G

(') Note sur les substitutions (Bulletin de la Société Mathématique,
t. XXIV; 1896). La plupart des considérations de la Note actuelle s’appliquent
aussi bien aux groupes d’opérations qu’aux groupes de substitutions. Di-
vers auteurs ont déja envisagé les groupes échangeables, par exemple Serret
et M. Frobenius.

(*) Nous croyons au contraire, sous réserve de vérification, I’avoir résolue par
Paffirmative pour les groupes de transformations de Lie.

(®) JORDAN, Traité des Substitutions, p. 41.
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qui laissent une méme letire de G immobile on a G =H <K,
avec H< G, K -<G{').

2° Groupes composés quelconques. — D’aprés les mémes re-
marques, soient G un pareil groupe, H un sous-groupe invariant
maximum de G:

a. Si I'on peut trouver un sous-groupe invariant H' de G non
contenu dans H, on a G=H < H'. En effet, si A et ' sont les
ordres de H et H', £ 'ordre du groupe K des substitutions com-
munes a H et H/, I'ordre du groupe (H, H’) dérivé de H et de H’

est 1)7}:—’ > h, en sorle que (H, H') = G, puisque (H, H') est inva-

riable par'les substitutions de G; alors les substitutions de G
sont toutes de la forme ', 0 appartenant a8 H, o' a H'.

B. Si H esta la fois maximum dans G et invariable par les sub-
stitutions de G, et si l'on peut trouver un sous-groupe H' de G
non contenu dans H, on a encore G=H > H'. En particulier
un groupe d’ordre p™ non formé des puissances d’une substitu-
tion circulaire d’ordre p™ est décomposable. Au contraire, le
groupe des puissances d’une substitution circulaire d'ordre p™ est
indécomposable.

3° Groupes d’ordre p™q" (p et q premiers différents). — Un
pareil groupe G contient un sous-groupe P d’ordre p™, un Q

d’ordre g*. Ona G=P < Q.

4° Groupes de degré p™ (p premier) et d’ordre # p". —
Soit G un pareil groupe : si Hy est le groupe des substitutions
de G qui laissent une méme lettre « immobile, p™' la plus haute
puissance de p qui divise 'ordre g de G, G renferme un sous-
groupe P d’ordre p™, et G =P < H,.

(') Voir notre Note précitée ou nous montrons que le probléme de la re-
cherche des sous-groupes transitifs des isomorphes holoédriques et transitifs d’'un
groupe donné est compris dans celui de la recherche des décompositions de ce
groupe en un produit de deux sous-groupes, et lui est équivalent quand le groupe
donné est simple.
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5° Groupes d’ordre § h+ 2. — G renferme un sous-groupe

d’ordre 2 et un sous-groupe invariant d’ordre 2/ + 1 dont il est
le produit.

6° Groupe alterné G de n éléments. — 1l est décomposable.
En effet, on sait qu'il suffit d’établir 'existence d’un sous-groupe
transitif A de G. Si alors B est le groupe alterné de n — 1 élé-
ments, G = A > B.

a. nimpair. On prend pour A le groupe des puissances d’une
substitution d’ordre n.

b. n pair et = 4h. On prend pour A le groupe dérivé des sub-
stitutions
Y = (a1as...a4) (@a+1- - - ),

= (a1asn41). . (@2nain).
c. npair et =4h+2=12p.
On prend pour A le groupe dérivé (') de la substitution

v=(ar1as...ap)(@pyy...azp),

et des substitutions
(aiaP+i)(aIap+j) (L;‘é.], i,j:]aQ)“"P)’

7° Groupe symétrique de n éléments. — 1l est décomposable.
En effet, on a G =A< B, B étant le groupe symétrique de n — 1
éléments, A le groupe des puissances d’une substitution circu-
laire d’ordre n.

Il résulte de la cette conclusion intéressante :

L’ensemble des groupes décomposables est plus étendu que
U'ensemble des groupes primitifs composés, puisque tout groupe
primitif composé est décomposable et que les groupes alternés
sont décomposables.

(') Ce groupe est d’ordre 2¢—! p et, d’aprés un théoréme de Mathieu ( Journal de
Mathématiques, 1861), généralisé par M. Sylow, contient 2P—'=1-+ np sous-
groupes d’'ordre p. On en conclut 2r—'==1 (mod p), théoréme du a Fermat.
Cette démonstration n’est qu’un cas particulier de la démonstration du théoréme
de Fermat [aP=a (mod p) quel que soit a], que nous avons donnée dans
notre Thése de Dootorat (Gauthier-Villars; 1892, p. 116), en nous appuyant
sur le théoréme de Mathieu et de M. Sylow
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Nous énoncerons encore les propriétés suivantes, dont les
démonstrations ne sont qu’indiquées :

Lemme. — Si deuz sous-groupes H, et Hy, d’ordres h, et h,,
d’un groupe G d’ordre g, sont tels que le plus petit commun
multiple de hy et h, est g, on a G=H, =< H,.

On voit, en effet, de suite quele groupe (H,, H,), dérivé de H,
ct Hy, contient au moins g substitutions qui sont le produit d’une
substitution de H, par une de H,.

Tutorime. — Si un groupe primitif G de degré n est indé-
composable, il posséde au moins deuz isomorphes holoédriques
et primitifs de degrés différents et différents de n.

En effet, soient p un diviseur premier de n, p*la plus haute puis-
sance de p qui divise l'ordre g de G. G contient au moins un
sous-groupe maximum H d’ordre % divisible par p%, et auquel
correspond (') un isomorphe holoédrique et primitif T' de G, de
degré %r premier a p et £ n.

Soit ¢ un autre diviseur premier quelconque de n, ¢B la plus
hauate puissance de ¢ qui divise g : si A= o0 (mod ¢B), quel que
soit le diviseur ¢ de n, le lemme précédent montre que G est
décomposable.

Si donc G n'est pas décomposable, on peut trouver ¢ tel que
n=o(modg)avec h = o (modg#). Il existe alors un sous-groupe
maximum H, de G d’ordre /, divisible par ¢8, auquel correspond

un isomorphe holoédrique et primitif T'; de G de degré 7% premier

a ¢ et différent de n et de Té:

1.

QUELQUES PROPRIETES DES GROUPES DECOMPOSABLES.

1 Si A =B < B, et siD contient B et est contenu dans A, on
aA=Dx<PB:

(') Voir, par exemple, W, Dyck, Mathematische Annalen, t. XX et XXII, et
notre Thése de Doctorat, p. 12 et 15.
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Nous dirons que B et B’ sont des facteurs complémentaires
de A.

2° Si A=B < B'=C < (', C étant contenu dans B, on a
B=C <D, D étant le groupe commun a B et C'.

En effet, soient a, b, b/, ¢, ', d les ordres respectifs de A, B,
B, G, ¢, D; E le groupe commun a B et B/, d’ordre e; F le
groupe commun & C et C', d’ordre £. On a

oo W _ce b
T e  f T d
On en conclut
cd
b= —.
J

Soit ®, d’ordre v, le groupe commun 4 C et D; B contenant C
d
etD,onabd2 % D étant contenu dans C/, ® est contenu dans C
et (U, par suite dans F, et < . On en tire

cdyod

¢~ f b

v

cd
P

d’ont ¢ = f. Donc sivy et & sont des substitutions de C et D respec-

. d I
tivement, on a exactement c7 substitutions de la forme Y3 et

B=CxD.

3° Réciproquement, si A=DB < C/,; et B=C < D, D étant le
groupe commun a Bet €', ona A =C < C'.

En effet, si F est le groupe commun a C et C/, il suffit de mon-
trer que

a_cc
S
Or
as%, l):%i)

® étant le groupe commun & C et D, d’ou

’

X c__d c
P

'

——

¥
Or F, commun a C et C/, est commun & B et C': donc F est
contenu dans D, ¢’est-a-dire commun a D et C, par suite contenu
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dans ®; f divise ¢, et fSo. Mais cf—c fa = 2:—, puisque C et C/

. cc’
sont conlenus dans A ; donc 9 = f, d'ou f=0, a = 7

"4° Si A et B sont échangeables a C, (A, B) est échangeable a C.

5° Si A et B sont échangeables, et si G, contenu dans B, est
échangeable 4 A, soit D le groupe commun 4 A et B : D est échan-
geable a C.

Soienta, o', ...; B, ...; Y, .-.; 3, ... des substitutions de A,
B, C, D respectivement. On a

p= g,
ay = ‘flal7
3y = y"a",

o = YII_‘ aY — B”= 81’ )
3y =+"3'.

6° Si A = CB’ et si B contient C et est contenu dans A, ona
B=Cx<D, D étant le groupe commun a B et B'.

Il suftit d’appliquer la deuxiéme propriété en faisant C'=B'.

7° Réciproquement si A = B >< B/, si D est le groupe commun
dBetB, et si B=C>xD,onaA=CB.

On applique la troisi¢éme propriété en faisant C' = B'.

1v.
ACUTRE MANIERE T'E PRESENTER CERTAINES DES IDEES PRECEDENTES.

Soient G un groupe transitif qui ne soit pas primitif, Hy le
groupe qui laisse une lettre o immobile, N le degré de G, g, hq
les ordres de G et Hy; on a g == Nh,.

Soient

P, Ps, ..., Py,
P

Qiy Qs ..., Q§
7]

deux répartitions des lettres de G, p a p et ¢ & ¢ admises par le
groupe G. Toute substitution S de G qui remplace P; par Py, et
Qj par Qj, remplace les lettres communes & P; et Q; par les
lettres communes a4 Py et Qp. Si P; et Q; ont en commun r
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lettres formant un systéme R, (7 > o), les lettres communes
Py et Q; formeront un syst¢tme R, de r lettres ayant toutes ses
lettres communes ou n’en ayant aucune avec R,. G étant tran-
sitif, on pourra toujours trouver une substitution S remplacant
une lettre donnée @ de R, par une lettre arbitraire b, et si S
remplace P; et Q; par Py et Q;». on voit que b fera partie d’un
systéme Ry de 7 lettres formé des lettres communes a Py et Q.

Les systémes
Rh Rh ey Rz,

contiendront toutes les lettres de G, seront toujours communs
chacun a deux des systémes P et Q et a deux seulement, et n’au-
ront deux a deux une lettre commune que s’ils sont identiques.

. .. N , ..
En choisissant convenablement ~» on aura donc une répartition

des lettres de G, r a r, en systémes de non-primitivité.

Si (P;). (Qj), (Ry) sont respectivement les groupes de substi-
tutions qui permutent exclusivement entre elles les lettres d’un
des systéemes P;, Qj, Ry, leurs ordres sont respectivement

(P)=pPha; (g)=qhay (r)=rhy
r étant évidemment diviseur commun de p et ¢, on a
P =wr, q = Xl‘,

et si Ry est commun a P; et Qj, (Rj) est le groupe commun a (P;)
et (Qj)-

Une répartition Ry, R,, ... dont chaque systéme est contenu
dans un des systémes de Py, Py, ... et de Q,, Q,, ... est dite
commune aux deux répartitions P et Q. Celle que nous avons
formée plus haut est la plus grande répartition commune & P
et Q.

S'il existe une répartition S, S,, ..., S telle que chacun des
systémes S contienne un nombre exact de systémes P et de sys-
témes Q, la répartition S sera dite multiple de ces deux répar-
titions.

Une substitution T de G qui remplace P; par Py remplace
I'ensemble X; des systémes QQ ayant des lettres communes avec P;
par I’ensemble Zy des systemes Q ayant des lettres communes
avec P;. Mais il s’en faut de beaucoup que les ensembles Z;, Z;, ...
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qu'on obtiendrait en raisonnant comme précédemment sur les
systémes R forment toujours une répartition en systémes de non-
primitivité admise par G. Ces systémes peuvent avoir deux i deux
des lettres communes sans les avoir toutes.

Voici un exemple simple :

Le groupe régulier G d’ordre et de degré 6o isomorphe au
groupe alterné de cinq éléments admet plusieurs répartitions de
ses lettres cinq & cinq, sans quoi il serait composé ('). Soient
P, Py, ... et Qi Qy ... les systémes de deux de ces réparti-
tions : deux des systémes P et Q auront en commun r lettres,
r divisant 5, d’aprés ce qui précede, avec r<<5: donc »r =1.
L’ensemble X, des systémes Q ayant des lettres communes avec
P, contient 25 lettres et G n’admet pas de répartition de ses lettres
25 4 23,

Plus généralement, si 6™ est la plus haute puissance du nombre
premier § qui divise I'ordre g d’un groupe régulier G, et si G ne
contient pas de sous-groupe invariant d’ordre §7, G admettra
plusieurs répartitions de ses lettres 8™ a O™, et si Py, Py, ... et
Qi, Q2 ... sont deux de ces répartitions, on verra encore que
I’ensemble X, des systémes Q ayant des lettres communes avec P,
contient §” lettres avec n 2 m + 1, et G n’admet pas de répartition
de ses letires 67 & 67,

11 pourra néanmoins se présenter des cas ot deux quelconques
des ensembles X, Z,, ... n’ont aucune lettre commune s'ils ne
les ont pas toutes. Alors %, X,, ... donnera une répartition des
lettres de G, s a s. X, comprendra exactement m systémes Q et
+ systétmes P. On voit, en effet, sans peine, que X, est formé de
V’ensemble des systémes P ayant des lettres communes avec Q,.
Chacun des systemes Q,, Q,, ... ayant des lettres communes
avec Py, en aura le méme nombre r, et

m::f—?, X:g—, § =

P,
.,.

L’ordre (s4) du groupe des substitutions de G laissant inva-
riable le systéme Zj est

($1) = shy= E;(l hy.

(') Voir notre These de Doctorat, p. so.
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(Z4) contient (P,) el (Qy). (P,) et (Q,) n’ayant que rh, substi-
tutions communes, le groupe [(P,), (Q)] dérivé de (P,), (Q,) est
d’ordre 2 %‘lha:(s.). Donc (P,) et (Q,) sont échangeables et
leur produit est (Z,).

Réciproquement, si ’on considére les deux systémes P, et Q,

ayant r lettres communes exactement, et si (P,) et (Q,) sont
échangeables, ’ensemble X, des systémes Q ayant des lettres com-

munes avec P, donnera une répartition en systémes ¥ de ﬂ)‘l lettres
admise par G. Il suffit, en effet, de considérer le groupe (P,) < (Q,)
d’ordre —’—’Ig hq et la répartition correspondante admise par G.

Ceci posé, nous dirons par extension que les deux répartitions
P et Q sont échangeables si les deux groupes (P,) et (Q,) e
sont. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorime 1. — KEtant donné un groupe G transitif que
admet les deux répartitions en systémes

Py, P ...,
Ql? Q?a EERE}

la condition nécessaire et suffisante pour que ’ensemble des
systénées Q ayant des lettres communes avec un méme sys-
téme P, forme un systéme d’une répartition en systéemes de
non-primitivité admise par G, c'est-a-dire pour que les deux
répartitions P, Q soient échangeables, est que le groupe (P,)
soit échangeable & un des groupes (Q;). (P;), (Qj) étant for-
més respectivement des substitutions qui laissent immobiles P;

et Qj.

Nous nous proposons de considérer en particulier les groupes
dont tous les sous-groupes sont deux & deux échangeables : soit G
un pareil groupe d’ordre g = p$.. .p¥(py, ..., p; nombres pre-
miers différents). G renferme un groupe H, d’ordre p%: : si H,
n’est pas invariant dans G, G renferme au moins deux sous-
groupes distincts d’ordre p$* échangeables : le groupe dérivé serait
d’ordre pbt avec B, > a,, ce qui est absurde.

On en conclut que deux sous-groupes d’ordre pg, p%i (k 3£ J)
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de G sont tels que chacun est permutable aux substitutions de
Pautre. Donc (') chacun a ses substitutions échangeables a celles
de 'autre, et 'on a ce théoréme :

Tutorime ll. — Ur groupe G d’ordre p$...p¥(piy - ., pi
nombres premiers distincts) et dont tous les sous-groupes sont
échangeables est tel que toute substitution d’ordre p}' y est
échangeable & toute substitution de G d’ordre premier & py.

Ces groupes sont résolubles.

Remarque. — Les groupes dont toutes les substitutions sont
échangeables appartiennent a cette catégorie de groupes (2); mais
celle-ci comprend d’autres groupes. C'est le cas du groupe A régu-
lier d’ordre et de degré 27 dérivé des substitutions

S = (123456789) (1'2"...9') (1"2"...9"),
T=(1"1") (444" (77'7") (25'87) (25"8) (2"58") (39"6") (3'9"6) (3"96'),

les éléments étant représentés par 1,2, ...,9, 1,2, ..., ¢,
LU 9//'
On a
T-1S T = S4,
T-183T = S5,

Ce groupe n’est pas formé de substitutions échangeables, et
cependant deux quelconques de ses sous-groupes sont échan-
geables. On voit, en effet, que ST et ST? sont d’ordre g et que
G renferme 18 substitutions d’ordre g et 8 d’ordre 3 formant un
sous-groupe d’ordre g avec l'unité.

Nous verrons plus tard que les propriétés précédentes s’étendent
d’une facon plus parfaite aux groupes de Lie.

(1) Voir, par exemple, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
t. IX, 1895, D.17, théoréme V.

() Ces groupes comprennent les groupes appelés hamiltoniens par MM. Dede-
kind et Miller (Comptes rendus, 16 mai 1898); ils en comprennent d’autres, car
A n’est pas hamiltonien.

Un résumé des résultats ci-dessus a été communiqué au Congrés de Boulogne
pour I'avancement des Sciences. (Voir Comptes rendus de l’Association fran-
¢aise pour l’avancement des Sciences, 1899. )



