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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR L'INTÉGRALE RÉSIDUELLE;

Par M. HADAMARD.

1. La notion de ce que nous appellerons ( ( ) V intégrale rési-
duelle des équations aux dérivées partielles linéaires se rattache
au principe d'Huygens.

Ce principe a été entendu de façons diverses par les auteurs qui
Pont étudié. u{x^x^ . . . , . r , , ,<) étant une intégrale de l'équa-

tion -^ = a2 ^u donnée par ses valeurs et celles de ses dérivées

premières sur une certaine multiplicité M,^ à n dimensions [par^
exemple la multiplie! té t = o, ou la multiplicité/^ , .r^,..., a:,/)== o1:
certains géomètres, tels que M. Volterra (2), font consister le
principe d'Hujgens dans l'expression de u(x^ x°y . . ., ,r°, t0}
(par une intégrale définie) en fonction des valeurs que prennent

au au au • r ' ^u'> ~àx~' àxl9 " " ~àx~ sur une cerlalne lonction ?„ de M,/ : à savoir,
la région formée parles points de M,/ qui satisfont à l'inégalité

a^t—tQ)^(x,-x^-^(y,-^)^-...^-(x,,-x^.

Pour KircliliofT, au contraire, de même que pour M. Poincaré,
le principe d'Huygens dit encore autre chose : à savoir que,
pour calculer u{x°^ x^ . . ., x^ t9), il n'est pas nécessaire de con-

naître les valeurs de u, -u- sur toute l'étendue de P,/, mais qu'il

suffit de s'être donné ces valeurs sur ^frontière de P,/, c'est-
à-dire sur la multiplicité a n — i dimensions, lieu des points de
M,/ qui vérifient Y équation

a^(t—t^=(x,-x^+(^—x^^.^^(x^—xî)\

( ' ) Cf. POINCAKÉ, Propagation de la chaleur, p, i55, i56; 1895.
( 2 ) Rendic. Ace. Linceiy 5e. série, tome I, p. 161 et suiv., ibid., 265 et suiv.,

1892; Acta mathematica, tome XVIII, p. 161 et suiv.; 1894. —M. DUIIEM (7/r-
drodynamique, élasticité, acoustique,^. 11 ) s'était déjà placé à un point de
vue un peu analogue. Voir aussi COULON, Procès-verbaux de ta Société des
Sciences physiques et naturelles, Bordeaux, 1898 1890), p. 85.

xxvni. 5
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C'est ce dernier point de vue que nous adopterons. D'après
cela, au lieu que les formules de M. Vollerra ( 1 ) sont considérées
par leur auteur comme démontrant le principe d'Huvgens dans
tous les cas, ces mêmes formules démontreront, pour nous, que
ce principe est vrai pour n impair et/aux pour n pair.

Au sens de M. Volterra, le principe d'Huygens semble être
une propriété générale des équations linéaires aux dérivées par-
tielles. Au sens où nous l'entendons, c'est, au contraire, un ca-
ractère très particulier de Inéquation du son. Inéquation des ondes
cylindriques, l'équation des télégraphistes ne présentent pas ce
caractère, comme on le sait : si un plan, dont les mouvements sont
régis par Inéquation ( 2 )

à'îu __ , f^u Ô^H\
'dt^^^àx^^àyï)'

est en repos pour t == o, à l'exception des points d 'une aire dé-
terminée S, non seulement un point extérieur à S entrera en
mouvement a partir du mouvement où il sera atteint par Fonde
provenant du mouvement de S, mais encore après le passage de
cette onde, il ne reviendra plus au repos. Inéquation du nouveau
mouvement que prennent ainsi les points successivement dépassés
par Fonde est Yintégrale résiduelle de Féquation des ondes cy-
lindriques. C'est cette intégrale résiduelle qui s'annule identique-
ment dans le cas des ondes sonores sphériques, d'après le principe
d'Huygens.

Il serait intéressant de déterminer toutes les équations aux-
quelles le principe d'Huygens s'applique. J'ai jugé utile de
commencer par l'étude de l'intégrale résiduelle dans le cas le plus
simple possible, celui de deux variables indépendantes.

I.

2. Prenons l'équation linéaire à deux variables indépendantes
et à caractéristiques réelles sous la forme

()2 3 03 , ÔZ(i) -—— -h a-- -+- b— •+- cï == o.v / àx ày àx ày

( 1 ) lîendic. Ace. Lincei [loc. cit., p. 166-168, formules ( A ) , (B) , ( D ) , ( E ) ,
(\ .) ,(BJ,(D»)].

( 2 ) II est bien entendu que, ici, nous supposons cette équation vériHée dans
tout le plan et constamment. Voir plus loin n° 8.
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Les valeurs de z et de ses dérivées premières étant données sur
un arc AB {fig- i) qui n'est coupé en plus d'un point par aucune
parallèle à l'axe des x ni par aucune parallèle à Faxe des y, la
fonction z est déterminée, comme on sa i l , dans le triangle mixti-

ligne ABC formé par l'arc AB et les parallèles menées par le point
A à l'axe des .r, par le point B à Paxe des y.

Nous allons supposer qu ' i l existe sur AB deux points a, [3 (le
second étant plus près de B que le premier) tels que les valeurs
données de z et de ses dérivées soient nulles sur tout l'arc A a et
sur tout l'arc [3B.

Sur l'arc a3, au contraire, ces valeurs seront quelconques, sous
la seule condition d'être nulles en a et j3, afin que la continuité
soit respectée aux dérivées du second ordre près.

Dès lors, si, par les points a, jî, nous menons des parallèles
aux axes, ces droites diviseront le triangle mixtiligne ABC en
trois sortes de régions :

1° La région comprise entre les parallèles menées par a, [î
à l'axe des x^ et celle qui est comprise entre les parallèles menées
par les mêmes points à l'axe des y (régions ombrées sur la figure).

2° Les régions extérieures aux premières, à savoir, celles qui
comprennent respectivement les points A et B, et qui sont nu-
mérotées 1 et 2 sur la fig. ï . Dans ces régions, la fonction z est
manifestement nulle.

3° La région comprise entre la parallèle à l'axe des x menée par a
et la parallèle à l'axe des y menée par [3, et telle qu'il soit impos-
sible de passer de cette région à l'arc AB sans traverser les régions
ombrées; région numérotée 3 sur }îsL Jlg, i , et que l'on peut con-
sidérer comme caractérisée par ce fa i t que, si de l'un quelconque
0 de ses points, on mène des parallèles OM, ON aux axes de
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coordonnées, jusque rencontre en M, N avec AB, lès deux points
M et N comprennent entre eux Parc a[3.

C'est la fonction z considérée dans cette dernière région qui
constitue Y intégrale résiduelle.

3. Le type le plus simple de mouvement dans lequel le repos se
rétablit après le passage de Fonde est évidemment fourni par le
problème des cordes vibrantes, lequel se ramène à l'équation

à^-z
W ^=0'

I I ne faudrait pas croire, cependant, que, dans ce cas, Finté-
îçrale résiduelle soit identiquement nulle. Pour Inéquation (2),
l'intégrale résiduelle est une constante, en général différente
de zéro ( l ) . Il suffît , pour le voir, de prendre l'intégrale générale
sous la forme connue

/•N as , r^àz ,
.0=.A4-^ ^+^ Ty^

(où , bien entendu, M et N désignent, comme tout à l'heure, les
poinis d'intersection de l'arc AB avec les parallèles aux axes me-
nées par le point quelconque 0). Si les points M et N com-

prennent entre eux le segment a[3 et que z, —f — soient nuls
sur Aa, pB, la formule précédente se réduit à

^ à-
.0=^ ̂ ,

c'est-à-dire à ^o^^01151*» comme nous Pavions annoncé. Cette
constante n'est d'ailleurs évidemment pas nulle en général. Nous
verrons d'ailleurs que l'intégrale résiduelle ne peut être identi-
quement nulle pour aucune équation de la forme (i).

4. Nous sommes dès lors amenés à chercher pour quelles équa-
tions l'intégrale résiduelle est de la forme

(3) CiVi+C2V2+...-4-C,,V,/,

Vi, Va, ..., V,, étnnt seuls fonctions de *r et dey, tandis que Ci,

( ' ) Sur celle con(r»idiction apparente, voir plus loin, n" 13.
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C^, . .., dp dépendent uniquement de la distribution des valeurs
données sur l'arc a(3.

Plus généralement encore, proposons-nous de trouver dans
quels cas l'intégrale résiduelle satisfait à une ou plusieurs équa-
tions linéaires distinctes de l'équation proposée (i) et de ses
dérivées. Cette question comprend évidemment la précédente
comme cas particulier : car, étant donnée une expression du
type (3), on peut toujours trouver un système d'équations
linéaires aux dérivées partielles dont elle soit l'intégrale générale.

La réponse à une telle question est aisément fournie par la for-
mule fondamentale ( ( )

^M+^N r^ [ i / àzi àu\~\ ,so == z = ———— -+- i ai uz^ -+- - ( u -— — z\ ,- ) dyi
( 4 ) 2 -41 L ' A ày, ^y/J Jfl

i f / 1 / àz^ àu \~\^f — biuz^ -( u—— — ^i , - 1 \dx^
\ L ^ V ^î àx^/\

où u(x,y, x ^ y ^ ) est la fonction de Riemann définie par les pro-
priétés suivantes :

I. Considérée comme fonction des coordonnées a-,y du point 0,
elle vérifie l'équation proposée ;

II. Considérée comme fonction des coordonnées x^ y 4 d'un
point P (lequel, dans la formule précédente, décrit Parc MN),
elle vérifie l'équation adjointe ;

III. Lorsque x est égal à x\, on a

r->i
(5) u^x^y, x^y^)=e ^ a(x,,y)tly

et, lorsque y est égal à y < ,
r ^ t

(6) u{x,y^x^}^)=e J^ ^î^^.

( l ) DARBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces^ Tome II, Liv. IV, Chap. IV,
n° 358. Nous appelons ici a*, y, .2*1, y? respectivement, les quantités qui sont
désignées, à l'endroit cité, par x^ y^ x, y. Quant à <Cp dp b^ ils représentent
les valeurs que prennent ^, a. 6, lorsqu'on remplace a*, y par x ^ y ^ .
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Dans ic cas de l'intégrale résiduelle, la formule (4) se réduit a

^ r i / ^ ^ \ ^r r { / ^i ^ \i ,.0=^ ^...^^.^^^^J^UZ[-h - ÎA-.—— —— -Si -, — ) dVi
•A (^i ^i/J J

(-0
\i I/ ^i ^ \T^• hiu^i-}- -( M-— — Ji-— ) î.
L ^ \ ^i ^i/J

Nous avons à rechercher si la fonction ainsi obtenue de x^ r
vérifie une équation linéaire

(7) ^^S^^)^^0-

Si l'on observe que Pexpression de S ( z ) se déduit de la for-

mule (4^ par des differenliations sous le signe /? il est clair que
Fon aura

,„ i^'^h-;^^-^)]*'( ,^^^.,^,.
en posant

<I»(.y,y,a'i,yi)= S(u).

Or, sur l^arc a^, — sous la simple condition de s'annuler aux

extrémités, — z^ et V une des deux dérivées—^-» —^ sont arbi-àxi ày^
traires. Donc Inéquation (8) ne peul avoir lieu identiquement (1 )
que si ton a, sur ap,

(9) 4»=o

8. La condition précédente ne semble démontrée que pour les
positions du point (.r,, y,) situées sur Parc ap [le point .r, yétant
quelconque dans la région (3)]. Mais il est aisé de voir quelle
doit encore être remplie quelle que soit la position du point
(.r , ,y<) dans le rectangle qui a ses côtés parallèles aux axes et
dont deux sommets opposés sont en a, P.

( ' ) D'après des considérations classiques de calcul des variations, la conclu-
sion subsisterait si l'on imposait à 2^ et à ses dérivées en a et en (à, des condi-
tions de continuité plus restrictives, telles que la continuité des dérivées jusqu'à
un ordre quelconque p.



Remplaçons, en effet, l'arc considéré A a P ^ B par un autre
arc AaP'pB (satisfaisant à la même condition de n'être rencon-
tré qu'une fois par les parallèles aux axes) qui passe également
aux points a, j3 (arc représenté en trails interrompus sur \^ fig. 2).
Une fonction Z, solution de l'équation (ï), différente de zéro sur

l'arc a P p e t nulle sur le reste de l'arc A a P p B , est aussi, d'après les
théorèmes généraux, différente de zéro sur l'arc aP'(î et nulle sur
le reste de l'arc AaP'pB, et inversement. Donc la condition (9)
doit être vérifiée aussi bien sur l'arc aP'3 que sur l'arc aPp.

11 est d'ailleurs aisé de retrouver le même résultat directement :
car pour entraîner la relation (8), il faut que l'on ait, pour toutes
les positions du point P sur l'arc ap, non seulement <Ï> ==o, mais
encore

à^ __
àXi ~

Or <I», considéré comme fonction de x^ yi , vérifie manifeste-
ment, aussi bien que u, l'adjointe de l'équation ( ï ) . Donc il est
nul dans tout le rectangle que nous avons défini tout à l'heure.

Nous admettrons que la relation <î> == o a lieu pour toutes les
positions du point (.r, y) comme du point (.r,,y,) dans l'aire ABC.
C'est ce qui arrive évidemment si les coefficients de l'équation
donnée sont analytiques ( { ) .

6. Nous avons donc à rechercher dans quelles conditions la
fonction u peut être, quels que soient *r, y, une intégrale de
l'équation (7).

Or, il résulte des raisonnements présentés dans les Leçons s u / '
la théorie des surfaces de M. Darboux ( 2 ) que, parmi les inté-

( 1 ) 11 est main tenant évident que l 'intégrale résitiu.clle ne peut être identique-
ment nul le , sans quoi il en serait de même pour la fonction M, ce qui est absurde.

( 2 ) Tome II, Liv. IV, Chap. VIII , n" 400, p. 173-1^.
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grales communes aux équations (i) et ( r-), il n^y en a qu^un
nombre fini de linéairement indépendantes, à moins que la suite
de Laplace relative à Inéquation ( i) ne soit limitée au moins dans
un sens.

Les équations pour lesquelles la suite de Laplace est limitée
dans un sens constituent une première solution du problème.
Si, en effet, on prend une telle équation sous la forme

à^z à\o^îîp àz à}ogîîp cNogH^-(HogH^-t àz
ày àx àx —————àx ày ày àx àx ày

et son intégrale générale sous la forme

ày

(10) ^=D. , . ( 0 , a ày.

^
àP^_a\ _
àyP-^) ==

0

^0
àx

àPQ
àxP

a

àoi
àx

àPa
àxP

ày.

^
à2 a.

àx ày

àP^OL

àxP ày

àP-1^
àyP-^

àPOL

àx àyP-^

(^-ia
àxP àyP-1

les notations étant celles du n° 380 (t. IT, p. 127) de POlivrao-e
cité de M. Darboux, on verra que Fintégrale u de Riemann s'ob-
tient en prenant pour Y la valeur zéro et, pour X, une combi-
naison linéaire (à coefficients indépendants de x) des fonctions

^^.Ti),
à'ï.(x,yt)
-^~5

^g(^yi)
ày\ 9

àP(x,Vi)
àyP 9

telle que X et ses p — i premières dérivées s^annulent pour

x === x^ la/?1®"16 dérivée étant égale à •„——-L——.Jl & II/,-.i(a7ï,yi)
Dès lors, MestdelaformeAX-1-BX /4-...4-LX (^oùA,B,...,L

sont des fonctions parfaitement déterminées de x et de y : il
satisfait, par conséquent, quels que soient ^*i, y<, à une équation
de la forme

<. o au . àP-^-1 u
X«+X,^+...+^.^=o,

ou À, À|, ..., )^-n sont des fonctions de x^ y .



- 77 -

7. Ce premier cas écarté, nous savons que toutes les inté-
grales communes aux équations (i) et (7) doivent être des combi-
naisons linéaires d\in nombre fini d^entre elles et que, par con-
séquent, la fonction u est de type (3), C,, C^, .. ., Cp étant des
fonctions de x^ y,.

Ccst ce qui a lieu pour les équations à suite de Laplace se
terminant dans les deux sens. Si, en effet, dans les formules du
numéro précédent, on prend ( { )

a =Xi7]i-4- X^-h. ..-+- X,,^,,,,

Xi, Xg, ..., X,,; étant des fonctions de x^ pendant que T^, r^, ...,
'f\m sont des fonctions dey, il est clair que 9 devient une combi-
naison linéaire de X,, Xs, ..., X,^, les coefficients étant fonc-
tions de .2*1, y ^ . Donc u est une combinaison linéaire ( 2 ) des in-
tégrales que Pon obtient en remplaçant, dans la formule (10),
9 successivement par X^ , Xg, . . . , X,^.

Je dis que ces équations sont les seules qui répondent à la
question,

(* ) DARBOUX, loc. cit., n° 382. Nous avons remplacé les lettres x^ x^ ..., x^
par Xp Xa, . . . , X^ et, de même, nous remplaçons ci-dessous, les lettres y,,
Y•2» • • • » y m P a r Y i , YS, . . . ,Y^.

( 2 ) Si nous partons de l'expression

X X' ... X^ Y Y' ... YW

^^ X, \\ ... X^ Y, Y, ... Yy)

X,, X^ ... Xi;? Y, Y^ ... Y^

de l'intégrale générale (Darboux, loc. cit., n° 340, formule 65, p. 48), la fonc-
tion u s'obtient en remplaçant X par \Xi-+- \X^+.. .+^^X^ct Y par o, ou, ce
qui revient au même, X par o et Y par — ( \Y^+ A^-f- ... -i-\»Y^) î les ^
étant déterminés par les conditions

^ Xi 4- ... -+-^X,,, == o j

\\\ 4-...4-^X;,, = o (
pour x = a'p

^X^'-^+.-.+^X^^o )

^Y, -+-... +^Y^ =o \
............................. p^r^^^

^Yy-^+.-.+^vir^-o )
et par l'équation qui exprime que u = î pour x •= x^ y = y.,.
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C'est ce que l'on démontrera en subst i tuant l'expression (3)
dans les équations (3) et (6). La première donne

Ci(^jri)Vi(^i,y)4-C2(^i,;ri)V2(.ri,.y)4-...

+ C^i,yi)V,.(^,.y) = e-^11^^.

Le second membre étant évidemment le produit d'une fonc-
tion de .r,, y par une fonction de x^ y,, celte équation prouve
qu'il existe une relation à coefficients indépendants de y entre
les fonctions V,, V^ ..., V^, et e s a d y . II en existe même, en
général ( * ), plus d'une, de sorte que l'on peut él iminer l'exponen-
tielle et écrire, entre les intégrales V < , V^ ..., V p la relation

O^) XiVi(.r,^) + X,V,-...+ \,\,=-- o,

où les Xi sont des fonctions de x. De même, l'équation (6) nous
donnera la relation

( I3) YiVi(^y)-+-Y2V2-...+Y^V,,=o,

à coefficients constants de y.
Or, d'après un théorème de M. Goursat (2) , la relation (12)

entraîne la limitation de la suite de Laplace dans un sens, et
l'équation (i3), la limitation de la même suite dans le sens opposé.

La question que nous nous étions posée est donc complètement
résolue : la réponse est fournie par les équations pour lesquelles la
suite de Laplace se termine, soit dans un sens, soit dans les deux.

IL

<S. Le problème de la propagation du son dans un milieu limité
est dînèrent de celui dont nous venons de parler, et le principe
d'Hujgens, sous la forme considérée dans ce qui précède, ne
s Y ^Tplique pas.

Considérons, par exemple, une sphère solide plongée dans un

(' ) Le.seul cas d'exception est celui où les rapports mutuels des C; seraient
fonctions de x^ seul. Il se traiterait par les mêmes considérations et ne condui-
rait à rien de nouveau.

( ^ ) Leçons sur l'intégration des équations aujc dérivées partielles du second
ordre, tome II. pa^e? .'i-:»».
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gaz indéfini et dont le rayon est soumis a des oscillations très
petites pendant que le centre ne varie pas. S'il y avait repos jus-
que l'origine des temps, et que, après l 'instant t= 9, la sphère
revienne au repos pour y rester indéfiniment, on sait ( 1 ) que,
après le passage des ondes émises pendant les intervalles de temps
compris entre o et 9, il s'établit un mouvement résiduel en gé-
néral différent de zéro.

Il n'y a là aucune contradiction avec les remarques que nous
avons rappelées en commençant : i l faut tenir compte, en effet ,
d 'une part, de ce que l 'équation

04) ^^a^u

n'est vérifiée, cette fois, que dans une partie de l'espace, à savoir
celle qui est extérieure à la sphère puisante; d'autre part, que,
sur la surface limite, les conditions données ne sont pas celles
que suppose la formule de Kirchhoff.

Celle-ci, en effet, est relative au cas où l'on considère une fonc-
tion u satisfaisant à l'équation ( i4) dans un domaine sur la fron-
tière duquel on se donne les valeurs de u et celles de ses dérivées
premières, en même temps qu'on se donne les mêmes quantités à
l'origine des temps.

Or, dans le problème des petits mouvements d'un gaz l imité
par des parois solides mobiles, ce n'est point ainsi que les choses
se passent. La fonction u (potentiel des vitesses) est bien donnée,
ainsi que ses dérivées, dans tout le domaine considéré D, pour
t == ô; mais on ne donne que sa dérivée normale, sur la frontière
de D, pour t ;> o.

En fait, si l'on se donne, pour <=== o, les-valeurs d'une inté-
grale u de l'équation ( i4) ainsi que celles de sa dérivée par rap-
port à /, on ne peut plus donner arbitrairement, sur la frontière F'
de D, pour t >> o, que les valeurs de la fonction u elle-même ou
celles de sa dérivée normale.

Que le problème ainsi posé ne puisse admettre plus d'une solu-
tion, autrement dit, que l'on trouve nécessairement u == o lorsque

( l) Voir DUHEM, Hydrodynamique, élasticité, acoustique, tome I, Ch. XII.
paçes 23:)-a37.
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les données initiales et limites dont nous venons de parler sont
nulles, c^est ce que Pon voit aisément en considérant Pintégrale

c r c \ -> r/^\2 /^\2 /^vi /^\2) -7 -7 -7JJ^r 2L(^)+(^)+(^J'-(^) r'̂
dont la dérivée par rapport à t est

C F C\ î / 0 1 1 à2u àu âu àu à'tu\ au à^u'} , , ,
' J J J r \àï 'axât + ̂  'àyàt + àz •àzàt) + Tt -ôr\ ̂ ^^

^-^rra^^ci^.rrr^f^-a^u)^^j JF àt dn J j JD àt \àti i
et qui, par conséquent, est constamment nulle si elle est nulle ini-
tialement et si l'on a, sur la frontière, Fune des deux conditions

du
u •==• o, ou —— = o.

dn

C'est également ce qui résulte de Fintroduction des fonctions
fondamentales ( * ) U^ (î= i, 2, ..., oo) telles que Pon ait

A U / + / c / U t ' = o dans D, U ( = = o siir F,

car alors, moyennant la condition u = o (sur F), Pintégrale

\i^ Ç Ç Ç u^idxdydz

satisfait à l'équation "&- -'•«•"
et, par conséquent (en vertu des conditions initiales), est cons-
tamment nulle, quel que soit /; ce qui ne peut se faire que pour
u = o.

Pareil raisonnement s^appliquera d'ailleurs évidemment si la

donnée à la frontière est -=" == o.dn
On voit que, dans ces deux questions, on retrouve une analogie

partielle avec ce qui se passe dans le cas des équations à caracté-
ristiques imaginaires. Une conséquence de cette analogie est que

( ' ) POINCARE, Leçons sur la propagation de la chaleur; LE ROY, Thèse,
^ Parlic, Chap. II.
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la solution de ces qaeslions est, sans aucun doute, beaucoup plus
difficile que celle des problèmes ou l'on peut se donner la fonc-
tion u et ses dérivées. En effet, au lieu que cette dernière solu-
tion peut, comme le montrent la formule de Kirchhoff et la
formule précédemment rappelée de Riemann, se développer indé-
pendamment de la forme des domaines considérés, l'étude des
questions dont il vient d'être parlé doit dépendre essentiellement
de la forme du domaine D.

9. Les circonstances signalées au numéro précédent tiennent
manifestement à ce que, dans l'espace à quatre dimensions lieu
du point (*y,y, z-, t), le domaine (D, <=== o)et le domaine (F, t ̂ > o)
peuvent être coupés par une même droite parallèle à une généra-
trice du cône

xî -t- y2 + zî = a2 r" '

Pareil fait se présente, dans les équations à deux variables in-
dépendantes, lorsque la courbe le long de laquelle on entend se
donner Finconnue et ses dérivées est coupée en plus d'un point
par des caractéristiques. On sait ( 1 ) que, dans ce cas, on ne peut
pas prendre arbitrairement ces différentes données tout le long
de la courbe.

Par contre, il est aisé de voir que si A est le point [point an-
guleux {Jig- 3) ou po in t a tangente caractéristique] qui divise la

courbe en deux parties AB, AC telles que chacune d'elles ne soit
rencontrée qu'en un point par les caractéristiques, on peut se
donner la fonction inconnue z ainsi qu'une dérivée partielle sur
Vun des arcs AB, AC, et z seul sur l'autre (2) .

f 1 ) PICARD, Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIII, p. i5o.
( 2 ) On suppose, bien entendu, que les valeurs de z au point A concordent

entre elles ainsi 'que les deux valeurs de sa dérivée suivant l'arc AC.
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Car, Féquation étant supposée prise sous la forme (i) et la
direction des caractéristiques qui rencontrent à la fois AB et AC
étant celle de l'axe des x {fîg. 3), la donnée de z et de ses déri-
vées sur AB fait connaître z sur la parallèle AA' menée à l'axe
des y par le point A. On est donc ramené à trouver l'intégrale
qui prend, sur AA^ et sur AC, des valeurs données. M. Picard a
démontré ( 1) que ce problème est possible.

La solution est d'ailleurs unique. C'est ce que l'on peut voir
de la manière suivante : Soit z une intégrale qui s'annule sur AA^
et sur AC. Il s'agit de démontrer que z est identiquement nul
dans le triangle mixtiligne AA'C formé par les deux lignes précé-
dentes et la parallèle à l'axe des x menée par le point C {fig- 3).

Prenons pour origine des coordonnées le point A, et soit y » la

série des valeurs de -^ (-*1 — - x i -21} sur l'arc AC ( 2 ) fou , ce2 \à^i dy^ à x ^ l \

qui revient au même, la série des valeurs de —f puisque, sur cet

arc, dz^ === o ) * La formule (4) donne ici

/.N
(i5) s == / u^^dy^

^M

et, puisque z est nul sur AA', on a, pour toute valeur dey com-
prise entre o et la valeur de yo q111 correspond au point A',

r y
o== { M(o,y, ^i ,yi)cpiûty ' i .

•^o

Multiplions par A (y) dy et intégrons de o à yo ; il vient

( ^ r« ,.y
0== / ^Wdy \ ^(o,^,.ri,^i)îpi^yi

^'o ^o
(i6)v / i ^-o ,.y.

f == \ 9ioÇri / (K.r)^(o..y, x ^ y ^ d y .
\ ^o ^y,

( 1 ) Note Sur les méthodes d'approximations successives dans la théorie des
équations différentielles, n° 5, in DARBOUX, Leçons sur la théorie des sur/aces,
t. IV, pages 36i, 362.

( 2 ) d?i est ici une fonction de y, donnée par l'équation de la courbe.
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Or nous pouvons nous arranger de manière que la quantité

^•0

07) f ^(j')^(o,^, x^y^dy
^ Yi

soifc une fonction donnée quelconque F de y\ [pourvu que F(yo)
soit nul]. En effet, nous savons qu'il existe au moins une solu-
tion v de l'équation adjointe qui s'annule sur A'G et prend en
chaque point. M(^i, y<) de l'arc AC la valeur F(y, ). Pour cette
fonction c, considérée dans le rectangle à côtés parallèles aux axes
qui a pour sommets opposés A', M, la formule (16) du Livre IV,
Ch. IV (t. Il, p. 80) des Leçons de M. Darboux devient évidem-
ment

^(.ri)==— / ^(0,7.^1,^1) Ç——av\ dy,
*- ^'( » »/ /

ce qui montre que l'intégrale (17) est égale à F(y< ) lorsqu'on
prend w—a^-^'
Dès lors l 'équation (16) n'est possible (puisque F est arbitraire)
que pour ç< = o. La formule ( i5 ) donne bien alors

Notre conclusion est donc démontrée. Le raisonnement précé-
dent montre même que, une fois connue, la solution du pro-
blème pour la courbe AC, la droite A'C et l'équation ad-
jointe, on peut en déduire la solution du même problème pour
la courbe AC, -la droite AA' et Inéquation proposée. Car il
résulte de ce nous avons dit tout à l'heure que ce problème se
réduit à déterminer la fonction y, par la condition que l'intégrale

^y
I ^(o^S^l^l)'?!^!

t/0

soit une fonction donnée de y. Or, si nous savons résoudre le
problème pour la courbe AC, la droite A'C et l'équation adjointe,
nous pourrons (ainsi que nous venons de le voir également) cal-
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ciller, à l'aide de celte condition, Pintégralc

^0

/ pi1^'!)^'!»
*-0

quelle que soit Li fonction F, pourvu quelle soit nulle en G. Il
suffira alors, pour déterminer y, en un point quelconque {x\^y\)
de Parc AC, de remplacer F par ^F^"^1""^2 et de passer à la
limite pour ^.===00. On aura ainsi la valeur de ^/TcF(y^) o, (y',).

10. Nous avons dit que la solution du problème ainsi posé
devait dépendre de la forme des domaines où on l'étudié. C'est
ce que l'on vérifie aisément, pour le cas de deux variables indé-
pendantes, en considérant les équations les plus simples, par
exemple les équations pour lesquelles la suite de Laplace se ter-
mine dans les deux sens et dont l'intégrale générale est, par con-
séquent, de la forme

^ ==AX-t-AlX'-4- . . . -4-A,X^"-}-BlV4-BlY /4- . . . -^ ByY^

X et Y étant des fonctions arbitraires, l'une de x^ l'autre de y,
tandis que les A et les B sont des fonctions déterminées de x et
dey.

Supposons-s donné ainsi que ses dérivées sur Parc AB {fig- 3).
Alors X et Y seront connus ( < ) pour les valeurs des arguments
qui correspondent à des points de cet arc, et, par conséquent,
Y sera également connu sur Parc AC. Dès lors; si Pon donne les
valeurs de z sur cet arc, X sera terminé par une équation linéaire
de la forme

AX 4-A, X'-r-... 4-A,X^ =/(a7),

mais pour l'intégration de cette équation, il faut imaginer que,
dans chacun des coefficients A(.r,y), Ai(^y), etc., on ait rem-
placé y par sa valeur en fonction de x., tirée de l7 équation de
AC. Il est, dès lors, bien clair que Péquation différentielle obte-
nue dépend essentiellement de la forme de celle-ci.

11. Relativement à ce nouveau problème, Y intégrale rési-

( 1 ) Ils le sont, du moins, à des quantités près qui ne changent pas la valeur
des intégrales et qui, par suite, ne peuvent modifier la suite du raisonnement.
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cfuelle devra, pour ma in t en i r l'analogie avec la question rappelée
an n0 8, être définie de la façon suivante :

z et ses dérivées seront nuls sur l'arc )^B. Les valeurs de z se-
ront ensuite données différentes de zéro sur une partie Ap de
l'arc AC, puis nulles sur Parc BC.

Les parallèles AA\ (î^ menées par A, ^ à Pàxe des y détermi-
neront trois régions : la région 1 (//^. 4)» comprise entre AB

et AA' et où z sera manifestement n u l ; la région 2, comprise
entre A j3, AA' et [î^; enfin la région 3, comprise entre [B^7 et pC.
C'est l'intégrale considérée dans cette dernière région qu i est
l'intégrale résiduelle.

Soit a la projection de j3 sur AA'. Nous pourrons remplacer
l'arc A [3 par le segment ajî : l'intégrale z sera définie comme
étant nul le sur aA', prenant s u r a p des valeurs quelconques (sous
la seule restriction d'être nulle ainsi que sa dérivée en a et d'être
nulle en jî, de manière que sa dérivée, su ivan t la direction SC,
soit également nul le) et é tant n u l l e sur ^C.

Sur p^, d'après une formule rappelée tout à r i i eu re [DARBOux ,
Leçons sur la théorie des surfaces, Liv. IV, Cliap. IV, n0 359,
formule (»6)], les valeurs de Fintégrale seront données j)ar l'ex-
pression

( 1 8 ) ^^y)= f ^ (^7 .^ i , '< ) (^+^i3 i ) </.r,

où ç, •r\ sont les coordonnées du point p, le? notat ions ^ i , b^ dé-
signant respectivement les quant i tés ^(.y,, ^) et b{x^r^\

12. Cherchons à quelles conditions l 'intégrale rés iduel le sera
du type (3). D'après ce qui a été dit au n° 10, nous supposerons
que l'arc [3C et la droite p^ aient des positions déterminées.

11 est, dès'ïors, man i fes tement nécessaire et su rnsnn t que , sur
XXVI I I . ^
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^y, les valeurs de z soient de la forme

CiV^.y) + C, V^,7) +...+ C,,V^,.r),

et, par conséquent, quelles vérifient une certaine équation
linéaire

( 1 9 ) F(2)=ao($,y)——+ai(^y)-^ -+-...-+- a,,(^ y)^ = o.

Or on a, diaprés la formule (18),

^'Afê•w'jf'-fê-^.)'"..
en posant, comme précédemment, 0== F(^).

Pour que F(^) soit nul, quelles que soient les valeurs de ^
[pourvu que Zç s'annule en a et en jî dans les conditions indi-
quées (1)] , il faut et il suffit que l'on ait

à^ , ,
^-^^

ce qui peut encore s'écrire

F(^-^=o.\^i 7

Cette condition est évidemment réalisée lorsque u ( x - sy , x^, y ^ )
est de la forme A( X( 4- AûXa^-. .. -4- A^X^, (où A,, A^, .. . Ap
sont des fonctions déterminées de x, y, et X^, Xg, .. ., X^ des
fondions de J?, « ^ 1 5 ^ 4 ) ; p211' conséquent, elle est vérifiée parles
équations pour lesquelles la suite de Laplace se termine dans un

(') La condition qui exprime que la dérivée de^iSilivant la ligne ?C est nulle

est de la forme ^ l 4- ̂  —L = o, où \ est le coefficient angulaire de la tangente
ox^ uy ^

à cette ligne, et où —1 doit être remplacé, ainsi qu'on le sait, par

- e-^'^ F {a ̂  + c^.)e-'.r'''l-^ dx,.
JQ \ dx^ /

Lrs principes du calcul des variations montrent que celte condition n'.i pas d'in-
(luence sur la conclusion (innic.
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seul sons, alors que, pour ces équations, l'intégrale résiduelle
relative au problème précédemment étudié ne satisfaisait qu'à
une seule équation linéaire distincte de (i).

13. Mais il y a plus : dans la question actuelle, l'intégrale ré-
siduelle peut être identiquement nulle : c'est ce qui arrive

toutes les fois que l'invariant -fl? + (ïb — c est nul. Car alors, l'iu-
* <fX '

légrale générale é tant de la forme

M (x -4- faY^

(X et \ étant les fonctions arbitraires), la fonction Y doit être
nulle pour toutes les valeurs considérées de y [puisque z est
identiquement nul dans la région (i)], et la fonction X, nulle
pour toutes les valeurs de x supérieures à ç (puisque s est nul
sur l'arc [BC).

La propagation des ondes planes infiniment petites dans un gax
primitivement au repos, sous l'action d'un piston dont le mouve-
ment est donné, dépend de la question que nous étudions en ce

moment pour l'équation -—— == o. Le fait qu'il n'y a pas, pour

un tel gaz, de mouvement résiduel après le passage de l'onde est
donc d'accord avec notre conclusion actuelle.

14. Les équations pour lesquelles — -4- ab—c est nul sont

d'aille-urs les seules pour lesquelles cette conclusion subsiste,
quelles que soient les lignes ̂  et ^C; elles sont même les seules
pour lesquelles elle subsiste, quel que soit le point [3, la ligne AC
étant donnée une fois pour toutes.

En effet, il résulte de ce qui a été dit au n° 12 que, si l'on veut
que l'intégrale résiduelle relative à la courbe donnée pC et à la
droite donnée pjï' soit toujours nulle, il faut que l'on <nl. pour

r)(f ,
——- — ^i il ^= o.

-OX^

Or, si nous posons

au
'07, • ^ i i f == ̂ •.r^'i'j'iL
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on voit aisément, à Faide de la définition de u^ que l'on a ( f ê tan t
un point quelconque de p^, point dont l'ordonnée esty)

(20) .(P-, P) = ef^ ^ (^ +ab -c) ̂ .

On devra donc avoir, dans les hypothèses actuelles et quel que
soit le point P",

^ ("S4-^-^^-0-
ad i . * ice qui exige que .- + ab— c soit nu l , quel que soit y, pour

Si donc le fait doit avoir lieu, quel que soit Ç, l ' invariant

— 4- ab—c doit être identiquement nu l , comme nous l'avions

annoncé.

13. Ainsi l'intégrale résiduelle des équations linéaires à deux
variables indépendantes est beaucoup plus particulière dans le pro-
blème qui fait l'objet des n^Q et suivants que dans celui que nous
avions traité aux n08 2 à 7. Il est remarquable que ce soit préci-
sément l'inverse qui se produit dans le problème des ondes sphé-
riques, puisque l'intégrale résiduelle de ce problème est nulle
dans le cas où l'on se donne u et ses dérivées pour t = o, quels
que soient x^ y, z, et différente de zéro, si les données sont
celles du n° 8.

Lorsque la splière de rayon R, à l 'extérieur de laquelle on con-
sidère le mouvement, puise uniformément en tous ses points, de
sorte qu'elle reste sphérique et que son rayon seul varie, l'inté-
grale résiduelle est déterminée à un facteur constant près ( 1 ) , et
vérifie, par conséquent, des équations linéaires distinctes de
l 'équation ( i 4 )•

II ne semble pas en être de même si les différents points de la
surface sphérique ont des mouvements normaux différents. On
peut , en effet, dans ce cas, former l'intégrale générale et l ' inté-
grale résiduelle par le procédé suivant :

( ' ) Voir DUHEM, loc. c i t .
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Une intégrale u de l'équation ( i4 ) peut évidemment, en dehors
de la sphère qui a l'origine pour centre et R pour rayon, être
développée en série de la forme

(21) M==^P^,

où Pp est un polynôme sphérique de degré /?, et Up une fonction
de r et de t. L'équation qui détermine Up est alors

à^Up i (p-^-f)àifp _ i à^Up
' / ~àrï~ ^7'———àr——~ a^ ~W

autrement dit celle qui détermine les solutions de l 'équation

2/?4-3
à^u _ g ̂  à^u
~àF ~a 2^'àx}'

qui sont fonctions des seules variables t et r = \/ïiX'} .
L'intégrale générale de cette équation (22) est connue : elle

peut se mettre sous là forme

(.3) «^D/J-^^^^t^j,

où D désigne l'opération - —

Ou encore (1) (à un facteur numérique près)

__ vi (^-A—i)! f^-i)(r-at)^^-^(r^-a£)
Up-,-^ ^ ^ _ / ^ , ^ _ ^ . - ^ = T , — — — — — — — — —

h ==1

(les symboles .f^^ et y^'^ représentent les dérivées Succes-
sives de /, y).

L'hypothèse que u et, par suite, iip.\ sont identiquement
nuls pour < ? i , r^R montre que chacune des fonctions y peut

être prise nulle. Si maintenant on demande que —^ [lequel, en

( • ) VOLTERRA, lîendic. Ace. Lincei : loc. cit., p. 167.
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vertu de ia formule ('^3), est de même forme générale que riip]
soit égal à zéro pour /*==R, < ^ 0 , on voit que la fonction/devra
être (lorsque son argument est inférieur à R — a 9 ) une solution
d'une équation différentielle linéaire à coefficients constants, au-
trement dit, une somme de termes exponentiels de la forme
Aes(r~flc), les s étant racines de l'équation

Y1 ^-. (^-A+i)!__^,v,_^
Z^ ^ Qo.t-i—A)!^-.!)!^^ -°'
h-^\

Les racines de ces équations ne paraissent offrir aucune pro-
priété simple, et une somme d'exponentielles de l'espèce précé-
dente, divisées par des puissances de r, ne paraît vérifier aucune
équation linéaire distincte de réquation ( i4) .


