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MEMOTRES ET COMMUNICATIONS.

SUR L'INTEGRALE RESIDUELLE;

Par M. Hapamarp.

1. La notion de ce que nous appellerons (') I'intégrale rési-
duelle des équations aux dérivées partielles linéaires se rattache
au principe d’Huygens.

Ce principe a été entendu de facons diverses par les auteurs qui

I'ont étudié. u(zy, z3, ..., 2y, t) étant une intégrale de I'équa-
. M2u , L e,

tion —— = a* Au donnée par ses valeurs et cclles de ses dérivées
premiéres sur une certaine multiplicité M,, & n dimensions [ par
exemple lamultiplicité ¢=o,oula multiplicité f(z,, z.,...,z,)= ol:
certains géométres, tels que M. Volterra (2), font consister le
principe d’Huygens dans l'expression de w(x},z), ..., x0, )
(par une intégrale définie) en fonction des valeurs que prennent

Ju  du ou . . . .
Uy, —> =y +++, — sur une certaine fonction P, de M, : i savoir,
()Z‘] dwz ()1'/1

la région formée par les points de M, qui satisfont & I'inégalité
a(t—NR2(zy— )2+ (r,—x)) 4. ..+ (2, — 20)2.

Pour Kirchhofl, au contraire, de méme que pour M. Poincaré,
le principe d’Huygens dit encore autre chose : a savoir que,
pour calculer u(z!, z3, ..., x5, t?), il n’est pas nécessaire de con-

. ou , . .
naitre les valeurs de , 55 sur toute I'étendue de P,, mais qu’il
f

suffit de s’étre donné ces valeurs sur la frontiére de P, c’est-
a-dire sur la multiplicité & n — 1 dimensions, lieu des points de
M, qui vérifient 'équation

at(t— P02 = (2;— 2P+ (22— &) +...+ (zp— 2},

(') Cf. PoiNCARE, Propagation de la chaleur, p, 155, 156; 18g5.

(*) Rendic. Acc. Lincei, 5° série, tome I, p. 161 et suiv., ibid., 265 et suiv.,
1892; Acta mathematica, tome XVIII, p. 161 et suiv.; 1894. — M. Dunex (/y-
drodynamique, élasticité, acoustique, t. I1) s'était déja placé & un point de
vue un peu analogue. Voir aussi CouLoN, Procés-verbauzx de la Societe des
Sciences physiques et naturelles, Bordeaux, 1898-189q, p. 85,

XXV, 5
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C'est ce dernier point de vue que nous adoplerons. 1)’aprés
cela, au lieu que les formules de M. Volterra (') sont considérées
par leur auteur comme démontrant le principe d’Huygens dans
tous les cas, ces mémes formules démontreront, pour nous, que
ce principe est vrai pour n impair et fauz pour n pair.

Au sens de M. Volterra, le principe d’Huygens semble étre
une propriété générale des équations linéaires aux dérivées par-
tielles. Au sens ou nous 'entendons, c¢’est, au contraire, un ca-
ractére Lrés particulier de I'équation du son. L’équation des ondes
cylindriques, 'équation des télégraphisles ne présentent pas ce
caractére, comme on le sait : si un plan, dont les mouvements sont
régis par I'équation (?)

Ju . [P otu

= (5 5 )
est en repos pour ¢t =o0, a l'exception des points d’une airve dé-
terminée S, non seulement un point extérieur i S entrera en
mouvement a partir du mouvement ou il sera atleint par 'onde
provenant du mouvement de S, mais encore aprés le passage de
cette onde, il ne reviendra plus au repos. L’équation du nouveau
mouvement que prennent ainsi les points successivement dépassés
par l'onde est 'intégrale résiduelle de 1'équation des ondes cy-
lindriques. C’est cette intégrale résiduelle qui s’annule identique-
ment dans le cas des ondes sonores sphériques, d’aprés le principe
d’Huygens.

Il serait intéressant de déterminer toules les équatlions aux-
quelles le principe d'Huygens s’applique. J'ai jugé utile de
commencer par I’étude de I'intégrale résiduelle dans le cas le plus
simple possible, celui de deux variables indépendantes.

I.

2. Prenons ’équation linéaire & deux variables indépendantes
cl a caractéristiques réelles sous la forme

95 —+ o;+1)gf+c"—o
) oxay %o I MR

() Rendic. Acc. Lincei [loc. cit., p. 166-168, formules (A), (B), (D), (E),
( -'\a)y (Ba), (Da)]'

(%) 1l est bien entendu quc, ici, nous supposons celle équation vérifiée dans
tout le plan et constamment. Voir plus loin n° 8.
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Les valeurs de s et de ses dérivées premiéres étant données sur
un arc AB (fig. 1) qui n’est coupé en plus d’un point par aucune

paralléle a 'axe des x ni par aucune paralléle & 'axe des y, la
fonction 5 est délerminée, comme on sail, dans le triangle mixti-
s ) g

Fig. 1.
N

ey

ligne ABC formé par I’arc AB et les paralléles menées par le point.
A a Paxe des z, par le point B a 'axe des y.

Nous allons supposer qu'il existe sur AB deux points «, 3 (le
second étant plus prés de B que le premier) tels que les valeurs
données de 5 et de ses dérivées soient nulles sur tout I'arc Az et
sur tout I'arc BB.

Sur l'arc 23, au contraire, ces valeurs seront quelconques, sous
la seule condition d’éire nulles en 2 et 3, afin que la continuité
soit respectée aux dérivées du second ordre prés.

Dés lors, si, par les points 2, 3, nous menons des paralléles
aux axes, ces droiles diviseronl le triangle mixtiligne ABC en
trois sorles de régions :

1° La région comprise entre les paralléles menées par «, 3
a l'axe des z, et celle qui est comprise entre les paralléles menées
pav les mémes points a I’axe des y (régions ombrées sur la figure).

2° Les régions extérieures aux premiéres, a savoir, celles qui
comprennent respectivement les points A et B, et qui sont nu-
mérotées 1 et 2 sur la fig. 1. Dans ces régions, la fonction 5 est
manifestement nulle.

3° Larégion comprise entre la paralléle a ’'axe des x menée par «
et la paralléle a I'axe des  menée par 3, et telle qu’il soit impos-
sible de passer de cette région a I'arc AB sans traverser les régions
ombrées; région numérotée 3 sur la fig. 1, et que I'on peut con-
sidérer comme caractérisée par ce fait que, si de I'un quelconque
O de ses points, on méne des paralleles OM, ON aux axes de
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coordonnées, jusqu’a rencontre en M, N avec AB, les deux points
M et N comprennent entre eux I'arc «f3.

C’est la fonction z considérée dans cette derniére région qui
constitue I'intégrale résiduelle.

3. Le type le plus simple de mouvement dans lequel le repos se
vétablit aprés le passage de 'onde est évidemment fourni par le
probléme des cordes vibrantes, lequel se raméne 4 I'équation

(2) ooy =

Il ne faudrait pas croire, cependant, que, dans ce cas, l'inté-
grale résiduelle soit identiquement nulle. Pour (’équation (2),
Uintégrale résiduelle est une constante, en général différente
de zéro (). Il suffit, pour le voir, de prendre I'intégrale générale

sous la forme connue
N

z—f—f osd:r-i— /‘Mdzd
30: A — » —
Jy Ox Jy 7

(ou, bien entendu, M et N désignent, comme toul & I'heure, les
points d’intersection de I’arc AB avec les paralléles aux axes me-
nées par le point quelconque O). Si les points M et N com-
A 03 03 .

prennent entre eux le segment a3 et que z, 9z’ oy Soient nuls

sur Aa, BB, la formule précédente se réduit a
o /‘ﬂ 03 d
S0 = & x,

v

¢'est-a-dire a 55= const., comme nous |’avions annoncé. Cette
constante n’est d’ailleurs évidemment pas nulle en général. Nous
verrons d’ailleurs que l'intégrale résiduelle ne peut étre identi-
quement nulle pour aucune équation de la forme (1).

4. Nous sommes dés lors amenés a chercher pour quelles équa-
tions l'intégrale résiduelle est de la forme

(3) Cl\’,i—'—CQVQ—‘I"--."i— Cl,‘ryl,,

Vi, Va, ..., V,, étant seuls fonctions de x et de y, tandis que G,,

(") Sur celle contradiction apparente, voir plus loin, n° 13.
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i2y +++, Gp dépendent uniquement de la distribution des valeurs
données sur arc of3.

Plus généralement encore, proposons-nous de trouver dans
quels cas I'intégrale résiduelle satisfait 3 une ou plusieurs équa-
tions linéaires distinctes de I’équation proposée (1) et de ses
dérivées. Cette question comprend évidemment la précédente
comme cas particulier : car, étant donnée une expression du
type (3), on peut toujours trouver un systéme d’équations
linéaires aux dérivées partielles dont elle soit I'intégrale générale.

La réponse a une telle question est aisément fournie par la for-
mule fondamentale (')

z“-l—..'v 1 0.., ou
50 =5= —— + ajusy + _(um — 3y o dy,
(4) ! v A

i . ' ()»1 ~ ou
( — [l)lltal-—i— ;(u oz "’()1‘1)]‘11'"’

ou u(z,y, zy,y) est la fonction de Riemann définie par les pro-
priétés suivantes :

I. Considérée comme fonction des coordonnées z, y du point O,
elle vérifie I’équation proposée;

II. Considérée comme fonction des coordonnées z,, y, d'un
point P (lequel, dans la formule précédente, décrit I'arc MN),
elle vérifie 'équation adjointe ;

III. Lorsque x est égal 4 z,, on a
_fJ'a
(5) u(xy, y, x,,yl)_:e y alx .y dy

et, lorsque y est égal a y,,

(6) u(z, y1, 24 iy =eJe v yiaz,

(') DarBoux, Legons sur la théorie des surfaces, Tome 1I, Liv. IV, Chap. IV,
n° 358. Nous appelons ici z, ¥, x,, y,, respectivement, les quantités qui sont
désignées, a ’endroit cité, par z,, y,, x, y. Quant & s, a,, b,, ils représentent
les valeurs que prennent 3, a, b, lorsqu’on remplace z, y par z,, y,.
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Dans le cas de I'intégrale vésiduelle, la formule (4) sc réduit &

z —[ [au +l<u?i'-——'ﬁ-li>]d
0 = 1 USy P dl()j’x 34
. 93, _ o
,‘ J— [1)| usy + ;(lt ()-—-1'1 — 3 -—drl>] dl‘l.

Nous avons a rechercher si la foncuon ainsi oblenue de z, 1
vérifie une équation linéaire

or+a 3
) F(s )*ZAmr)’) ol

dzPoyt

4)

Si 'on observe que l'expression de F(z) se déduit de la for-

mule (4') par des différentiations sous le signe f, il est clair que
Pon aura

= 03, ob
‘ J(Z)—‘ [a‘byl—l—‘ (‘b —.'.l——>] d;}'(
(8) ) 2 d}qd ay ’
3 ®
t [b«m.+ <q>0 ! ~,M>] dars,
cn posant

‘1’(1‘, Y xlv.yl) = j(“)'

Or, sur I'arc a3, — sous la simple condition de s’annuler aux
03y dsz .
extrémités, — z, et L'une des deux dérivées =L, 22! sont arbi-
0.2‘1 d_}’g
traires. Donc I’équation (8) ne peut avoir lieu identiquement (')
quesi 'on a, sur a3,

(9) b =9

5. La condition précédente ne semble démontrée que pour les
positions du point (., ) situées sur I'arc B [ le point z, y étant
quelconque dans la région (3)]. Mais il est aisé de voir qu’elle
doit encore étre remplie quelle que soit la position du point

(xy, 1) dans le rectangle qui a ses c6tés paralléles aux axes et
dont deux sommets opposés sont en , 3.

(') D'apres des considérations classiques de calcul des variations, la conclu-
sion subsisterait si I'on imposait 4 5, et a ses dérivées en a el en B, des condi-

tions de continuité plus restrictives, telles que la continuité des dérivées jusqu’a
un ordre quelconque p.



Remplagons, en effet, 'arc considéré AaP2B par un autre
arc AaP’ 8B (satisfaisant & la méme condition de n’étre rencon-
tré qu'une fois par les paralléles aux axes) qui passe également
aux points a,  (arc représenté en traits interrompus sur la fig. 2).
Une fonction Z, solution de ’équation (1), différente de zéro sur

Fig. 2.
B

g

p 7

<
ol
3

A Cc

I'arca PP et nulle sur le reste de I'arc Aol 3B, est aussi, d'aprés les
théorémes généraux, différente de zéro sur 'arc aP’§ et nulle sur
le reste de I'arc A2 P'B, et inversement. Donc la condition (9)
doit étre vérifiée aussi bien sur 'arc aP'3 que sur l'arc aP .

11 est d’ailleurs aisé de retrouver le méme résultat directement :
car pour entrainer la relation (8),il faut que I'on ait, pour toutes
les positions du point P sur P’arc 283, non seulement ® = o, mais

encore
0w
().l'l -

Or @, considéré comme fonction de z,, ), vérifie manileste-
ment, aussi bien que u, I'adjointe de I’équation (1). Donc il est
nul dans tout le rectangle que nous avons défini tout a I’heure.

Nous admettrons que la relation ® = o a lieu pour toutes les
positions du point (z, ) comme du point (z,,y,) dans 'aire ABC.
C’est ce qui arrive évidemment si les coefficients de I'équation
donnée sont analytiques (*).

6. Nous avons donc a rechercher dans quelles conditions la
fonction « peut étre, quels que soient z, y, une intégrale de
I'équation (7).

Or, il résulte des raisonnements présentés dans les Legons sur
la théorie des surfaces de M. Darboux (2) que, parmi les inté-

(') Il est maintenant évident que U'intégrale résiduclle ne peut étre identique-
ment nulle, sans quoi il en serait de méme pour la fonction u, ce qui est absurde.
(*) Tome I1, Liv. IV, Chap. VIII, n° 400, p. 173-176.
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grales communes aux équations (1) et (7), il n'y en a qu'un
nombre fini de linéairement indépendantes, & moins que la suite
de Laplace relative a I’équation (1) ne soit limitée au moins dans
un sens.

Les équations pour lesquelles la suite de Laplace est limitée
dans un sens constituent une premiére solution du probléme.
Si, en effet, on prend une telle équation sous la forme

@z dlogH,_y 05 _ dlogH, 5 dlogH, ologH,_,

or dy oy or ox dy oxr oy

3 =0,

ct son intégrale générale sous la forme

Ja or—1y

0 a — . -— =

dy dy =1

Jdo  oa 0 ora

, ox or-iq —_— = e T
(10) z3=D, <0, a, A Jﬁ:—’> =| dr Or Jzrdy ox dyr—1

P ora  Ortig 92r—tg
orP dxP O0xPIy  0xP dyp!

(1) 0=X+fYady,

les notations étant celles du n® 380 (t. II, p. 127) de I’Ouvrage
cité de M. Darboux, on verra que I'intégrale « de Riemann s’ob-
Lient en prenant pour Y la valeur zéro et, pour X, une combi-
naison linéaire (4 coefficients indépendants de x) des fonctions

01(1'7_}’1)’ o’a(m’yl) vees dl’(x, Vﬂ)
a1 ay: oyr

“(z‘,_}’i )»

telle que X et ses p— 1 premiéres dérivées s’annulent pour
x = z,, la p*™® dérivée étant égale & m

Dés lors, uest de laforme AX+BX'+...4+LX®), o0 A, B,...,L
sont des fonctions parfaitement déterminées de x et de y : il
satisfait, par conséquent, quels que soient z,, ¥/, 2 une équation
de la forme

or+ly

du
)lt—'—)‘d‘—}—/ +...+)\l,+1W=O,

o hy hyy + vy hp+y sont des fonctions de x, y.
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7. Ge premier cas écarté, nous savons que toutes les inté-
grales communes aux équations (1) et () doivent étre des combi-
naisons linéaires d’'un nombre fini d’entre elles et que, par con-
séquent, la fonction w« est de type (3), C,, C,, ..., G, étant des
fonctions de x4, y,.

C’est ce qui a lieu pour les équations a suite de Laplace se
terminant dans les deux sens. Si, en elfet, dans les formules du
numéro précédent, on prend (1)

a=X N+ Xoa .o XonYm,

X, X, ..., X, étant des fonctions de z, pendant que n,, 7, ...,
Nm sont des fonctions de y, il est clair que § devient une combi-
naison linéaire de X,, X,, ..., X, les coefficients étant fonc-
tions de z,, . Donc u est une combinaison linéaire (2) des in-
tégrales que 'on obtient en remplagant, dans la formule (10),
0 successivement par X,, X,, ..., X,,.

Je dis que ces équations sont les seules qui répondent a la
question.

(') DaArBouUx, loc. cit., n° 382. Nous avons remplacé les lettres z,, x,, ..., 7,
par X;, X,, ..., X,, et, de méme, nous remplacons ci-dessous, les lettres y,,
Yy e YmPar Y, Yo, oY,

(?) Si nous partons de.’expression

X X oo XGO Y Y e YD
seml X ). VRN (U AR S €2
X, X X Y, Y Y

de Pintégrale générale (Darboux, loc. cit., n° 340, formulc 65, p. 48), la fonc-
tion u s’obtient en remplacant X par A X, + A, X,+...+}, X ct Y par o, ou, cc
qui revient au méme, X paroet Y par — (A Y, + 7Y, + ...+ 7, Y, ); les A
étant déterminés par les conditions

rMNX + .o+, X,

0

’
X =o
pour r = x,,

\Y, “+ oo +A,Y =o0

}
i g )
)

)‘IY({—‘)—I_ _,_)\ ‘(/ 1) o

et par I’équation qui exprime que ¥ =1 pour x =, ¥ = ¥,-
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C’est ce que 'on démontrera en substituant Uexpression (3)
dans les équations (3) et (6). La premiére donne

Cizn,y) Vi@, y) + Cal(ay, y) Va(@,y) +. ,
+ Cplan, ) Vp(an, ) = ey ooy,

Le second membre étant évidemment le produit d’une fonc-
tion de x,, y par une fonction de z,, y,, cette équation prouve
qu’il existe une relation a coefficients indépendants de y entre
les fonctions V,, V,, ..., V, et e /24y, 1l en existe méme, en
général ('), plus d’une, de sorte que I'on peut éliminer I’exponen-
tielle et écrire, entre les intégrales V,, V., ..., V, la relation

(l‘).) X,V.(x,y)—r—X,Vg»%...—e—X,,\',,:o,

ol les X; sont des fonctions de 2. De méme, I'équation (6) nous
donnera la relation

(13) Y Vi(z,y) + Yo Voo .+ Y, V), =0,

a coefficients constants de y.

Or, d’aprés un théoréeme de M. Goursat (2), la relation (12)
entraine la limitation de la suite de Laplace dans un sens, et
I’équation (13), la limitation de la méme suite dans le sens opposé.

La question que nous nous étions posée est donc complétement
résolue : la réponse est fournie par les équations pour lesquelles la
suite de Laplace se termine, soit dans un sens, soit dans les deux.

1I.

8. lLe probléme de la propagation du son dans un milieu limité
est différent de celui dont nous venons de parler, et le principe
d’Huygens, sous la forme considérée dans ce qui précéde, nc
s’y applique pas.

Considérons, par exemple, une sphére solide plongée dans un

(') Le.seul cas d'exception est celui ol les rapports mutuels des C; seraicnt
fonclions de z, seul. Il se¢ traiterait par les mémes considérations et ne condui-
rait a rien de nouveau.

(?) Lecons swr Uintegration des équations aux derivees partielles du second
ordre, Lome 11, pages 21-28,
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gaz indéfini et dont le rayon est soumis i des oscillations trés
petites pendant que le centre ne varie pas. S'il y avait repos jus-
qu’a Porigine des temps, et que, aprés l'instant ¢ =8, la sphére
revienne au repos pour y rester indéfiniment, on sait (') que,
aprés le passage des ondes émises pendant les intervalles de temps
compris entre o et 0, il s’établit un mouvement résiduel en gé-
néral différent de zéro.

Il n’y a ld aucune contradiction avec les remarques (ue nous
avons rappelées en commencant: il faut teniv compte, en eflet,
d’une part, de ce que I'équation

0%u

(14) z)—ﬁ—:a*_\u

n’est vérifiée, cette fois, que dans une partie de I'espace, a savoir
celle qui est exlérieure a la sphére pulsante; d’autre part, que,
sur la surface limite, les conditions données ne sont pas celles
que suppose la formule de Kirchhoff.

Celle-ci, en effet, est relative au cas o I'on considére une fonc-
tion u satisfaisant a 'équation (14) dans un domaine sur la fron-
tiereé duquel on se donne les valeurs de « et celles de ses dérivées
premiéres, en méme temps qu'on se-donne les mémes quantités &
l'origine des temps. ‘

Or, dans le probléme des petits mouvements d’un gaz limité
par des parois solides mobiles, ce n’est point ainsi que les choses
se passent. La fonction « (potentiel des vitesses) est bien donnée,
ainsi que ses dérivées, dans tout le domaine considéré D, pour
¢t = 0; mais on ne donne que sa dérivée normale, sur la frontiére
de D, pour ¢ > o.

En fait, si 'on se donue, pour ¢= o, les-valeurs d’une inté-
grale « de I'équation (14) ainsi que celles de sa dérivée par rap-
port a ¢, on ne peut plus donner arbitrairement, sur la frontiére I
de D, pour ¢ > o, que les valeurs ‘de la fonction « elle-méme ou
celles de sa dérivée normale.

Que le probléme ainsi posé ne puisse admettre plus d’une solu-
tion, autrement dit, que 'on trouve nécessairement « = o lorsque

(') Voir DuneM, Hydrodynamigue, clasticite, acoustique, tome I, Ch. XII,
pages 235-237. )
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les données initiales et limites dont nous venons de parler sont
nulles, c’est ce que 'on voit aisément en considérant l'intégrale

S Lo [0 () () + () e

dont la dérivée par rapport a ¢ esL
Ju Nu du du ou Nu Ju o%u
2 (O ook g - 3
’fff[“ (dx ot 9y oyot oz dzdt> % ] dz dy dz

()u du ou
=—-2ff - /z fff (bﬁ—a‘Au)dxdydo,

et qui, par conséquent, est constamment nulle si elle est nulle ini-
tialement et sil'on a, sur la fronti¢re, 'une des deux conditions
du
u=0o, ou —_— =0
dn
C’est également ce qui résulte de 'introduction des fonctions
fondamentales (') U; (i=1, 2, ..., ©) telles que 'on ait

AU;+ k;U;=o0 dans D, U;=o0 sur F,

car alors, moyennant la condition u = o (sur F), I'intégrale

l;=ffqu,-dxd_ydz
D

satisfait a I'équation
azl;

_—dt’ = — lx‘,‘a’ I;

et, par conséquent (en vertu des conditions initiales), est cons-
tamment nulle, quel que soit #; ce qui ne peut se faire que pour
©=o.

Pareil raisonnement s’appliquera d'ailleurs évidemment si la

. .y du
donnée a la frontiére est n

On voit que, dans ces deux questions, on retrouve une analogie
partielle avec ce qui se passe dans le cas des équations & caracté-
ristiques imaginaires. Une conséquence de cette analogie est que

= 0.

(') PoiNcaRrE, Legons sur la propagation de la chaleur; LE Roy, Thése,
3¢ Partie, Chap. IL
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la solution de ces questions est, sans aucun doute, beaucoup plus
difficile que celle des problémes o I'on peut se donner la fonc-
tion u« et ses dérivées. En effet, au lieu que cette derniére solu-
tion peut, comme le montrent la formule de Kirchhoff et la
formule précédemment rappelée de Riemann, se développer indé-
pendamment de la forme des domaines considérés, 'étude des
questions dont il vient d’étre parlé doit dépendre essentiellement
de la forme du domaine D. '

9. Les circonstances signalées au numéro précédent Liennent
manifestement & ce que, dans l'espace a quatre dimensions lieu
du point (z, ¥, 3, t), le domaine (D, t = o) et le domaine (F, ¢ > o)
peuvent étre coupés par une méme droite paralléle & une généra-

trice du cone
2+ yi4 32 = a?l?.

Pareil fait se présente, dans les équations & deux variables in-
dépendantes, lorsque la courbe le long de laquelle on entend se
donner l'inconnue et ses dérivées est coupée en plus d’un point
par des caractéristiques. On sait (') que, dans ce cas, on ne peut
pas prendre arbitrairement ces différentes données tout le long
de la courbe.

Par contre, il est aisé de voir que si A est le point [point an-
guleux (fig. 3) ou point a tangente caractéristique] qui divise la

Fig. 3.

courbe en deux parties AB, AC telles que chacune d'elles ne soit
rencontrée qu'en un point par les caracléristiques, on peut se
donner la fonction inconnue 5 ainsi qu’une dérivée partielle sur
Pun des arcs AB, AC, et 5 seu! sur 'autre (?).

(') PicARD, Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIII, p. 150.
(?) On suppose, bien entendu, que les valeurs de 5 au point A concordent
entre elles ainsi ‘que les deux valeurs de sa dérivée suivant 'are AC,
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Car, l'équation étant supposée prise sous la forme (1) et la
direction des caractéristiques qui rencontrent a la fois AB et AC
étant celle de I'axe des 2 (fig. 3), la donnée de z et de ses déri-
vées sur AB fait connaitre 5 sur la parallele AA’ menée a I'axe
des y par le point A. On est donc ramené a trouver l'intégrale
qui prend, sur AA’ et sur AC, des valeurs données. M. Picard a
démontré (') que ce probléme est possible.

La solution est d’ailleurs unique. C'est ce que 'on peut voir
de la maniére suivante : Soit 5 une intégrale qui s’annule sur AA’
et sur AC. Il s’agit de démontrer que 5 est identiquement nul
dans le triangle mixtiligne AA’C formé par les deux lignes précé-
dentes et la paralléle a 'axe des 2 menée par le point C ( fig. 3).

Prenons pour origine des coordonnées le point A, el soit o, la
série des valeurs de é <zyi: — 3;7: 3—;:) sur 'arc AC (2) <ou, ce
qui revient au méme, la série des valeurs de g—;—:, puisque, sur cet
arc,dz, = o)- La formule (4) donne ici

N

(15) z=f. ug dyy;
M

et, puisque 5 est nul sur AA’, on a, pour toute valeur de y com-
prise entre o et la valeur de y, qui correspond au point A/,

¥
°=f u(o,.}’, d’h}’l)?ld)’l'
0
Multiplions par ¢ () dy et intégrons de o a y,; il vient

Yo ¥
S 0= [ q’(.}’)d)’f u(o, .}’,1‘17.}’1)?111}’1
Jo ()
(16) ,

Yo ) e
Q ='f mdy:f Y(y)ulo, y, z1, y1)dy.
0 Y1

(') Note Sur les methodes d’approximations successives dans la théorie des
equations differentielles, n° 5, in DARBouX, Lecons sur la theorie des surfaces,
t. IV, pages 361, 362.

(%) @, est ici une fonction de y, donnée par I'équation dec la courbe.
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Or nous pouvons nous arranger de maniére que la quantité

Yo
(l7) [ ‘?(}')"(03.7', 'z‘h)'l)d‘)’

“ N

soit une fonction donnée quelconque F de y [ pourvu que F(y,)
soit nul]. En effet, nous savons qu’il existe au moins une solu-
tion ¢ de 'équation adjointe qui s’annule sur A’C et prend en
chaque point M(x,, ) de I'arc AC la valeur I'(y,). Pour cette
fonction ¢, considérée dans le rectangle a cotés paralléles aux axes
qui a pour sommets opposés A’, M, la formule (16) du Livre IV,
Ch. 1V (t. I, p. 80) des Legons de M. Darboux devient évidem-
ment
F(y,)=— fh w(o,y, x1, 1) (ﬂ)- — au) dy,
s ‘ %

ce qui montre que 'intégrale (17) est égale & F(y,) lorsqu’on
prend

b == (2 or)

Dés lors I'équation (16) n’est possible (puisque F est arbitraire)
(ue pour ¢, = o. La formule (15) donne bien alors

I = 0.

Notre conclusion est donc démontrée. Le raisonnement précé-
dent montre méme que, une fois connue, la solution du pro-
bléme pour la courbe AC, la droite A'C et Uéquation ad-
Jointe, on peut en déduire la solution du méme probléme pour
la courbe AC, la droite AN et U'équation proposée. Car il
résulte de ce nous avons dit tout & I'heure que ce probléme se
réduit & déterminer la fonction 9, par la condition que I'intégrale

y
f ©(0,¥, 21, ¥1)$1 dyy
()

soit une fonction donnée de y. Or, si nous savons résoudre le
probléme pour la courbe AC, la droite A’C et I'équation adjointe,
nous pourrons (ainsi que nous venons de le voir également) cal-
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culer, a l'aide de cette condition, Pintégrale

Yo
[ o1 F(y1)dy,
Jo
quelle que soit la fonction F, pourva qu’elle soit nulle en C. II
suffira alors, pour déterminer ¢, en un point quelconque (', ")
de Parc AC, de remplacer F par pFe #01=74" et de passer a la

limite pour u=oc0. On aura ainsi la valeur de y/zF (),) o, (¥))-

10. Nous avons dit que la solution da probléme ainsi posé
devait dépendre de la forme des domaines ou on I'étudie. Clest
ce que l'on vérifie aisément, pour le cas de deux variables indé-
pendantes, en considérant les équations les plus simples, par
exemple les équations pour lesquelles la suite de Laplace se ter-
mine dans les deux sens et dont I'intégrale générale est, par con-
séquent, de la forme

s=AX 4+ A X +. A+ AXE B Y+ B )Y +...+ B; YO

X et Y étant des fonctions arbitraires, 'une de z, I'autre de ),
tandis que les A et les B sont des fonclions déterminées de x et
de y.

Supposons z donné ainsi que ses dérivées sur 'arc AB (fig. 3).
Alors X et Y seront connus (') pour les valeurs des arguments
qui correspondent a des points de cet arc, et, par conséquent,
Y sera également connu sur I'arc AC. Dés lors, si I'on donne les

valeurs de 5 sur cet arc, X sera terminé par une équation linéaire
de la forme
AX + A X' 4.+ A X = £ (),

mais pour l'intégration de cette équation, il faut imaginer que,
dans chacun des coefficients A (z,y), A,(z,y), etc., on ait rem-
placé y par sa valeur en fonction de x, tirée de l’équation de
AC. Il est, dés lors, bien clair que 1'équation différentielle obte-
nue dépend essentiellement de la forme de celle-ci.

11. Relativement a ce nouveau probléme, U'intégrale rési-

(') s le sont, du moins, & des quantités prés qui ne changent pas la valeur
des intégrales et qui, par suite, ne peuvent modifier la suite du raisonnement.
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duelle devra, pour maintenit I'analogic avee la question rappelée
au n° 8, éire délinie de la facon suivante :

s et ses dérivées seront nuls sur 'arc )&B. Les valeurs de s se-
ront ensuile données différentes de zéro sur une partic Af de
I'arc AC, puis nulles sur P'arc 3C.

Les paralléles AA’, B2’ menées par A, B a 'axe des y délermi-
neront trois régions : la région 1 (fig. 4), comprise cnire AB

-y
Fig. 4.

et AA' et ot 5 sera manifestement nul; la rvégion 2, comprise
entre A B, AA’ et B3'; enfin la région 3, comprise entre 33 ct BC.
C’est I'intégrale considérée dans cette derniére région qui cst
Pintégrale résiduelle.

Soit « la projection de § sur AA’. Nous pourrons remplacer
P’arc AR par le segment af : I'intégrale 5 sera définie comme
“étant nulle sur 2 A’, prenant sur 23 des valeurs quelconques (sous
la seule restriction d’étre nulle ainsi que sa dérivée en o et d’éure
nulle en 3, de maniére que sa dérivée, suivant la direction 3C,
soit également nulle) et étant nulle sur 3C.

Sur 33, d’aprés une formule rappelée tout a 'heure [ Darsoux,
Legons sur la théorie des surfaces, Liv. 1V, Chap. 1V, n® 359,
formule (16)], les valeurs de I'intégrale seront données par I'ex-
pression

13

N 05
(18) sh) = [ uikymn ) (L bis) de,
0 \ /

ol &, 7, sont les coordonnées du point B, les notations zy, by dé-
signant respectivement les quantités s(2y,7) et b(x, 7).

12. Cherchons & quelles conditions 'intégrale résiduclle sera
dua type (3). D'aprés ce qui a éié dit au n® 10, nous supposerons
que 'arc BC et la droite B8/ aient des positions déterminées.

Il est, dés’lors, manifestement nécessaive et sulfisant que, sur

XXVIHI. 6
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59, les valeurs de s soicnt de la forme
Cl‘r‘(s,}’) -+ C-_)"'Q(E,y) -+ o CI"’P(S?.}’)’

et, par conséquent, qu’elles vérifient une certaine équation
linéaire
p—iz

or 9
(19)  F(2) =ao(t,y) o +ar(hy) o ook ap(t )3 = o.

Or on a, d’aprés la formule (18),

3
c)z,
F(3)= P(-—+0,35 )dr,
(3) /; <01‘l 11)-1'1

en posant, comme précédemment, ® = F(u).

Pour que F(z) soit nul, quelles que soient les valeurs de sz,
[pourvu que 3, s’annule en « et en 8 dans les conditions indi-
quées (*)], il faut et il suffit que I'on ait

P

()_.Z‘l ——[)1‘1’:0,

ce qui peut encore s'écrire

F<ili—blu> =o.
.

T

Cette condition est évidemment réalisée lorsque u (x,y, z,, )
est de la forme A\ X, + Ay Xo+...+ A, X, (ot A, A,, .. <A,
sont des fonctions déterminées de z, y, et X,, X,, ..., X, des
fonctions de x, zi, yy); par conséquent, elle est vérifiée par les
équations pour lesquelles la suite de Laplace se termine dans un

(') La condition qui exprime que la dérivée de 5, suivant la ligne 3C est nulle

Js . 05
est de la forme - '+ A —L
oz, dyy
s . o 05y o PR, .
a cette ligne, et ou o doit étre remplacé, ainsi qu’on le sait, par
A
¥

k3 >/ 03, Tl
_ c‘J:", .x_r|f ( = cz,> el h—dx dp
o ox,

Les principes du calcul des variations montrent que cette condition n'a pas d’in-
fluence sur la conclusion finale,

= o0, olt A est le coeflicient angulaire de la tangente
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seul sens, alors que, pour ces équations, P'intégrale résiduclle

relative aun probléme précédemment étudié ne satisfaisait qu’a
une seule équation linéaire distincte de (1).

13. Mais il y a plus : dans la question actuelle, U'intégrale ré-
siduelle peut étre identiquement nulle : c’est ce qui arrive

. . . da .
toutes les fois que I'invariant o7 T @b — c estnul. Caralors, I'in-

tégrale générale étant de la forme

z=M<X+ /1\’(1}/)

(X et Y étant les fonctions arbitraires), la fonction Y doit étre
nulle pour toutes les valeurs considérées de y [puisque 5 est
identiguement nul dans la région (1)], et la fonction X, nulle
pour toules les valeurs de z supérieures & § (puisque s est nul
sur lare BC).

La propagation des ondes planes infiniment petites dans un gax
primitivement au repos, sous 'action d’un piston dont le mouve-
ment est donné, dépend de la question que nous étudions en ce

moment pour I'équation = 0. Le fait qu’il n’y a pas, pour

02z
oxr dy
un tel gaz, de mouvement résiduel aprés le passage de I'onde est
donc d’accord avec notre conclusion actuelle.

, . ]
14. Les équations pour lesquelles Y 4+ ab—c est nul sont
or

d’ailleurs les seules pour lesquelles cette conclusion subsiste,
quelles que soient les lignes 33’ et 3C; elles sont méme les seules
pour lesquelles €lle subsiste, quel que soit le point 3, la ligne AC
étant donnée une fois pour toutes.

En effet, il résulte de ce qui a été dit au n° 12 que, si I'on veut

que lintégrale résiduelle rclative a la courbe donnée BC et i la

droite donnée 33 soit toujours nulle, il faut que Pon ait, pour

JH=T7,
adu

— — bhyu = o.

0T

Or, si nous posons

Ju
o biu=v(r, )y, e )),
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on voit aisément, a I'aide de la définition de u, que I'on a (2" étant
un point quelconque de 33', point dont 'ordonnée est )

” pad‘ ﬂ da
(20) v(B,ﬁ):efpw 3./‘;. (ﬁ+ab-—c>dy.

On devra donc avoir, dans les hypothéses actuelles et quel que
soit le point £,
8 \
¥ [oa
‘/(;,, (5;+ab—c)d_y=o,

. . 0 . .
ce (ui exige que £ ~+ ab — c soit nul, quel que soit y, pour
z=2E.
Si donc le fait doit avoir lieu, quel que soit & Dinvariant
da
oz

annoncé.

+ ab —c doit étre identiquement nul, comme nous l’avions

15. Ainsi Pintégrale résiduelle des équations linéaires a deux
variables indépendantes est beaucoup plus particuliére dans le pro-
bléme qui fait Pobjet des n°* 9 et suivants que dans celui que nous
avions traité aux n° 24 7. Il est remarquable que ce soit préci-
sément l'inverse qui se produit dans le probléme des ondes sphé-
riques, puisque l'intégrale résiduelle de ce probléme est nulle
dans le cas ou I'on se donne u et ses dérivées pour ¢t = o, quels
que soient z, y, 3, et différente de zéro, si les données sont
celles du n° 8.

Lorsque la sphére de rayon R, a 'extérieur de laquelle on con-
sidére le mouvement, pulse uniformément en tous ses points, de
sorte qu’elle reste sphérique et que son rayon seul varie, 'inté-
grale résiduelle est déterminée a un facteur constant prés (1), et
vérifie, par conséquent, des équations linéaires distinctes de
Péquation (14).

Il ne semble pas en éire de méme si les différents points de la
surface sphérique ont des mouvements normaux différents. On
peut, en effet, dans ce cas, former I'intégrale générale et I'inté-
grale résiduelle par le procédé suivant :

(') Voir Dunew, loc. cit.
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Une intégrale « de I'équation (14) peut évidemment, en dehors
de la sphére qui a lorigine pour centre et R pour rayon, étre
développée en série de la forme

(21) u=2P,,u,,,

ou P, est un polynome sphérique de degré p, et u, une fonction
de r et de ¢. L’équation qui détermine u, est alors

tﬁup 2 (p+1)du, 1 ()’u,,
-+ = —_ e !
or? 7

(22) or at o’

autrement dit celle qui determme les solutions de P’équation

qui sont fonctions des seules variables ¢ et r =/Sz?.
L’intégrale générale de cette équation (22) est connuc : clle
peut se mettre sous la forme

Up = Dr I:f("'_'at) +(P(r+at)]:

2

(23)

0
d ’
Ou encore (') (a4 un facteur numérique pres)

ou D désigne l’operatlon

P
_ _, (2p—h—0! fO-ti(p—at)+ =0 (r+ at)
Up '—'2(—2),. l(p—h)!(h-—x)! rep—h
h=1

(les symboles f*=4 et o*~") représentent les dérivées succes-
sives de f, o).
I’hypothése que w et, par suite, up_, sont identiquement.

nuls pour ¢S 1, 72 R montre que chacune des fonctions % peut
ll.,) 1

[lequel, en

étre prise nulle. Si maintenant on demande que —

(') VoLTERRA, Rendic. Acc. Lincei : loc. cit., p. 167.
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vertu de la formule (23), est de méme forme générale que ru,|
soit égal a zéro pour r =R, ¢20, on voit que la fonction f devra
étre (lorsque son argument est inférieur & R — ¢0) une solution
d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants, au-
trement dit, une somme de termes exponentiels de la forme
Aestr-ad les s étant racines de 'équation

p+1

o\ (op— h—+1)! .
2= A (Rey =

h=1

Les racines de ces équations ne paraissent offrir aucune pro-
priété simple, et une somme d’exponentielles de 'espéce précé-
dente, divisées par des puissances de r, ne parait vérifier aucune

équation linéaire distincte de I'équation (14).



