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SUR CERTAINES ÉQUATIONS DES QUATRIÈME ET CINQUIÈME DEGRÉS;

Par M. LÉON AUTONNE.

INTRODUCTION.

Soit lin une équation algébrique de degré n^ n >> 3,

f(x) == x11 -+- —, ai rr"-1 -4- ———,—— a; xn~^ -(-... -4- an = o

où les a sont des fonctions quelconques d^une variable ^. Envisa-
geons (au point de vue des théories de Galois et de M. Jordan)
comme rationnelles par définition :

i° Toutes les constantes;
a° Les coefficients a de hn,

Nommons alors G le groupe (au sens de Galois) de hn\ on sup-
posera G transitif et hn irréductible.

Prenons maintenant une équation U de Riccali entre u et t

^ = \\\^(t) 4- U l̂ i ( t ) + M2 lU>2(<),

qui admette, par hypothèse, pour intégrales les n racines

y/ <?== o, î, .... n — i)
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de hn. Le rapport anharmoniqae de quatre xi sera constant; hn
prendra le nom d'équation anharmonique.

Dans plusieurs Notes insérées aux Comptes rendus (7 mai 1883 ;
i3 février 1899; 5 et 12 février 1900) et dans un Mémoire intitulé
Sur les équations algébriques dont toutes les racines sont inté-
grales d'une même équation de Riccati (^Journal de Mathé-
matiques, 1900), j'ai construit les équations anharmoniques qui
existent pour les divers degrés n.

Cette théorie générale a pour base les propriétés des groupes
de substitutions de Galois et celles des groupes linéaires fraction-
naires S d'ordre fini (groupes de MM. Jordan, KJcin et Gordan),
c'est-à-dire provenant de substi tutions

az-\-b j i .z . — — — a d — bc -^ o.
cz -h d

La construction effective de hn est fondée sur les deux théo-
rèmes suivants :

I. —Le groupe G de hn est isomorphe sans hémiédrie à l'un
des groupes S.

II. — Toute h,i est de la forme F(;r, ï) == o, ou le polynôme
à deux arguments F est à coefficients NUMÉRIQUES qui ne dé-
pendent que de S. Il n'entre dans hn qu'une fonction unique T(^)
de t, laquelle est rationnelle.

La propriété de définition pour les équations anharmoniques
(constance du rapport anharmonique de quatre racines quel-
conques) n'intervient qu'a posteriori et assez tardivement.

Voici maintenant ce que je me propose de montrer dans le pré-
sent Travail :

Pour les degrés peu élevés, n == 4 ou 5, on peut parvenir aux
théorèmes 1 et II et construire l 'anharmonique par des procédés
assez élémentaires et en prenant pour point de dépari la propriété
de définition.

Les résultats obtenus sont les suivants :

Quatrième degré.

Premier type de h^ :

;r*-4- 6T.I-2 + 4T.r — 3T2 = o;
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le rapport anharmonique K- des quatre racines est équianharmo-
nique; G est le groupe alterné entre quatre lettres, isomorphe au
groupe S tétraédrique.

Second type de h^ :

^-^-6T;r2-+-4T;r-^T(T -4-1)= o;

K est harmonique. G est isomorphe au groupe S dérivé, pour
m = 4? des deux substitutions (groupe Sw)

e,,,==|s o^|, o^== i ; £==L ^

Troisième type :

(x1-^- c/y1-—^(-2^—i)2^ o
avec

^-T)-(^ï).(^)2,
P
i _ ( t - T ) - 2

Tq

G est isomorphe à Sa.

Cinquième degré.

h^ s^obtient en éliminant Ç entre les deux équations

^^-"3 .̂' :(--5S+5)^T.

G est isomorphe à S 5. /ig est une équation de Galois.
Pour Inapplication des théorèmes 1 et II et des résultats ci-

dessus, il importe de spécifier ce qui suit :

Je ne considère pas comme distinctes les /^, qui ne diffèrent
que par Fintervenlion d'une substitution

^ n - x ^(0-^(0
^C(t)-^ D(Q ?

AD — BC ̂  o ; A, B, G, D == rationnelles.
^IL ne trou blé pas Panharmonisme et ne change pas le groupe G.
Ainsi je profiterai de ^1Lpour supposer constamment nulle la
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somme des racines
XQ -+- ...-+- Xn-i = a\ = o

et pour multiplier x par un facteur rationnel, choisi de façon à
simplifier /^.

tl va sans dire que les résultats de la présente Note sont d^ac-
cord avec la théorie générale des équations anharmoniques, ex-
posée dans mon Mémoire inséré au Journal de Mathématiques
pour 1900.

CHAPITRE I.

QUATRIÈME DEGRÉ.

1°. Le groupe général © des vingt-quatre substitutions entre
quatre lettres x\^ x^ .2*3, x^ peut être envisagé comme provenant
des substi tut ions a, [î, S, £, savoir

a=0-2) (34) , P=( i3 ) (24) , [ap=?a=( i4 )C23)1 ,
S==(4) ( r23) , £ = ( ï ) ( - 2 ) ( 3 4 ) .

Si s manque, © se réduit au groupe alterné d^ordre douze; si
5 manque, (& se réduit à un groupe d'ordre hu i t ; si 3 et s man-
quent simultanément, © se réduit au groupe g des quatre substi-
tutions î , a, P, a]î.

2°. Posons
j ij ^ —— ^l ——— ^y, l., J —— 1 , ,S, ^, 4 ,; i j \ ̂ x i — X j , i, /== i,2,3, 4;

considérons le rapport anharmonique

K = K o = Hĵ i-

i 3 . S J 4 . i

des ̂  et la façon dont R se transforme par les substitutions de (S.
Soient

T l = = J 2 3 | { l 4 { , T 2 = i 3 l i . ; 2 4 J , T 3 = - i l 2 { J 3 4 J , T i+T.+Ta-O.

Voici la façon dont a, j3, ô, s transforment les T :
a et [3 n^altèrent pas ïi, Ta ni T;{ ; ensuite

^ = (T! ̂  ^3) ^ = 'Î2
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.Nommons S[K], • • • , ce que devient K par reflet de o, . . ., il
viendra

^ r k ' i ^ f '^1 T3 ^i-^^ K O — I ,,o [KoJ == o — — ==—^- == —^—— = —,— == Ki ,
L T! J ^2 ^2 ^0

o 1 KJ =-. ̂  = ̂ ^ ̂  = ̂ ^ = K,, o l K s J = Ko,

£ [ Ko ] -= — — = -F- == Ka,Ta i\o

î |K, ]=-^- ' -=Kt ,
TI 1\2

-[Kd=--^=^-K,,

3°. Les déplacements des six lettres Ko, • . ., Kg forment un
groupe H d'ordre six, isomorphe avec hémiédrie au groupe © (1°)-

A la substitution unité de H correspond dans © le groupe g';
o a pour correspondante

^==(KoKiK2)(K3K,K4. )

et £ a aussi pour correspondante

(g==(KoK3)(KiK3)(K3Kj.

Se reportant à ma Note Sur le rapport t(,nluirmonique, in-
sérée aux Nouvelles Annciles, 1899, on verra que, lorsque les
six quantités Ko? • • ", K^ ne sont pas toutes distinctes, les quatre x
étant toutes inégales, il ne peut se présenter que deux éven-
tualités.

Cas equianliarmonique. — Ko ==. Ki === K.̂  ; K3 == K/, === Kj
et K^ — Ko -|- i == o, d\)ù

Ky == KI === K^ ==— p, Kg == K^. == Kg ==— p2

(p = racine primitive cubique de l'unité).

Cas liai'monique. — Ce cas se décompose en trois :

K,( == K^ =-- i , KI == K» -= • > ; \\î == K., == - ;

K(> == K y - = 2, K| == ka === -i 1\2 == K; = = — i ;

I \ o = K 5 = = - , K i = - l \ 4 = — i , 1\3=:K3= -2.



4(. Soit
OQ x'* -4- 4 0^1 *^3 -+- 6 CTS a?2 -h 4 ^3 x -+- «4 = o

l'équation da quatrième degré dont les x sont racines. Introdui-
sons le? deux invariants

1 = s( ao0^—4oi03 -h 3 o|),
J == 6(00020^4- •2ai o^Os— oj — o| o.u — a\ o^)

et l'invariant absolu
Û == PJ-2

lié au rapport anilarmonique K par la relation

(K2— K+i)3

iî = 24
[ ( K 4 - 0 ( K — - 2 ) ( 2 K — l ) p

(voir les Leçons sur la Géométrie de Clebsch, traduction A. Be-
noist, Tome I, pages 284, 283, 297).

Dans le cas équianharmonique

û = I = o . K 2 — K 4 - i = = o ;

dans le cas harmonique

^==oc, J ==o, ( K + i ) ( K — - < ) ( 2 K — i ) ==0.

Il est évident d^ailleurs que les deux cas s^exctuent mutuelle-
ment.

3°. Soient maintenant une anilarmonique A/,, y(^) === o, et G
son groupe entre les quatre racines X i r ( ^ = = i , 2, 3, 4)* G sera
contenu dans le groupe <S du 1° ou coïncidera avec <!&.

On pourra écrire, sous le bénéfice des explications données
dans l'Introduction,

f(x) = X'* -+- 6 Os -y2 + 4^3^+ <^4-

Le poljnome/(*r) aura les deux invariants (4°)

1 ='2(0^-1-3o| ), J == 6(020^--o^—o:] ; ,

puisque Oo == » et a\ = o. Le rapport anilarmonique K lié à l'in-
variant absolu û == PJ"2 par la relation

(K»—K-n)3

" - ̂  [rKÏi)(K-2)(9.K-r)p (40 )
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est constant, c'est-à-dire rationnel. K ne doit pas changer par
l 'intervention des substitutions de G.

6°. Si G contient la substitution ternaire 3 == (4)(i a3) du 1 ° ,
on a

iî == l :-= o.

Il faut , en effet, alors que (3°)

Ko == KI = .. . , Kg — Ko 4- i == o et £2 = o.

xS7 G contient la substitution binaire £ = (i) (2) (34) rf« 1°,
on a

iî =10, J = o.
En effet, alors (3°)

KO ==: K.3. KO-4- 1 == 0.

Comme les cas equianharmonique et harmonique s'excluent
mutuel lement , on voit que G est contenu :

soit dans le groupe alterné entre quatre lettres, dérive de a, p, 3,
avec 1 == o,

soit dans le groupe d'ordre huit , dérivé de a, (à, e, avec J == o,
soit dans le groupe g d'ordre quatre, dérivé de a et p, IJ ̂  o.

Je dirai que Fanharmonique h^ est equianharmonique si 1=== o,
harmonique si J === o.

Je vais m^occuper de la construction des h^ equianharmonique
et harmonique.

7°. Dans h,, le coefficient 03 ne peut être nul et h^ ne peut
devenir bicarrée.

Les quatre racines seraient dans ce cas M, ^, — u, —v. Expri-
mons quelles sont intégrales de Inéquation U de Riccati; il
viendra

u' == Kbo -+- ̂ i u 4- iP<>2 M2 — u' == ^\,o — ni), u -h ̂ 2 M2,
v ' = \^Q -4- l(lii p 4- llîiî P2 -— ^ == ^(1)0 — l(bi ^ -4- llîïi P»,

puis
0 == Itîïo 4- ^1)2 (A2 = 1)1)0 4- 1(1)2 ^2.

Comme on ne peut avoir ill)o== \^^== o, sans quoi l'on n'aurait
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plus une équation de Hiccati, il vient u1—r-'^o et ///, aurait
des racines égales.

8°. Si a.î= o, A/, ne peut être ni harmonique^ ni équianhar-
monique. En effet alors

03=0, 1 == 20?^, J = — 6 a j .

Pour 1 === o, a4== o, et il y aurait une racine nulle; pour J = o,
03== o, ce qui est absurde (7°). c. ç. F. D.

Je supposerai donc, pour la construction des h^ équianharmo-
nique et harmonique, a^a^-^- o.

9°. Multiplions, ce qui est licite (Introduction) x par le facteur
rationnel r~1; h^ devient

x^ -+- 6 02 /'2 a-2 + 4 as /'3 x -h r'* a^ = o.
Posons

T = 02^=03 /'3,
d'où, puisque

«2^37^0, r = = = a 2 0 3 1 , T==a | a^ 2

et
./(.y )=.y»+6T.r2.t- 4T^+S=o, ^= a^a\a-^.

Alors
1 =•2(^-4-3T2) , J = = 6 ( T S — T 3 — T 2 ) .

Si
I = = o , S = — 3 T - 2 ,

/(.r) = ̂  + 6 T 372-4- 4 T^ — 3 T2.
Si

J==o , (?==TÎ+T,
/(.r) =^+6Ta?2+4Ta"-+-T(T+i),

Dans Vun et Vautre cas f{oc) est un polynôme en x et T à
coefficients numériques. C^est un résultat annoncé dans riniro-
duction.

10°. Passons maintenant aux h^y où IJ ̂  o et dont le groupe G
coïncide avec le grouper des quatre substitutions T , a, j3, a^ (6°).

On aura d'abord
x\-^-Xî-\- a?3-(- x^ ==o,
.Tl.4-^2—(^3+^4) ̂  0,

sans quoi
0 == X^ -r- X^ == X^ -+- X^

et 11', serait bicarrée, ce qui est absurde (7°).
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L'expression
( .ri -4- TÎ — .r 3 — .r^ )2 == ï'7^

invariable par a cl ^, est rationnelle; i. en est de même pour

1 .ri^-h.^^ == \iy

( °) . .^1^2—^3^ ^ 1 '.
f .Tl- t -3-2—^3—^4" ^

De là
( a-i-4-^2 ==•>.//? j ( .2-1^2 = <7+/V/? J

( a"3+ ,y/,== — ^v7/? ï ( .r^x;,^ q — r^ p \
et

i = y//) - ^ \ / p — y — r ^ p = = g -+- h

\ n === ^ ~ V ' P — q— r y / p ^ ^ —h
(^') \ _ ________-.

^ .̂ 3 = — ̂  + V/^ — q -+- r ̂  = —— ̂  -t- K

\ x^ = — //? — V/T? — y 4- r\/p r-= — ̂  — K

g^p h^==p—q-r^p

K2^ ̂  — q -4- r y//?.

11°. 0/z /?^?z< /a//^ /• == i . D^abord /' -^ o, sinon, par les for-
mules (o') du 10°, h == K, x^ =— x^ x^=— x^ et A, deviendrait
bicarrée (7°).

Multiplions, ce qui est licite, x par r. On pourra diviser par r
les deux membres de l'égalité (o) du 10°, ce qui revient à faire

12°. Formons le rapport anharmonique

K == (^3- ^ iH^—^) ^
-- (xs— x^ (^4—^1)

Par les formules (o') du 10°, il viendra, tout calcul fait,

K ^JP-±q-^p + q — A ?

A2 ==(/.» — </)^ —/J, puisque /• == i, et enHn

rn (P -qf— p =(/'+ y ) 2 [^-^] •
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Comme ( 10")^ ̂  o, je poserai y ==pT et ( i ) devient

r
<•<) <

< K — i \ ^
, K + T ^

T

'<I-T)2-(^)^(^T/

y=
O-T)2-^;)2^^.

13°. Construisons maintenant h^ avec les formules du 10°. On a,
puisque R = o,

x,—g^h, ^==p,
h ^ = p — q — ^ , K 2 = / ? — y 4 - ^ ,

d^où successivement

x ^ - ^ - p — ' î . x ^ g == hî==p— q— g,
x^-^q == ^•(a.z-i—i),

(x^-^-q^=zp(ix^—\Y.

Toute autre racine donnerait le même résultat, et il vient pour h^

f(x) = (.y2 4- qY—p('ix — \)\

Mais, par les formules (9.) du 12°, p et q sont rationnels en T et
/'(.r) est encore un polynôme en .yetT à coefficients numériques.

14°. On sait que tous les groupes S linéaires, fractionnaires,
d^ordre fini, appartiennent à cinq types différents :

I. Circulaire (Kreistheilungsgruppe de M. Klein), dérivé de
l 'unique substitution

0,,i= | z Rz |, Rw== i.

II. Pyramidale dérivé de O/re et de

( Doppe îpyram iden grappe de M. Klein).

III. Tétraédrique, isomorphe sans hemiédrie au groupe alterné
entre quatre lettres.

IV. Qctaédrique, isomorphe sans hemiédrie au groupe ^énci'cnl
(& (1°) entre quatre lettres.
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V. ]coscféc//'iyi/e, isomorphe sans hemiédrie au groupe alterné
entre cinq lettres.

Or, dans le cas actuel, le groupe G de //,, possède, en vertu de la
discussion précédente, les propriétés suivantes :

Si h^ est équianharmonique, G est le groupe alterné entre quatre
lettres.

Si A/, est harmonique, G provient de © par la suppression de o
(1°); G est isomorphe au groupe pyramidal pour m == 4.

Sih^ n^est ni harmonique ni équianharmonique, G dérive des
substitutions a et p, ajî == [îa, a2^^, pr^i e t e s t isomorphe au
groupe pyramidal pour m === 2.

On retrouve ainsi des résultats annoncés dans l'Introduction.

CHAPITRE 11.

CINQUIEME DEC 11 R.

13°. Soit maintenant une A;,, dont XQ, x\, . . ., x^ seront les
cinq racines. Nommons G, le groupe de h^ et G() le groupe des
substitutions de G qui laissent XQ immobile. Ces dernières doivent
laisser rixe le rapport anharmonique

K-i == (^3—^1) (^4—^2) ^
(^—^X^—.ri)'

Je suppose que Von ait démontré (ce qui se fera un peu plus
loin) que K n'est ni harmonique ni équianharmonique. Alors G()
ne pourra contenir (Chapitre l) ni o == (i 13) (4) ni s == (i ) (2) (34)
et se réduira à g ou à un groupe contenu dans ^. Ainsi G ne con-
tiendra aucune substitution laissant immobile plus d^une racine;
toutes les racines s^exprimeront rationnellement en fonction de
deux quelconques d'entre elles, et, comme le degré est premier,
//., sera une équation de Galois.

Gelant transitif a son ordre divisible par cinq et contient la
substitution circulaire

T == (o i '2 3 4) ̂  ! h î 4- 1 1 (ruod. 5).

enirc les cinq racines .r/, ( / :—o, i, .... 4). G s'obtient en com-
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binant avec s- lu subslilulion

T == ] î, H\ (mod. 3 ).

Comme T est contenue dans <?•, on a • >0 '

T2== i , /2== i (mod. 5),

/ =ss 4 (niod. 5),

T = = | t , 4 / | = r o ) ( i 4 ) ( ' 2 3 ) = = a ? ,
T—l (TT: =-: ( T — l .

G contient les dix substitutions

7 '̂ et Tï7*', /- =•= o, r , 9., 3, 4-

G est isomorphe, pour m == 5, au groupe pyramidal S du 14°.

16°. Reste à montrer que R n^est ni harmonique ni équianhar-
monique.

Posons

^ o = j i 4 i , y. i=J2ol, ( J t 2 = j 3 i j , ^s=[^\, ^= jo3 { ,
\ i j \ ^ X i — X j .

La substitution <T, qui ne saurait manquer dans le groupe G, per-
mute les ui circulairement :

(T = (^0, ^1, ^2, ^3, ^4)-

XQ +...4- X^ = 0,

^0-+-- . •-+- (^4= 0-

On a

et aussi

Enfin par un calcul facile

/ 5.ro==2(^—^i)- l-^2— P.3,
o/> \ 5rci== 2 (^0—^2) 4- ^3~ ^4,

Posons ensuite

^==^2^3' ^==^3^^ C=^^o, û?==^o^l»

e == ^1^2, ^ = p.o • • • ^4,
d'où

u2 === abcde,
xxvin.



(A(AI == bde, (A^ = cea, ^3 = dab, ^4 = ebc, ^ = acd.

Remplaçant dans les formules (o) les a par leurs valeurs, il
viendra

(0
5^a?o= '>be(c — d)-^- a(ec — bd)^
5 y.Xt = îca(d— e) H- b(da — ce\

par permutation circulaire des cinq lettres a, 6, c, 6/ et <?.
Remarquons que, si

a == b = c = <^ ==e, ^.TO ̂  ^.^1 -= . . .== {A^ == o ;
or

il viendrait
pi2 == abc de -^ o ;

a"o ==...== x^ == o,

ce qui est absurde. Aucune des cinq lettres a, . . ., e n'est zéro,
car alors une des cinq lettres y.o, . . ., 04, serait n u l l e et A;, au ra i t
des racines égales.

17°. On a

K-i == i 3 1 ! l^ '2! = P-2^3 _ a
|32l j 4 i i p.o(^i,+ ^) - ̂ +c

— K<74-C+Û?=0.

La substitution <r de G permute circulairemcnt a, . . ., c t ou t
en laissant K invariable. Il vient ainsi le système des cinq équa-
tions linéaires homogènes

l —Ka - i - c - i - r t ? ==o,

^ — Kb -+- d + e = o,

(2) \ a - Kc -+- ^ == o,
^ a -+- 6 —Krf ==o,

( ^ -h c — Ke = o.

Aucune des a, . . ., e n'est zéro (16°); donc

— K o i i o
o — K o i i

^- i o — K o r = ( K — 2 ) ( K 2 4 - K — i ) 2 = o .

i i o — K o

o i i o — K
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Si K== 2, a = b ==...=(?, ce qui est absurde (16° in fine).
Ainsi

K 2 - + - K — 1 == o.

Nommons 0 une racine primitive cinquième de Funité et soit
p ===04-9'', ^=== 24-0 2 4-9 3 et, en vertu de O 1 +...+ 0 4- i == o,
p2_p p — i == o. Les deux valeurs de K sont donc

K = 0 -h O4 et K == O2 -h O3.

On n^est ni dans le cas équianharmoniquc ni dans le cas harmo-
nique. c. Q. F. D.

18°. Si on annule K^+K.—i , en faisant par exemple R==94-0\
tous les premiers mineurs du déterminant A (17°) sont nuls; a, b,
c, d, e s'expriment en vertu des équations (2) du 17°, par des
fonctions linéaires, homogènes, à coefficients numériques, de
deux indéterminées u et v. Les substitutions T et T du groupe G
(18°) se traduisent sur u et v par les deux substitutions linéaires
homogènes S et ^. On peut toujours supposer § mise sous forme
canonique ; comme <r3 == i, S5 == i et

S =
u ^u
v OPp

Comme -r^i, T7T===(T~1 , on a aussi ç^^i, (^ -= §~< c'est-
à-dire, par un calcul facile,

\ u v \

et
a -l- [î == o (ïiiod 5).

ç doit permuter a, 6, . . . , <? de la façon suivante

^=(a)(be)(cd)

7 =(abcde).
et § ainsi

Par conséquent

a= u -+-^, c == O231^ 4- O2??,
^ == Ô«M -,- eP^, ^ = O3»^ -+- O3?^,
^ == O^M-hO^p,
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Portons dans la. première des équations (2) du 17", il viendra

Ko == c -i- d,

-T-0^)(^4-P)==(92a-+-e3a)K-+-(62p-4-9••»?)P,
d'où

ou bien
8=3 (mod 5)

(moil 5).a — 3 , P - - î

Je prendrai a = '2. On aura ainsi

Or

/ a — // — (^
^ & —. 6-2 f/. 4-0^,

^ --= 0'*^ — Oc .
j d-^ O / t —O'u\
t e == O 3 / / + O 2^ .

L/équation du cinquième degré qui admet a., &, c, </, e pour
racines est

A(X)== X 8 — 5^X3-4- 5 lA2p2^__(^S^_ (,5)= o.

19°. Ainsi les deux substitutions <r== (01 a34) etr==(o)(i4)(23)
de G se traduisent sur les y. par les deux substitutions
( ^0^^2^3^4)e t

(^0 ^1 {^2 ^3 ^4

— t^O — ̂  -- P-3 — y-î — [J-l

sur les a, ..., e par les deux substitutions (abcde) et (a) (be) (cd)',
sur ^ et ^ par les deux substitutions

cS =
M o2^^ i
v ^v

<^=:
M V

v u

Enfin [JL== [Jio[^ ^2^3^^ y.<l=abcde^ reste invariable par (T et
change de signe par T.

Les deux expressions M54-^o==/? et uv == q sont invariables
par § et ^, c'est-à-dire par toutes les substitutions de G. p et q
sont donc rationnelles.
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Les deux quantités d'un des cinq couples

a, XQ,
b, x^
c, a?2,
d^ x^
e, x^

sont invariables par les mêmes substitutions de G. Donc

xo=^(a),

A désignant une fraction rationnelle à coefficients rationnels. Effec-
tuons la substitution o-sur l'expression

XQ—^(a),

qui est nul le , c'est-à-dire à valeur rationnelle, on aura

.TI==+(^),
• • • • • • • • • »
•n==^(^) -

Construisons A.

20°. Portons les valeurs de a, ...,e données par les formules (i)
du 18°, dans les formules ( i) du 16°. Il viendra, tout calcul fait,

5;jL,ro== R(M—(0(^-4-^),
R=-2(62—e?)4-o--e*.

L'expression ——— = r est invariable par toutes les substitu-

tions de G, c^est-à-dire rationnelle.

Le quotient (^5 — i/5)^ — ^)~1 est égal à

U'* -\- U^V -+- M2^2 -4- UV3 4- V^ = U'* -4- V^ -4- UVÇu'1 •+• V1) -r- U2^2.

Or
u.v •==- q^ n -^- v == a ;.̂(; == y, ///-»- ^ == CT ;

donc
^ —— t^S

== o2^2 — 3 y) -t- <72.
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Alors
ï\(u — v)(u^^) _ Y\r(u — ^) (^ ^- v2 )

r) fJi 5 ( </8 — ^t> )
r H a2—-^ _ » / ^
5 • ^ 2 ^ 2 _ 3 ^ ) + y 2 - ^ ^ ) î

(Toù

.L^-^-——^--^r vyv / — ,- v •> / v •> •-? ^ \^ v / 5 ^ ^ ( x ^ — a y ) ^ ^ ^
X élani une indélerniinée.

2 1 ° . Pô son s a2 == y Ç, o n a u r.i

•Ï'0 == 7—— * '5y Ç ( Ç - 3 ) + i

Mais ci est racine de Inéquation (18° in^lne)

A<r t )= f f ( r t * — 5 ^ a 2 + 5 ç 2 ) — / ? = o ,

uv = (/, Ms -+-ps=/? (19°).
puisque

Alors
^(Ç2- ^Ç+5) ^^

Ç(^-5Ç+5)2=^Ç(^-5Ç+5)^^=T.

Si, au lieu de raisonner sur XQ et a, on avait raisonné sur .r<
et ^, .r̂  et c, ... on aurait eu les mêmes résultats.

22°. En résumé, l'équation h^ s\)btienl en éliminant Ç entre les
deux équations

——^•W^r ^-^-^= T.

Il est licite de multiplier tous les x par le facteur rationnel

l̂ r
57-

, • , . . H/ -cela revient a taire -— == î .5</
On a a éliminer Ç entre

Ç-^Ç(^ -> Î -+ -5 )^T rt .r== ^ ^ _ ^ , ^

Le résultant est bien un polynôme du cinquième degré entre ^
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et ï à coefficients numériques . La relation algébrique entre x
et T est du degré zéro.

23°. L'équation du c inquième degré qui vient d'être construite
est-elle effect ivement une anharmonique? Autrement dit, tous les
rapports anbarmoniques formés avec quatre racines quelconques
sont-ils constants?

Il faut répondre par l'affirmative. Donnons, en effet, le nom
de îl^'au système des six rapports anharmoniques distincts, formés
par les quatre racines autres que Xi. On a vu au Chapitre 1 que
tous les termes de T&i sont des fondions rationnelles à coefficients
numériques d'un quelconque d'entre eux.

Toute l'analyse du présent Chapitre II a eu pour but de mon-
trer la constance du rapport anharmonique K du 13°. K est un
terme de Ho- La substitution <r de G, qui permute circulairement
les cinq systèmes î i / (<==:o, ï , ..., 4) n^ change pas la valeur
numérique constante, c^est-à-dire rationnelle, de R. Chacun des
cinq systèmes Vif a un terme constant, c'est-à-dire tous ses termes
constants, c. Q. F. D.

Nous avons ainsi établi les résultats annoncés dans rintro-
d uc lion.


