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SUR CERTAINES EQUATIONS DES QUATRIEME ET CINQUIEME DEGRES;

Par M. Lion AuTtonnE.

INTRODUCTION.

Soit /, une équation algébrique de degré n, n > 3,

n(n—ri)

31 A2+ ..+ ay =0

n
f(z) =x" —l—ﬁa,z‘"—’ -+

ou les @ sont des fonctions quelconques d’'une variable ¢. Envisa-
geons (au point de vue des théories de Galois et de M. Jordan)
comme rationnelles par définition :

1° Toutes les constantes;
2° Les coefficients a de /,,.

Nommons alors G le groupe (au sens de Galois) de 4, ; on sup-
posera G transitif et %, irréductible.
Prenons maintenant une équation U de Riccati entre « et ¢

du
= Who () + withy (2) + w2 by (2),

qui admette, par hypothése, pour intégrales les n racines

ry (i=o0,1, ....n—1)
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de h,. Le rapport anharmonique de quatre x; scra constant; /4,
prendra le nom d’équation anharmonique.

Dans plusieurs Notes insérées aux Comptes rendus (7 mai1883;
13 février 1899; 5 et 12 (évrier 19goo) et dans un Mémoire intitulé
Sur les équations algébriques dont toutes les racines sont inté-
grales d’une méme équation de Riccati (Journal de Mathé-
matiques, 190o), j’ai construit les équations anharmoniques qui
existent pour les divers degrés n.

Cette, théorie générale a pour base les propriélés des groupes
de substitutions de Galois et celles des groupes linéaires fraction-
naires S d’ordre fini (groupes de MM. Jordan, Klein et Gordan),
c¢’est-a-dire provenant de substitutions

az+b

ya ad — bc # o.

La construction effective de £, est fondée sur les deux théo-
rémes suivants :

1. — Le groupe G de h, est isomorphe sans hémiédrie ¢ ’un
des groupes S.

Il. — Toute hy est de la forme ¥F(x,t) = o, oit le polynome
a deux arguments ¥ est & coefficients NumEriQues qui ne dé-
pendent que de S. Il n’entre dans /2, qu’une fonction unique T'(¢)
de ¢, laquelle est rationnelle.

La propriété de définition pour les équations anharmoniques
(constance du rapport anharmonique de quatre racines quel-
conques) n’intervient qu'a posteriori et assez tardivement.

Voici maintenant ce que je me propose de montrer dans le pré-
sent Travail :

Pour les degrés peu élevés, n = 4 ou 3, on peut parvenir aux
théorémes I et 1 et construire 'anharmonique par des procédés
assez élémentaires et en prenant pour point de départ la propriété
de définition,

Les résultats obtenus sonl les suivants :

Quatrieme degré.
Premicr type de Ay :

2+ 6Ta?2+ 4Tx —3T2=o;
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le rapport anharmonique K des quatre racines est équianharmo-

nique; G esl le groupe alterné entre quatre lettres, isomorphe au
groupe S tétraédrique. ‘

Second type de X, :

¢+ 6Tx2+ Tz + T(T +1) = o;

K est harmonique. G est isomorphe au groupe S dérivé, pour
m = 4, des deux substitutlions (groupe S,,)

8, =]z 0z], Om =

B~

Troisiéme type :

(x2+q ) —p(2x—1)t=0

avec
I K—1\2
'[")=(I_T)2‘—“(l‘_1—‘T)2<I(+[> ’
(1= Ty—...
9 T

G est isomorphe a S,.
Cinquiéme degré.
Iy s’obtient en éliminant { entre les deux équations

$=T§’_)2__‘__l, S(2—5¢+5)2=T.

G est isomorphe 4 S;. &y est une équation de Galois.
Pour Vapplication des théorémes I et Il et des résultats ci-
dessus, il importe de spécifier ce qui suit :

Je ne considére pas comme distinctes les h,, qui ne différent
que par U'intervention d’une substitution

xA(t) + B(?)
zC(t)+D(O)|’

AD — BCs£o0; A, B, C, D = rationnelles.
O ne trouble pas 'anharmonisme et ne change pasle groupe G.
Ainsi je profiterai de AL pour supposer constamment nulle la

M =|x
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somme des racines
Xy+ ... +~Tp1=a=0
et pour multiplier z par un facteur rationnel, choisi de fagon a
simplifier A,.

Il va sans dire que les résultats de la présente Note sont d’ac-
cord avec la théorie générale des équations anharmoniques, ex-
posée dans mon Mémoire inséré au Journal de Mathématiques
pour 1goo.

CHAPITRE 1.

QUATRIEME DEGRE.

1. Le groupe général @ des vingt-quatre substitutions entre
quatre lettres Zy, Xay T3, T4 peul étre envisagé comme provenant

des substitutions «, B3, ¢, ¢, savoir

a=(12)(34), B=(13)(24), [28 = Ba = (17) (23)],
8=(4)023), == (1)(2)(34).
Si ¢ manque, @ se réduit au groupe alterné d’ordre douze; si
3 manque, @ se réduit & un groupe d’ordre huit; si 3 et ¢ man-
quent simultanément, @ se réduit au groupe g des quatre substi-
tutions 1, «, B, «f.

20, ‘Posons
z;:;‘%::vi—xj, L, J]=1,2,3,4;

considérons le rapport anharmonique

_§312242%'

K=K,=
RRENE

des z; et la fagcon dont K se transforme par les substitutions de ®.
Soient

=

1,:2@3%2]14}, 12=23[::2

;, ‘:;,:%12”34;, Ty T3+ T3 = 0.

Voici la facon dont a, B3, ¢, ¢ transforment les = :
« et 3 n’altérent pas <,, 7, ni 7,; ensuite
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Nommons ¢[K], ..., ce que devient K par 'eflet de g, ..., il
viendra

a[K0]=a[_3] m_n_ntn Ke—r o
71 T2 T2 K,
o 4 T ~ L a > -
o[l\nj——_b—:'L—-TI_I_"';:‘_M:Kz, 3[Ks] = Ko,
it I
ElKoJ:_‘:_:=R—U— l\a,
, T3 1
Ell\l]—--—-‘_—jz ,,zl\v‘,
K] =—2= =K
- 13 .Kl_ 2

3°. Les déplacements des six lettres K,, ..., K; forment un
groupe B d’ordre six, isomorphe avec hémiédrie au groupe @ (1°).

A la substitution unité de B correspond dans @ le groupe g;
% a pour correspondante

T = (KoK Ky) (K K5 Ky)
ct ¢ a aussi pour correspondante
€ = (KoK3) (K, K;)(K, K, ).

Se rveportant 4 ma Note Sur le rapport anharmonique, in-
sérée aux Noucelles Annales, 1899, on verra que, lorsque les
six quantités K, ..., K; ne sont pas loutes distinctes, les quatre
étanl toutes inégales, il ne peut se présenter que deux éven-
tualités.

Cas équianharmonique. — K,=K,=K,; K,
et K — K, +1=o0, d’ou

Ki=Ki=Ky=—3, Ky=K=K=—p?
(# = racine primitive cubique de Uunité).

Cas harmonique. — Ce cas sc décompose cn Lrois :

7
|
=

&

!
I

Ky= k3 =—1, Kj=K,= o,
Ke=h; = 2, Ki=ky= -, hy= K, =—1;

. ] , . .
hy= k; = - Ki=K,=—1, Ki=Ky= .
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4. Soit
ayxt+ a1+ 6a, 2+ fazxr +~a,=o
Iéquation du quatriéme degré dont les = sont racines. Introdui-
sons les deux invariants

I=2(aja, — jajas+3a}),

J=6(apaza,+2a,aa;— a} — aj ay— ala,)

et V'invariant absolu
Q = [3.]“2

lié¢ au rapport anharmonique K par la relation

(K2 — K 413

=2 KT (K—2) K =1

(voirles Legons sur la Géométrie de Clebsch, traduction A. Be-
noist, Tome 1, pages 284, 283, 297).
Dans le cas équianharmonique

Q=I=o. Kz—K-'!—l:O;
dans le cas harmonique
Q = o, J =o, (K+1)(K—2)(2K—1) =o.

11 est évident d’ailleurs que les deux cas s’excluent mutuelle-
ment.

5°. Soient maintenant une anharmonique h,, f(z)=o, et G
son groupe entre les quatre racines x; ({=1, 2, 3, 4). G sera
contenu dans le groupe @ du 1° ou coincidera avec @.

On pouira écrire, sous le bénéfice des explications données
dans I'Introduction,

Sf(@)=az*+6ay2* + fazz + a,.
Le polynome f(z) aura les deux invariants (4°)
I =2(a,+3a}), J=6(aa,-—-al—aj)

puisque @, =1 et @; = o. Le rapport anharmonique K li¢ a l'in-
variant absolu @ = [3J~2 par la relation

= (K*— K +1)? .
=24 [(K+n(K—2)(2K —1)]? (4)
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est conslant, c'est-a-dire rationnel. K ne doit pas changer par
I'intervention des substitutions de G.

6°. SiG contient la substitution ternaire 8 = (4)(123) dul®,

on a
Q=1I=o.

Il faut, cn effet, alors que (3°)
Ko=K;= ..., K —Ko+1=0 ct Q=o.

Si G contient la substitution binaire ¢ = (1) (2) (34) du 1°,

on a
Q =, J=o.

En effet, alors (3°)

Ko = Kj, Ky+1=o0.

Comme les cas ¢quianharmonique et harmonique s’excluent
mutuellement, on voit que G est contenu :

soit dans le groupe alterné entre quatre lettres, dérivé de a, 3, G,
avec I = o,

soit dans le groupe d’ordre huit, dérivé de «, {, ¢, avec J = o,

soit dans le groupe g d’ordre quatre, dérivé de a et 3, IJ 5= o.

Je dirai que 'anharmonique %, est équianharmonique si I=o,
harmonique si J = o.

Je vais m’occuper de la construction des %, équianharmonique
et harmonique.

7°. Dans h, le coefficient ay ne peut étre nul ct hy ne peut
devenir bicarrée.

Les quatre racines seraient dans ce cas u, v, — u, — ¢. Expri-
mons qu’elles sont intégrales de 1'équation U de Riccati; il
viendra

w' = ¥+ Vh u + Vhyu? — u'= Vo — Wy u + Vb u?,

o' = by Why 0 —+ Uy p2 — ¢ = by — Wby ¢ 4 Uy 02,
pllls
0 = tho + Vb, 162 = Uby + Ubs 02,

Comme on ne peut avoir o= h,= 0, sans quoi ’on n’aurait
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plus une équation de Riccali, il vient u?— ¢2= o0 ct /; aurait
des racines égales.

8. Siay=o, hynepeut étre ni harmonique, ni équianhar-
monigue. En effet alors

as= o, I=2a,, J=—06al.

Pour 1 =0, a;=o, et il y aurait une racine nulle; pour J =o,
as= o, ce qui est absurde (7°). C. Q. F. D.

Je supposerai donc, pour la construction des /; équianharmo-
nique et harmonique, a,a;# o.

9°. Multiplions, ce qui est licite (Introduction) z par le facteur
rationnel »~1; &, devient

Tt b6asr?x2+ fazrixv + rta,=o.
Posons
T=ayr2=a;rs,
d’ou, puisque

asaz# o, r= aajz!, T = a} a3?
et
Sf(@)=2*+6Tx?+ 4T +6 =o, & = a,alazt.
Alors
I =2(&+3T?2), J =6(TG — T3— T?2).
Si
I =o, G =—3Te,
f(x)=x5'+ 6Tz2+ §Tax—3T2.
Si

J=o, G=T2+T,
f(z)=2*+6Tx2+ 4Tax 4+ T(T +1).

Dans Uun et U'autre cas f(x) est un polynome en x et'T i
coefficients numériques. (C’est un résultat annoncé dans I'Intro-
duction.

10°. Passons maintenant aux /,;, ou IJ 3£ o et dont le groupe G

coincide avec le groupe g des quatre substitutions 1, «, 3, a3 (6°).
On aura d’abord ‘
r1+ X3+ a4+ x, =0,

Ty Ty —(T3+ 24) # 0,
sans qllOl
0= 1T~ X2=T3+ T,

et /i, serait bicarrée, ce qui est absurde (7).
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L’expression
(ry+ry— 73— 2,)2 =2'p,

invariable par 2 ct 2, est rationnelle; i. en est de méme pour

S Ty Xy + Xy, = 2g
(o) T Xy — X3 T, -
(l‘l-v—Z‘:—'-Ta"‘-z‘b——?‘ '
De la
s T4y =2y p l { $|1‘2=q+"\//—; (
f m;,+mr,=—v,y/1z—) \ [ -tﬂ‘a:l]""\/; 5
el
o= VEVp—g—rVE= g+
, 2= Vp—Vp—gqg—rVvp= g—h
(o")

8

s=—Vp+Vp—q+r/p=—g-+K

e — et
8

X

v=—VP—Vp—g+r/p=—5—K

gi=p M=p—q—ryp
Ki=p—gq+ryp.

11°. On peut faire r =1. D’abord r £ o, sinon, par les for-
mules (0') du 10°, h =K, zy=— #;, £»=— x; et &, deviendrait
bicarrée (7°).

Multiplions, ce qui est licite, x par r. On pourra diviser par r
les deux membres de 1’égalité (o) du 10°, ce qui revient 3 faire
r=r.

12°. Formons le rapport anharmonique

o (23— 1'1)(-2‘5—41‘2)‘
(@3 — 22) (24, — 21)

Par les formules (o’) du 10°, il viendra, tout calcul fait,

A2=(p —¢)* — p, puisque =1, et enfin

; K—172
(1 (p-—~~(/)‘l——/):(/;+qp‘-'['2_'_:] .
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Comme (10°) p 3£ 0, je poserai ¢ = pT et (1) devient

\ d =‘(I—T)‘-’~ (-Ii::->z(l+ T)?

(2) ) K+
- . K —r\2
\ (I—T)‘— (RTI) (l —l"T)’.

13°. Construisons maintenant ., avec les formules du 10°. On a,
puisque R = o,
rn—g=h, g=p,

M=p—q—g K=p—g-+yg,
d’oul successivement

rl4+p—org==p—q—g,
z P+ g =gz —1),
(12 +q ) =p(2ay—1)".

Toute autre racine donnerait le méme résultat, et il vient pour /,
S(z)= (a2 q)r—p(2z —1)

Mais, par les formules (2) du 12°, p et ¢ sont rationnels en T et
J(x) est encore un polynome en x et T i coefficients numériques.

14°. On sait que tous les groupes S linéaires, fractionnaires,
d’ordre fini, appartiennent & cinq types différents :

I. Circulaire (Kreistheilungsgruppe de M. Klein), dérivé de
’unique substitution

8,=1]z Rz]|, Rm=.
II. Pyramidal, dérivé de 8, et de
ESyt
(Doppelpyramidengruppe de M. Klein).
HI. Tétraédrique, isomorphe sans hémiédrie au groupe alterné
entre quatre letlres.

IV. Octaédrique, isomorphe sans hémiédric au groupe géndéral
O (1) entre quatre lettres.
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V. Icosaédrique, isomorphe sans hémiédrie au groupe alterné
enlre cing lettres.
Or, dans le cas actuel, le groupe G de h; posséde, en vertu de la
discussion précédente, les propriétés suivantes :

Si &, est équianharmonique, G est le groupe alterné entre quatre
lettres.

Si £, est harmonique, G provient de @ par la suppression de 2
(1°); G est isomorphe au groupe pyramidal pour m = 4.

Si s n’est ni harmonique ni équianharmonique, G dérive des
substitutions « et 8, a = Ba, a2=1, f2=1 ct est isomorphe au
groupe pyramidal pour m = 2.

On retrouve ainsi des résultats annoncés dans 'Introduction.

CHAPITRE 11.

CINQUIEME DEGRE.

13°. Soit maintenant une %y, dont x4, 2y, ..., x; seront les
cinq racines. Nommons G, le groupe de h; el G, le groupe des
substitutions de G qui laissent 2, immobile. Ces dernicres doivent
laisser fixe le rapport anharmonique

K-1= (x3— 21) (@, — x3) )
(@ —22) (z— 1)

Je suppose que I'on ait démontré (ce qui se fera un peu plus
loin) que K n’est ni harmonique ni équianharmonique. Alors G,
ne pourra contenir (Chapitre ) nic = (123)(4)nie =(1)(2)(34)
ct se réduira & g ou a un groupe contenu dans g. Ainsi G ne con-
tiendra aucune substitution laissant immobile plus d’une racine;
toutes les racines s’exprimeront rationnellement en fonction de
deux quelconques d’entre elles, ct, comme le degré est premier,
/i5 sera une équation de Galois. ’

G étant transitif a son ordre divisible par cing et contient la
substitution circulaire

s=(01234)=10{,¢+1] (mod. 5),

entee les cing racines x4, ({==0, 1, ..., 4). G s’oblient en com-
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binant avec & la substitution
©=|{ ] (mod. ).
Comme < est contenue dans g, on a B

2=, I2=1 (mod. 5),
! =4 (mod.5),
=144t =(0)(15)(23) = af,

T let = o—!,
G contient les dix substitutions
sk et =tohk, k=o0,1,92 3,4.
(v est isomorphe, pour m =5, au groupe pyramidal S du 14"

16°. Reste a montrer que K n’est ni harmonique ni équianhar-
monique.
Posons

}Io=l'4,’, #1=;20!, Hz-_—‘-plzy }13=242£» e = 032-

Elj% = x;— xj.

La substitution &, qui ne saurait manquer dans le groupe G, per-
mute les u circulairement :

o= (P-Oy 1y M2, M3, l"‘b)‘
On a :

Zy+...+ 2, =0,
et aussi
Moo = 0.

Enfin par un calcul facile

Szo=2(pu— ) + pa— P,
o) ) S5zy==2(o— M2) + Mz — M4,

Posons ensuite

a=paps. b=pap, c=ppe, A= popn,
€ = Itk B= oo ey
d’oul
u? = abcde,
XXVII. -
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ct
wpy = bde, e = cea, wps = dab, g = ebe, B = acd.

Remplacant dans les [ormules (o) les w par leurs valeurs, il

viendra
Spuxg=12be(c —d)+ alec — bd),

(n 5pzy=2ca(d— e) + b(da — ce),

............... D I I I I S P

par permutation circulaive des cinq lettres a, b, ¢, d et .
Remarquons que, si

ll:[):(t:d:e, R = LT ==...= A&}, = 0}
or
wt = abede # o,

il viendrait

Tyg=...=Z4,= 0,
ce qui est absurde. Aucune des cinq letires @, ..., ¢ n'est zéro,
car alors une des cinq lettres po, ..., u,, serait nulle et /; aurait
des racines égales.

17°. On a

Koo B2l meps @
1320140 o+ ) d+e
—Ka+c+d=o.

La substitation ¢ de G permute circulairement @, ..., ¢ lout
en laissant K invariable. Tl vient ainsi le systéme des cinq équa-
tions linéaires homogénes

—Ka + c+ d =o,

— Kb + d+ e=o,

(2) a - Ke “+ e=o,
a+ b — Kd =o,

b+ ¢ — Ke =o.

Aucune des a, ..., e n'est zéro (16°); donc

—K o 1 1 o
0 —K o 1 I

A= 1 o —K o t =(K—2)(K2+K—1)2=0.
I I o —K o
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Si K=2, a=b=...=¢, ce qui est absurde (16 in fine).

Ainsi
K24+ K—1=o.

Nommons 0 une racine primitive cinquiéme de 'unité et soit
p=0+4+10" 2=2+0>4+03et, en vertude 0" +... 4+ 6 + 1=,
p2+ p — 1=o. Les deux valeurs de K sont donc

K=10-+0¢ ct K =024 03,

On n’est ni dans le cas équianharmonique ni dans le cas harmo-

nique. C. Q. F. D.

18°. Sion annule K* 4+ K —1, en faisant par exemple K =8-4-6¢,
tous les premiers mineurs du déterminant A (17°) sont nuls; @, b,
¢, d, ¢ s'expriment en vertu des équations (2) du 17°, par des
fonctions linéaires, homogénes, a coefficients numériques, de
deux indéterminées u et ¢. Les substitutions o et = du groupe G
(15°) se traduisent sur u et ¢ par les deux substitutions linéaires
homogeénes 8 et & On peul Loujours supposer 8 mise sous forme
canonique; comme s°=1, 8§ =1 et

u 0%u

S =
v 0By

Comme 52=1, tTot=—=0"', on a aussi E2=1, 688 = 8~' c'est-
a-dire, par un calcul facile,
u v

6=

vou
et
1+fB=o0 (mod 3).

& doit permuter a, b, ..., e de la fagon suivante

t=(a)(be)(cd)
et 8§ ainsi
5 = (abcde).
Par conséquent

a= u +v, c =022y 4 0280,
b= 0xu + 0By, d =032y + 03By,
e = 0%2y 4 Q4o
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Portons dans la.premiére des équations (2) da 17°, il viendra
Ka =c¢-+d,

(04 0%) (& —+¢)=(02%~+ 03a) e 4 (0284 938 )0,

d’otr

as=3, (=3 (mod 5)
ou bien :

o==3, == (mod 5).

Je prendrai 2 = 2. On aura ainsi

l'a= u +y,
\[):—-02[!—‘:—0“&"
(vy =0 u+8e,

( d= 0w+ Oto,

e =031 4 02¢,

L’équation du cinquiéme degré qui admet a, b, ¢, d, e pour
racines est

AM)=N—5u0 3+ 5u2e? X —(ud+ v8)= o.

19°. Ainsiles deux substitutions ¢ = (01234) et T=(0)(14) (23)
de G se traduisent sur les i par les deux substitutions

(ko i [ro ks [hs) €1

o Lt {42 M3 o
— Mo — My — PR3 — M2 — 4

surles a, ..., e par les deux substitutions (abcde) et (a)(be)(cd);
sur u et ¢ par les deux substitutions

u 02w |

v B30

l

Enfin p= popy o phats, p?=abcde, reste invariable par o et
change de signe par =.

Les deux expressions u®—+ ¢3=p et uv = ¢ sont invariables
par 8 et &, c’est-a-dire par toutes les substitutions de G. p et ¢
sont donc rationnelles.
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Les deux quantités d’un des cinq couples

sont invariables par les mémes substitutions de G. Donc
Ty = ‘l’(a),v

{ désignant une fraction rationnelle a coefficients rationnels. Effec-
tuons la substitution ¢ sur I'expression

Zo— q’(a%

qui est nulle, c’est-a-dire & valeur rationnelle, on aura

Construisons ¢.

200, Portons les valeurs de a, ...,e données par les formules (1)
du 18, dans les formules (1) du 16°. Il viendra, tout calcul fait,

Sure= R(u —v)(ur+ v?),

j

R =5(02— 03)4 0 — 0,

5__pb

L'expression = r est invariable par toates les substitu-

tions de G, c’est-a-dire rationnelle.
Le quotient (u® — v3)(u — ¢)™"! est égal &
Ub 4 U3+ U0 4 Uod 4 0% = U 4 0% - ue (Ut + 0?) 4 uPel.
Or
uv =gq, w+v=a,
donc
s — o8

- = a*(a*—3q) + ¢

uw—v
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Alors
_ Rlu—v)(w+v2) Rr(u—vo)(u? + 02
e M - 5(ud—v9)
_rR a—ayq . .
R T et
d’ou
PR X
VX =5 e g+ g

X étant une indéterminée.
21°. Posons a* = ¢, on aura

__Rr {—2
TRy LT =3)+1

Mais « est racine de I'équation (18" in fine)

AMa)=a(a*—dqat+5q2)—p =o,
puisque
uv = gq, us+v3=p (19°).
Alors
gra(f? — 5L +5) =p

2
e N

Si, au lieu de raisonner sur z, et a, on avait raisonné sur x,
et b, x, et ¢, ... on aurait en les mémes résultats.

22°. En résumé, 'équation /iy s’obtient en éliminant { entre les
deux équations
__Rr [—o

— . - 2~ 57 4 5)2 = T.
x 5q ~’;(C—3)+" L(g 50+5) T

Il est licite de multiplicr tous les & par le facteur rationnel
Rr
5¢°
. . . Rr
ccla revient a fairc — =1.
5¢

On a A éliminer £ entre

{—2

=SS =T o a=

Le vésultant est bien un polynome du cinqui¢me degré entre {
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et T & cocfficients numériques. La relation algébrique entre
et T est du degré zéro.

23°. L’équation du cinquiéme degré qui vient d’étre construile
est-elle effectivement une anhafmonique? Autrement dit, tous les
rapports anharmoniques formés avec quatre racines quelconques
sont-ils constants?

Il faut répondre par I'affirmative. Donnons, en effet, le nom
de R;au systéme des six rapports anharmoniques distincts, formés
par les qualre racines autres que ;. On a vu au Chapitre I que
tous les termes de W; sont des fonelions rationnelles a coefficients
numériques d’un quelconque d’entre eux.

Toute I'analyse du présent Chapitre II a eu pour but de mon-
trer la constance du rapport anharmonique K du 15°. K est un
terme de W,. La substitution ¢ de G, qui permute circulairement
les cing systémes ¥;(i =o0,1,...,4) ne change pas la valeur
numérique constante, c’est-a-dire rationnelle, de K. Chacun des
cing systémes R; a un terme constant, c’est-a-dire tous ses termes
conslants. C. Q. F. D.

Nous avons ainsi établi les résultats annoncés dans I'lntro-
duction.



