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SUR LES SURFACES CUBIQUES AYANT UN AXE DE SYMETRIE TERNAIRE
ET SUR LES SURFACES CUBIQUES
POSSEDANT DES POINTS A INDICATRICE DU TROISIEME ORDRE;

Par M. DumonT.

L’équation générale des surfaces du troisitme ordre possédant
un axe de symétrie ternaire est

(1) { 6Axys+B(x3+ y3+33) + 3C(22y +xy 2+ y25 + Y32+ 32X + 372)
) “+3D(x2+y 2+ 32+ 6E(xy + y 53+ 22)+3F(r + y +35)+ G =o,

si cet axe est la droite bissectrice du triedre Oxyz et

(2) h3B3+3ks2+3ls+r+3m@2+y2)z+px(3y—a?)+3q(x?+y2=o,
ou bien

(2") 3(mas+pr+q)y2*+hz3+-3mzs —pr3+3ka2+3qx2+3lz+r=o,

si 'axe de symétrie est Oz et que Oy soit pris paralléle a 'ane
des directions asymptotiques des sections z=2). Ces équations
sont & six paramétres, mais peuvent étre ramenées a cinq par un
transport de I'origine ayant pour effet d’annuler G ou r.

Pour toute valeur 3, de 5, on a une section dont les asymptotes
forment un triangle équilatéral dont le centre est sur Oz et pour
les trois valeurs de z racines de I’équation

A
(3) hz3+3/m‘z2+315+l'+—];—'-;_,(mz—}—q):izo,

les sections sont des triangles A, B,C,, A,B,C, et A;B;C; dont
les cotés sont trois a trois dans trois plans formant un triédre. Par
exemple les cotés A, By, Ay By, A3 B; étant supposés ceux qui sont
parallélesa Oy, sont dans un plan mz + px + ¢ = o coupant O3

au point 3 = — %L par lequel passent aussi les plans

(B1Cy, By Gy, B3Cy) et (GiAyq, CoAy, C3Ay).

Les surfaces a axe de symétrie ternaire se présentent donc
comme un cas particulier des surfaces possédant trois points en
ligne droite tels que, pour chacun d’eux, le plan tangent coupe la
surface suivant trois droites concouranles. Ici, ces trois points
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sont sur la droite de I'infini des plans perpendiculaires 4 Oz; en
Pun d’eux concourent A B, A;B,, A;B;, en un second B, C,, B, C,,
B; C; et en un troisieme C; A, C.A, et CyA,.

Un point en lequel la surface est coupée par son plan tangent
suivant trois droites concourantes n’a plus une indicatrice du
second ordre, mais du troisiéme.

Désignons un tel point par I;. On voit qu’une transformation
homographique change la surface &4 symétrie ternaire en une sur-
face possédant trois points I, en ligne droite, a distance finie.
Réciproquement :

Tuatorkme. — Toute surface cubique possédant trois pointsl,
sur une droite d a distance finie, pour chacun desquels les trois
droites du plan tangent sont réelles, peut étre transformée
homographiquement en une surface a axe de symétrie ter-
naire.

Soient Iy, I, I} les trois points, a, b, ¢ les droites du plan tan-
genten I, &/, 0, c' et a’, ", ¢" les droites analogues pour I} et I7.
Chacune des droites de 'un des groupes coupe une de celles des
deux aulres groupes. Supposons que a coupe a' et @', que b coupe
0 et ' et que ¢ coupe ¢’ et .

On peuat d’abord transformer homologiquement de facon que
les trois triangles (ad’a”), (b0'V"), (cc'c”) deviennent équila-
téraux. Si, en effet, dans un plan P passant par d I'on déciit
sur I1; et sur I, T} des segments capables de 60°, puis que 'on
prenne le point d'intersection O des deux arcs pour centre d’ho-
mologie, que le plan d’homologie soit paralléle 4 la droite d et le
paramétre de la transformation tel que la transformée de d soit la
droite & 'infini du plan P, les droites concouranten I, en I eten 1}
auront respectivement comme transformées des paralléles a Ol,,
a O, et a Olj, c'est-a-dire des droites faisant entre elles des
angles de 60°. Par suite, les transformés des triangles (a a'a’),
(bO'Y"), (cc'c") sont des triangles équilatéraux, dont les cotés
sont paralléles trois a trois et situés dans les trois faces d’un angle
triédre. Les centres des trois triangles sont d’ailleurs sur une méme
droite et I'on peut maintenant projeter de facon que, les trois
triangles restant équilatéraux, la droite des centres soit perpendi-
culaire aux plans des trois triangles.
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Or, la surface obtenue ayant trois sections perpendiculaires
a une méme droite, qui possédent la symétrie ternaire par rapport
a cette droite, posséde elle-méme cette symélrie, comme on s’en
assure aisément.

Tutorimr. — Lorsqu’une surface cubique, sans point singu-
lier, posséde deux pointsl,, elle en posséde un troisiéme enligne
drotite avec les deux autres.

Soient I, 1, les deux points supposés, a, b, c et a', ¥, ¢’ les
groupes de droites de la surlace situéces dans les plans tangents en
ces points. Chacune des droites @, b, ¢ rencontre I'une des
droites a’, ', ¢'; supposons que a coupe a', que b coupe I’
et que ¢ coupe ¢’ et soient a’, b" et ¢” les troisiémes droites de la
surface dans les plans (aa’), (b0') et (cc’). Elles doivent ren-
contrer 131, au méme point, sinon la droite I, I}, aurait plus dc
trois points sur la surface et y serait tout enti¢re. Mais alors les
points I, I} par chacun desquels passeraient trois droites de la sur-
face non dans un méme plan, seraient des points singuliers, ce qui
est contraire a 'hypothése.

Soit I le point ou &', " et ¢’ coupent I, 1.

Ces trois droites sont, de plus, dans un méme plan, puisque le
point I} est supposé non singulier.

Une surface cubique peut posséder un quatriégme point I,. Elle
peut méme en posséder six répartis sur deux droites ne se coupant
pas. Pour le voir, il suffit de remarquer que si 'on fait m=¢=o
dans 'équation (2'), les trois sections réduiles & trois droites sont
formées de droites concourantes.

On peut aussi remarquer que, si 'on prend les deux droites
conlenant les points I (et supposées & distance finie) pour arétes
x=y =o0 el 5=1t=o0 du tétraédre de référcnce et quatre des
points I; pour sommets de ce tétra¢dre, 'équation dc la surface
peut prendre la forme

(4) zy(y —mz)+s.z5t(t —pz)=o.

Tutorime. — Une surface cubique possédant sixz points 1,
répartis sur deuzx droites k, l et tels que, pour chacun d’euz,
les trois droites de la surface soient réelles, ne peut posséder un
septieme point 1y satisfaisant a la méme condition.
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Soient Iy, I}, I} les points de £, J4, J}, J; ceux de {. Prenons I,
I, J; et J, pour sommels x=y=z=o0, 2=y =1t=0o0,
z=t=x=o0et 5=1t=y = o du téiraédre de référence.

Si un septiéme point I;, que nous appellerons 7,, existait, des
trois droites d, d’, d" qui y convergeraient, chacune rencontrerait
une droite de chacun des groupes concourant en I, en I, et en I}.

Supposons que d coupe

LJs, 1333 13J3,
que d' coupe

I3, L0313,
et que d” coupe

Ly, I3d, I3ds,

d, d" et d" sont sur les hyperboloides H, H' et H" définis respec-
tivement par les trois ternes de droites correspondantes (fig. 1).

Fig. 1.
T,

yt

Ces trois hyperboloides ont en commun les droites & et /, puis-
qu’ils contiennent chacun trois points de chacune de ces droites.
Mais ils contiennent aussi le point ; et par suite la sécante a & et
a [ passant par i3, donc enfin un quadrilatére gauche, de sorte que
ces trois quadriques font partie d’'un méme faisceau ayant pour base
un quadrilatére gauche. '

Les trois hyperboloides ont pour équations

(H) : pys— mxt=o,
(H") » . —pys-+pmzr 4+ yl=o,

(H") mpzr —muxl + yt = o.
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Or, la droite y = px, z = %l du premier est sur le second si

Vona pu?— mp + m*= o et sur le troisiéme 4 la méme condition.
Cette équation n’a pas de racines réelles en p, par suite les deux

cbtés du quadrilatére autres que & et /sontimaginaires et le point
n’est pas un point réel.



