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SUR UNE PROPRIETE ARITHMETIQUE DES LOGARITHMES
DES NOMBRES ALGEBRIQUES;

Par M. Care SthHrmer.

1. Sur Uapproximation des nombres incommensurables par
des nombres rationnels.

Soit o un nombre incommensurable réel et positif. Comme on
le sait, on peut le mettre d’une scule maniére sous la forme d'une



ol «y est un nomhre entier positif ou =0 €L Ol &y, Azy ...y Ay, «-.
. .. , . P, L1
sont tous enliers et positifs. Désignons par Q. les réduites suc-
n

cessives de celte fraction continue, de maniére que

Py = a,, e = ayay+ 1, eeny Py =a,Pp—+Pu-y, RS

P
Ql'—_—' i, Q2=a1a ey Qu+1:auQn+ Qn—h

P, et Q, sont alors des nombres entiers positils premicrs entre
eux.

Comme on le sait, la premi¢re démonstration d’existence des
nombres transcendants, due a Liouville ('), est basée sur une
propriété remarquable des nombres a, dans le cas ou 2 est un
nombre algébrique.

En effet, si o est une racine d’une équation algébrique a coefli-
cients entiers et de degré r, on a I'inégalité suivante

(') a, <M Q{;ﬂ?y

ot M est un nombre qui ne dépend pas de n.
Dans le présent Mémoire nous allons établir une inégalité pa-
reille pour les nombres positifs de la forme

IO‘,',‘A

*~ bgB

b

ou A et B sont des nombres algébriques; par conséquent aussi
pour les logarithmes vulgaires des nombres algébriques.
(Cas B=10.)

Commencons par quelques généralités. Suivons un procédé in-
diqué par M. Borel dans son exposé des recherches de Liouville (?).
Soit f() une lonclion analytique réelle de la variable réelle z,
admettant le nombre o comme zéro simple, et réguliére en ce

(1) Journal de Liouville, t. XVI.
(*) BonkL, Lecons sur la théorie des fonctions. p. 26.
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point. Soit @, b un intervalle réel contenant a et assez petit
pour que f(z) soit réguliére et n’ait pas d’autres zéros dans cet
intervalle.

Soit‘g une fraction irréductible, valeur approchée de « et con-

tenue dans a, b.
Pour toute valeur z eontenue dans l'intervalle a, b, on a

Lf'(z) [ <M,

ot M est une constante ne dépendant que de l'intervalle @, b. En
appliquant la formule de Taylor arrétée a son premier terme, ona

ORI CERY SRICES) St

Or, a 48 (-;—7 — a.) étant contenue dans I'intervalle a, b, on aura

| ()| <[§ =[x
ce qui donne
(2) , |2 - >l—f(§—>‘.

. g Ly . P . .
Si, en particulier, ’;}- est une des réduites == de « développé en

n

fraction continue, on a l'inégalité suivante (') :

. P, i
(3) Q_II - < a/&QI’L
ce qui donne
) s —— .

als(g)
n Q’l
Pour en déduire des inégalités comme (1) il faut trouver une

limite inférieure simple de lf<§)

exprimée comme fonction de

g par exemple. C’est ce qui est trés facile dans le cas oir f(x)
est un polynome de x a coefficients entiers et de degré 7. En effet,

(') BonkL, Lecons sur la theorie des fonctions, p. 3o.
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ce polynome étant supposé n’avoir pas de racine rationnelle, on a
y p )

1)1

ce qui donne immédiatement l'inégalité de Liouville (1).

2. Inégalités fondamentales pour les logarithmes.

Soient A et B deux nombres positifs qu’on peut supposer pour
plus de simplicité > 1. Posons

logA
(6) logB —

o

et supposons que a soil incommensurable. Pour cela il faut et il
suffit qu'il n’existe pas de nombres entiers positifs m et n tels que
Am —=Bn,

Nous allons appliquer a ce nombre « le procédé que nous avons
indiqué. A et B étant > 1, a sera positif. Conservons les mémes
notations qu’auparavant. Alors a est racine positive de 1'équation

Br—A=o0
et la fonction f aura la valeur
S(z)=Br—A,
d’on
S'(z) = B~ logB.

Nous allons trouver une limite inférieure pour . o étant

/()

incommensurable, cette quantité est positive. Posons

(11(2)

l | BP — A7 | = A7,

P
=[B’I—A =Aa,

Nous allons distinguer deux cas: B? > A7 et B> << A9.

Dans le premier cas on aura
1
14+¢e= (1+¢').
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En prenant les logarithmes et en appliquant la formule appro-

chée

x
log(1+ &) = — 00 <1
8 ) T+ 0z’ <b<

on c¢n déduit
3 e

1
|+Oa_§ 1+ 0¢’

G et § élant compris entre zéro et 1. Cela donne

eI

(8) &> .

1+ &

-

Dans le second cas on aura sirement ¢ et ¢ moindres que 1 et

1—e=(1—2'),
d’ \ 11 b
ou l'on tire, comme auparavant,

€ 1 :

i —0: qa1—06z2’

d’ou
aI
e > —(1—¢
q( )
et comme ¢ < 1
EI EI
eI+ =) > -
. q q
ce qui donne
|
( e> .
9) y q 1+z

Des inégalités (8) ct (g) on tire

p A_d
(IO) ‘f<§>|>q T+
ou ¢’ est donné par la formule (7). En substituant cette valeur

dans la formule (2), il viendra

P_ A E
(11) ]q a|>qu+a,

Cela posé, considérons les quotients incomplets a,, a, ...,
@y « .. de 2 développé en [raction continue illimitée. En combi-
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nant les inégalités (4) et (10) on obtient

. M4z,
(12) a, < N Onon
ot

, | BPw— Al |
(13) €n = AW

Or, comme a, est un nombre entier, il faut que ¢, pour n
croissant soit de I'ordre de Q,'. Par conséquent on peut tronver
un nombre positif K indépendant de n et ne dépendant que de A
et B, tel que

?\1 (14 2,) < K,
ce qui donne

AQu

(14) a, <K Q—n [ B — AU I .

3. Propriétés des logarithmes des nombres algébriques.

Jusqu’ici nous n’avons pas fait d’autres hypothéses sur la nature
des nombres A et B, que de les supposer plus grands que 1 et tels

logA . .
ue & — i—— soit incommensurable. Admettons de plus qu’ils
q s plus q

soient des nombres algébriques. Soient, respectivement,

(15) Mo AV 4+ M APt 4. 4+ My A+ My =o (My>o0)
et
(16) NoBY+ N,Bv-14 ..+~ Ny 1B+ Ny, =0 (No>o0)

les éguations irréductibles aux coefficients entiers, auxquelles sa-
tisfont A et B. Désignons par

1\1 :)\, 1\2, A:;, ceey AU.
les racines de 1'équation (15) ct par
B,=B, Bs, Bj ..., B,

les racines de (16). Posons

e

(1) MY N¥(A¢4—Br) =

/
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~ logA . .
Comme a = loZB est supposé incommensurable, z sera diffé-

rent de zéro. Nous allons éliminer A et B entre les équations (15),
(16) et (17). Posons

MJNZ (A7 — B2) = NE(My A;)7 — M{(N,B,)r = 5.

.

Alors z sera racine de 'équation algébrique
q g q

(8) IIGE—=m =0

ij
le produit étant étendu aux valeurs

i=1,2 3, ..., 1

J=1,2,3 ..,V

En effectuant la multiplication au premier membre de (18),
cette équation peut s’écrire

(18") a4+ Gyt 4. ..+ Cpatv—P+ ...+ Cyy = 0.

Les coefficients C, seront des nombres entiers ou nuls. En
effet C, est une fonction symétrique des quantités M, A;, dont les
coefficients sont des fonctions symétriques aux coefficients en-
tiers des Ny Bj. Comme les My A; et le§ N, B; sont respectivement
racines des équations

ot + Myzb-t 4+ MoMyab—2 4 ...+~ MV M, = o
et '
2V +Nyav=! 4+~ Ny Ngwb—2 + ... 4+ N} 'N, = o,

il s’ensuit, par la théorie des fonctions symétriques ('), que C, est
un polynome aux coefficients entiers des coefficients de ces deux
équations et, par conséquent, égal & un nombre entier ou nul.

Cela posé, nous allons trouver une limite supérieure des
nombres | Cp|. On a évidemment, en désignant par K un nombre
plus grand que tous les | A;| et | B;|,

|56, | <MINP(KP + K7).

(') Voir, par exemple, SERRET : Cours d’Algébre superieure, t. 1, p. 317.
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Or, ’q—) étant une valeur approchée de o, on peut supposer qu'il

existe un nombre positif 7 > 1 et tel qu’on a pour tous les p et ¢
p q P petqg

rq>p.
Cela donne

| 5071 < 2[Mo NG KrJs.
On en tire que

| Cpl < (Mo NjKr)p7 < A (Mo Nj Kr)wva
ou A ne dépend que de p et de v et non de p et de ¢g. En posant
(MoNj Kr)pv =N,
on aura ainsi 'inégalité cherchée
(19) ]Cp|<)\N'I,

A et N étant des nombres fixes, dépendant de la nature de A et
de B et non de p et de gq.

Cela posé, il est facile de trouver une limite inférieure de l 3.
Si I'équation (18) a des racines nulles, soient
Cyy=o, Cpv-1=0, ceny Cpv—r+1=0
et
Cp,v._)‘zo.

Comme les coefficients C sont des nombres entiers ou nuls, on
aura

(20) |Cp_v_)\|§l.

Alors, le nombre z, défini par I'équation (17) et, d’aprés notre
hypothése, différent de zéro, est racine de I’équation

(21) s 4 Cawv-d14 . 4+ Cyy-r =0, (ASo).
Or, comme on le sait ('), on a 'inégalité suivante

| Cu.v—) |

z ‘——__——
1> reT 6o

ou |G| est le plus grand des nombres |C,|, |Cs, ..., | Cuvoroa |-

(') Voir, par exemple, SERRET : Cours d’Algébre supérieure, t. I, p. 88.
XXvi. 10
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En tenant compte des relations (19) et (20), cela donne
131> ——>
2AN7
ce qui donne, en substituant la valeur de 5 et en remarquant que

rq>p,

I

IA7—BP 1> SO, NTN)e
ou bien
(22) |Aq—Bv|>—)‘l
. Ny

ou A, et N, sont des nombres fixes dépendant senlement de la

nature de A et de B et non de p et de g.

Cela posé nous allons considérer le développement de « en
fraction continue. En combinant les inégalités (14) et (22), on
obtiendra le théoréme suivant :

Tutongme. — Soient A et B deux nombres algébriques posi-
tifs et > 1 et supposons que
logA
*= logB

soit incommensurable. Développons o en fraction continue’

tllimitée

et désignons par 63 la nié¢me réduite de cette fraction continue
n

de maniére que

Pl=a03 P =a, ag-+1, sy Ppyi=apPp+ Ppy, ey

Qi=1, Q:=ay, veny Qu+1=apQn+ Qny,

Alors on aura Uinégalité suivante

MQa
(23) a,<K Qn

ot K et M sont des nombres fizes dépendant de la nature de
A et de B et indépendants de n.
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4. Cas particuliers. Applications.

Faisons d’abord cette remarque bien évidente que, si B=1o0,
a se réduira au logarithme vulgaire du nombre algébrique A.

Considérons un autre cas trés simple, celui ot A et B sont des
nombres entiers. Rappelons la formule (14)

K AlQn
a, < Qn l BPr— AUn |

\ M .
ou K est un nombre fixe plus grand que IX (1 4+ cn). M est une li-
mite supérieure de | B*logB| dans un intervalle comprenant o et

P i e
tous les == et ¢, est définie par
n

. _ | Bfr— Al
n= I\Q"
Nous allons chercher des limites supéricures de M et de ¢,, ce

qui donne une valcur de K. Considérons d’abord M. Comme

P, 1
—_ | < — <1
Qn an,Q3}
Pn . ,.
toutes les == seront comprises dans lintervalle « — 1, a+ 1 et,

n
pal‘ conséquenl, on peut poser

M = Bx+11ogB,
el, comme Bx=A,

(24) M = ABlogB.

Considérons la quantité ¢,. En multipliant P'inégalité (3) par
Q. logB, et en se rappelant la valeur de o, on obtient

logB
ap, Qn

|PrlogB—QulogA| < < logB

ou bien

Pﬂv
log }SE l < logB.
Si B™ > A% on en déduit

(25) 143, < B.
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Si, au contraire, B* << AY, on aura 5, <1 et

1—e€,

et I'on retombe sur I'inégalité ci-dessus en remarquant que B> 1.

On voit ainsi, par les inégalités (24) et (25), qu’on peut prendre
pour K le nombre B2logB, de sorte que la relation (14) prend
la forme

AQB2logB
’"
(14" <Q [BP— Al |

En remarqhant que |B™ — A% |Z1, on en déduit le théoréme
suivant, corollaire de notre théoréme général :
log A
logB
est incommensurable. En développant o en fraction continue
et en conservant les mémes notations qu'auparavdnt, on aura

Soient A et B deux nombres entiers >1 et tels que a =

(26) ap, < —— B?lovB
Qn
Du théoréme général on peut tirer des conséquences intéres-
santes pour la théorie des nombres transcendants. En effet, si
I'on forme une fraction continue illimitée, ou a, 2F(n), F(n)

étant >K Q " pour n assez grand, et cela quels que soient les

nombres K et M, I'inégalité (23) ne peut pas subsister pour n
assez grand, et comme il en sera de méme pour l'inégalité de Liou-
ville (1), la valeur de la fraction continue sera un nombre

transcendant qui ne sera pas égal & un nombre de la forme
logA
log

B’ A et B étant des nombres algébriques positifs et >1.

Il suffit, pour cela, de poser, par exemple,

a, = nQn.

Alors le nombre
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sera un nombre transcendant qui ne sera pas égal & un nombre de

la forme :
b

conséquent, qui ne sera pas égal a un logarithme vulgaire
d’un nombre algébrique positif.

Remarquons que I'existence de pareils nombres transcendants
découle a priori des recherches de Cantor. En effet, il a démontré
que l'ensemble des nombres transcendants a la puissance du
continu, tandis que I'ensemble des nombres algébriques est dé-
nombrable (*); comme il en est de méme de I’ensemble des nombres
logA
logB
infinité non dénombrable de nombres transcendants de la pro-

» A et B étant algébriques, positifs et >1, et, par

s> A et B étant aloel)rlqnes, il s’ensuit qu’il y a encore une

priété demandée.
De méme que nous avons traité, dans ce Mémoire, des nombres
logA

de la forme {2, on pourrait appliquer le méme procédé aux
L]
nombres
dx
arctangA arcsinA \/(l—a,i\(x—ﬁ 2 )
arctangB’ arcsin B’ /« dx
V(t—x?) (1 — krz?)

el a une infinité d’autres.

(') Voir BoREL : Legons, etc., p. 24, et Journal de Crelle, t. 77.



