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SUR UN INVARIANT yUN SYSTÈME DE DEUX TRIANGLES
ET LA THÉORIE DES INTÉGRALES DOUBLES;

Par M. LE Roux.

l. Dans une Note récente relative à un problème d'inversion
d'intégrale double, j'ai été amené à considérer une intégrale double
de la forme

i . - i r ^ V(uv)dudv1 . 2 r ^ V ( u v ) d u i
""Tï2 / / / x y \3

J J \ u-.)
T7ti / / 7 ~ x y^

évaluée suivant une surface fermée.
Cette intégrale se rapproche par certaines propriétés de l'inté-

grale simple.
_i_ rf(z)dz
iv.ij {z —vC)2

qui donne la dérivée def(x).
Dans la présente Note je m'occupe seulement de la différen-

tielle double
du dv

(.-"-•^^--y-\\^\ u v }
qui devient

du dv
( u x 4- vy -+-1 )3

pour le changement de M, ^, en ^-r et ~^1-'

Cette dinerentielle est liée à un certain invariant projectif d'un
système de deux triangles par une relation analogue à celle qui
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existe entre la différentielle simple

dz
(z-^r-

et le rapport anharmonique.
Considérons, en effet, dans le plan un système de deux triangles

déterminés, le premier par ses sommets, le second par ses côtés.
Soient Xi^y^ Zi ( î== i, 2, 3) les coordonnées ponctuelles des
sommets du premier, u^ Vi, çvi(i== i , 2, 3) les coordonnées lan-
gentielles des côtés du second.

Si l'on pose

port
D A

Xi yi Si
Xî y^ z^
ïV 3 Y 3 ^3

=D,
Ut ^i Wi

Ui \>î W^

Us Vs W3

= = A ,

(^ia-i-4-Piyi-T- Wt Zi) ( Uî 3-2 -+- ^2^2 -^ w^ z^ )(us x^ +^3^34-^3^3')

constitue évidemment un invariant projectif absolu de la figure
formée par les deux triangles, et peut être considéré dans un cer-
tain sens comme une généralisation du rapport anharmonique de
deux couples de points.

Supposons que, d'une part, les sommets du premier et, d'autre
part, les côtés du second soient des éléments infiniment voisins.
Le numérateur de p devient alors le produit de deux différen-
tielles doubles ^différentielles binaires, suivant l'expression de
M. Méray).

En introduisant pour chaque série de variables deux systèmes
d'accroissements infiniment petits, nous désignerons par

•r, y , -s; x ^ - d ^ x , y -+- d^y, z -+- d^z\ x-^-d^x, y 4- d^y, s + d^z

les éléments du premier triangle, et par

u, v, w\ u^dtU, v-hdiv, w-\-d^w\ u ^ d ^ u , v-^d^v, w 4- d.iw

les éléments du second. Nous poserons, en outre,

d\x d\y
^ d ( x , y y ,

d^x d^y
XXV11I. 11
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le rapport p prend alors la forme

\x d(y, z) -h y d(z, x) -+- zd(x,y)[ [u d(v^ w) -+- v d(w^ u} -+- w d(u, v)]
{ux -4- vy—\- wz)3

En particulier poiir z === i , w == i, celte expression devient

d(v,y)d(u,v) ^
(ux -\-vy -\- i)3

Etrectuons, sur les variables x, y, une transformation homo-
^raphique quelconque, et sur les variables u^ v la transformation
réciproque. En désignant par X, Y, U, V les nouvelles coordon-
nées, nous aurons, diaprés ce qui précède,

d ( ^ y ) , d ( a ^ ) ^ <(X, Y), d{ U, V)
(^.r-+-py-+-i)3 (UX-+- .VY-4- I ) 3 i

d(u,v) __ d(X, Y) d(V,\)

(0
ou bien

(2 ) (ux-^vy -4-I)3 = d(x\y) ( U X 4- VY 4- i)3 '

Cette relation est analogue à la suivante :

dz _ ^X dZ
(z-^xy ~~ ̂  ( Z — X ^

que Fon déduit de la considération du rapport anharmonique.
L^équalion (i), qu^il est facile de vérifier directement, permet

de calculer l'un des déterminants fonctionnels

d(u,v) d(x.y}
d(\],\)' ^ ( X , Y )

quand on connaît l'autre.
Nous avons, par exemple,

d(u,v) _ (M.r-4-^4-1)3 ^(X,Y)
d(V,V) ~ (UX-hVY+i)3 d { x , y }

Si nous remplaçons, dans le second membre, a?, y parles coor-
données A'o^yo de la nouvelle origine, nous trouvons

d(u,v} . ,Jû?(X,Y)
—^-/-(^^o+^o+îp'-^-^-^</(U,V) —— • r j v • '/ \d(x^y)\^

y^yo
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2. L'intégrale double ( < )

r r d { x , y )
1 ! J J (ux-}- vy-^- i)3 '

étendue à Paire d'un triangle non coupé par la droite

M . r 4 - p ^ 4 - i = = o ,

est l'analogue de l'intégrale simple Ç dz -_ On peut l'obtenirJ \^ — xy 1

sous une forme simple qui se prête admirablement à l'application
des formules de M. Poincaré pour les résidus d'intégrales doubles.
Soient

(D i ) a^x-^-b^y 4- ci = o,
( D ^ ) a.iX^r- b^y ^- 0^== o,
(Da 03^4-63^4-^3=0

les côtés du triangle. L'ordre de ces côtés donne le sens du par-
cours et définit le signe de l'intégrale.

Nous posons
Oi 61 C'i

A == 02 62 ^2

^3 63 C3

et nous désignons par A,, B,, G, les coefficients des éléments a/,
bi, a dans ce déterminant. .Soit, en outre, A, le déterminant obtenu
en remplaçant dans A les éléments de la t101»6 ligne par u, v i :

A/ == A/ u -h B/ v 4- G/.

Effectuons la transformation homographique

a\x -\- b^y -\- ci ^
u x 4- vy 4-1 -- )

02 x 4- b^y 4- Cî _ „
ux 4- ̂ 4-1 —

(') La notation rf(^y) pour la différentielle présente des avantages sur les-
quels ,1 est inutile d'insister. Voir les Mémoires de M. Méray {Annales de l 9 École
normale, 1899).
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Le déterminant fonctionnel ' x i J / est égal àa ( A , Y ) °

(M.y -h vy 4- i)5

A a '

On a, par conséquent,

^(^^) ^(X,Y)
( M a? 4-^7-l-i )3 ^3

oa bien, en intégrant,

-n^^^ff^
An triangle proposé correspond dans le nouveau système le

triangle déterminé par les axes de coordonnées et par la droite D;,
dont l'équation est, sous la nouvelle forme,

A — A i X — A a Y ==o.

De plus les aires intérieures des deux triangles se correspondent.
On a donc

//^'w
et, par suite,

d { x , y ) A21-//.J J ( ux -+- vy -}- i)3 Ai AÏ A3

C'est le résultat que nous voulions obtenir.
L'équation (3) montre que l'intégrale double

d ( x , y )//,J J (M.r-t-^4-1)3

peut être considérée comme une transformée homographique de
Faire.


