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MEMOIRES.

SUR LES SURFACES DE TRANSLATION ET LES FONCTIONS ABELIENNES;

Par M. H. Poincaré.

M. Lie, dans une série de Notes (Archiv for Matematik og
Naturvidenskab, vol. 7; Comptes rendus; 1892; Berichte der
K. Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften; 1896), a
montré qu’une surface (ou une variété de I’espace a plus de trois
dimensions) ne peut étre doublement de translation que si elle
est engendrée d’une certaine maniére par un systéme de fonctions
abéliennes ou par leurs dégénérescences.

La démonstration de Lie repose sur la considération de cer-
taines équations aux dérivées partiglles.

Dans un Mémoire publié au Journal de Liouville (1895), j’al
été conduit moi-méme & aborder le méme probléme par une voie
toute différente.

Depuis, en réfléchissant a cette question, j’ai trouvé un troi-
siéme chemin qui peut conduire au but; le théoréme fondamental
se trouve démontré d’une fagon pour ainsi dire intuitive et sans
qu’on ait a faire intervenir des équations aux dérivées partielles
de Lie.

Malheureusement, la démonstration de ce théoréme n’est pas
tout el elle devrait étre suivie d’une longue discussion & caunse du
trés grand nombre de cas particuliers que l'on est forcé de dis-
tinguer. Je ne les ai pas tous traités; je me suis borné a parler de
ceux sur lesquels j’avais a dire quelque chose de nouveau. Pour
les autres, qui sont d'ailleurs trés particuliers, je n’aurais pu que
renvoyer aux travaux de Lie.

I. — THEOREME FONDAMENTAL.

Supposons qu'une surface soit doublement de translation.
Comme elle est de translation, ses équations pourront se mettre
XXIX. 5
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sous la forme

z = fi(t) + fa(t),
(1) ¥ = e1(t) + ea(ts),

z = Y1 (t1) + Y2 (22),
ou ¢, et ¢, sont deux variables indépendantes; et comme elle est
doublement de translation, cela pourra se faire de deux maniéres,
de sorte qu’on aura, outre les équations (1), les équations

z = f3(t) + fi(ts),
(1 bis) ¥ = @3(23) + 9a (&),
s =4Y3(t) + du(ty),
t; et ¢, étant deux autres variables.
Posons

J1(t1) = uy, Sa(te) = u,y, J3(t3) =— usy, L) =—u,
P1(21) = vy, P2(ta) = 09, P3(t3) = — 93, () =— o,
$i(ty) = wy, o (t2) = wy, Y3(t3) = — wy, Gi(8) =— w,.

En rapprochant les équations (1) et (1 bis), nous aurons

uy -+ Uz + uz + u, = 0,
(‘2) V1 + 99 + 93 + 9, =0,

Wyt Wa—+ W3+ W, = O.

Ces relations doivent avoir lieu quelles que soient les va-
riables ¢, et t,, les deux autres variables ¢, et ¢; étant précisément
définies en fonctions de ¢, et de ¢, par ces relations (2).

Considérons les trois dérivées f',(¢,), ¢, (¢,), ¥, (¢,) des trois
fonctions f,, ¢, et §, et regardons-les comme les coordonnées
homogeénes d’un point M, dans un plan. ’

Définissons de méme le point M; dont les coordonnées homo-
génes seront

Sit), 9i(&), $i(t) (i=1,2,3,4).

Nous aurons ainsi quatre points M,, M, M3, M,. Chacun de
ces points décrira une courbe plane. J'appellerai C; la courbe
décrite par le point M,.

Nous pouvons dire également que les coordonnées homogénes
de M; sont

du;= fi(&) dt;, dv;= ?;(li) dt;, dw;= $;(¢) dt; (i=1,2),
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ou
du; = ——f:(t,) dt;, dvi=—o;(t;)dt;, dw;=— §;(t;)dt; (i=3,9).

Faisons d’abord varier ¢, en laissant ¢, constant, de telle sorte

que
dt,: du,: d02= sz= 05

la différentiation des équations (2) nous donnera

duy + duz + du, = o,
(3) d"] +d93 +d95 =0,
dwy+ dwz+ dw, = o.

Faisons ensuite varier ¢, en laissant ¢; constant, de telle sorte

que
dt( = du,: dv!z dwi = 0,

la différentiation des équations (2) nous donnera

du, + duz + du, = o,
(3 bis) dvs + dvg + dv, = o,
dws + dwz—+ dw, = o.

Les équations (3) signifient que les trois points M, M;, M,
sont en ligne droite etles équations (3 bis) que les trois points M,,
M,, M, sont en ligne droite. Les quatre points M,, M,, M;, M,
sont donc en ligne droite.

La droite M; M, M; M, est une ligne droite quelconque du plan;
en effet, les variables £, et ¢, étant indépendantes, le point M, est
un point quelconque de C, et le point M, un point quelconque
de C;. En joignant un point quelconque de C, et un point quel-
conque de C,, on obtient évidemment une droite quelconque du
plan.

Supposons que nous fassions varier cette droite d’une maniére
continue; les quatre points M, M,, M3, M, varieront également
d’une maniére continue. Supposons maintenant qu'au bout d’un
certain temps cette droite mobile soit revenue a sa position ini-
tiale; on peut se demander si les quatre points M; reviendront
également a leur position initiale.

Ce que je me propose de démontrer, c’est que, quand la droite
mobile revient a sa position initiale, I'ensemble des.quatre points
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n’a pas changé; ces points ont pu seulement s’échanger entre
eux.

Jen déduirai que I’ensemble des courbes C,, C,, C;, C, forme
une courbe plane algébrique du quatri¢éme ordre. Dans certains
cas particuliers, cette courbe peut se décomposer, de telle fagon
que plusieurs des courbes C; peuvent étre distinctes. Mais, en
général, la cov~be du quatriéme degré est indécomposable, de
sorte que les ¢ vut1  courbes sont Ie prolongement analytique 'une
de Pautre.

Pour établir ces différents points, j’envisage d’abord une tan-
gente T a la courbe C,. Je suppose qu'’il s’agisse d’une tangente
ordinaire et non d’une tangente d’inflexion. Je suppose que la
droite M, M;M;M; que j’appelle D soit d’abord trés voisine de T,
qu’on la fasse varier d’'une maniére continue de fagon qu’elle reste
toujours trés pea différente de T et qu’elle revienne finalement a
sa position initiale aprés avoir tourné autour de T.

Dans ces conditions, le point M, est d’abord trés voisin du
point de contact de T et de G,, il reste ensuite trés voisin de ce
point de contact; mais, quand la droite D revient & sa position
initiale, le point M; ne revient pas i sa posilion initiale; il s’est
échangé avec un autre point d’intersection M, de la droite D et
de la courbe C,.

Soient de méme M), M, M, ce que deviennent les points d’in-
tersection de D avec C,, C; et C; quand la droite D, aprés avoir
tourné autour de T, revient a sa position initiale. Ces points M,
M), M, peuvent différer des posilions initiales M,, M3, M, de ces
points d'intersection ou se confondre avec elles.

Soient u;, ¢}, w; les valeurs de = fi(t:), &= 0;(t;), == di(ts)
correspondant au point M; (on prend le signe + pour i=1, 2,
et le signe — pour i =3, 4); on a alors les relations

Uy +ufy + Uy + Uy =o,
(2 bis) o) 40y 0y +9), =0,
W)+ Wy + Wi+ wi = o.

Le point M, différant du point M, on ne saurait avoir

uy =y, V=1, wh = wy.
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On aura donc, par exemple,

Uy 2 u.

Dans ces conditions, on ne saurait avoir a la fois
U= Uy, Uz = uy, u,=uy,

sans quoi il y aurait incompatibilité entre la premiére relation (2)
et la premiére relation (2 bis). Il faut donc que I'un au moins
des points M), M), M, différe du point correspondant M,, M,
ou M;,.

11 faut donc que, par exemple, le point M, se soit échangé avec
un autre point d’intersection M, de la courbe C; et de la droite D
quand cette droite D a tourné autour de T.

11 est clair qu’il n’en serait pas ainsi si la droite T coupait la
courbe C, en un point ordinaire (trés voisin de M,) et sans le
toucher.

D’ou cette conclusion : la droite T doit étre tangente a l'une
des courbes C,, C;, C; ou passer par I'un des points singuliers de
ces courbes.

Ce raisonnement s’applique & toutes les tangentes de la
courbe C,; or, il est clair que toutes ces tangentes ne peuvent
pas passer par un des points singuliers de:C,, C; ou C; ou toucher
en deux points différents, outre la courbe C,, une autre des
courbes C,, C; et C,.

Si une tangente T de C, passe par un point singulier de C,, C;
ou G,, il est clair que la tangente infiniment voisine ne passera
pas par ce point. Si une droite T touche C, et C; en deux points P,
et P, différents, il est clair que la tangente de C, dont le point
de contact est infiniment voisin de P, ne touchera pas C,.

Il faut donc que le point de contact d’une tangente quelconque T
de G, se confonde avec le point de contact de cette méme tan-
gente avec une autre de trois courbes C;, C; et C,; il faut donc
que deux au moins des quatre courbes, C, et C, par exemple,
se confondent ou plutét soient le prolongement analytique I’'une
de l'autre.

Que se passera-t-il alors si la droite D toarne autour de la tar-
gente T qui touche les deux courbes C, et C; (qui se prolongent
analytiquement I'une I’autre) en un certain point P ? Dans ka posi-
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tion initiale, les deux points M, et M, seront. trés voisins I'un de
Pautre et trés voisins du point P. Quand la droite D aura décrit
un tour complet, les deux points d’intersection M, et M, se seront
échangés, les points M; et M, étant d’ailleurs revenus a leurs po-
sitions initiales.

L’ensemble des quatre points M,, M,, M;, M, n’aura pas
varié.

Ce raisonnement, toulefois, demande a étre complété. Car
I’échange entre plusieurs points d'intersection de la droite D et
de la courbe G, pourrail se faire aussi quand la droite D, au lieu
de tourner autour d'une tangente ordinaire de la courbe C,, tour-
nerait autour d’une tangente singuliére, par exemple d’une tan-
gente d’inflexion, ou autour d’une droite passant par un point
singulier de C,. :

Pour ne pas avoir a répéter notre raisonnement pour chacun
de ces cas, j’emploierai l'artifice suivant. J’envisage une position
particuliére D, de la droite D et les positions correspondantes M},
Mj, M3, M? des quatre points M,, M,, M;, M,.

Supposons que la droite D, vienne couper la courbe C, en un
point M, autre que le point M{. Soient P, et Q, deux points dela
courbe G, trés voisins de M{; nous pouvons toujours supposer
que la langente en Q, est une tangente ordinaire. Soit T cette
tangente en Q,; les points P, et M} appartenant tous deux 2 la
courbe C, et étant trés voisins de Q,, la droite M{P, différera
trés peu de T.

Considérons maintenant une suite continue de points M tous
situés sur la courbe G, et allant de M, jusqu’en P,; soit S cette
suite. Faisons maintenant varier la droite D de la maniére sui-
vante : nous joindrons successivement le point M} a tous les
points M, de la suite S depuis le point M/, jusqu’au point P,, de
telle facon que la droite D se confonde a I'origine avec Mj M|
et & la fin avec M{P,.

La droite D étant ainsi devenue trés voisine de T, je pourrai la
faire tourner autour de T, sans qu’elle cesse jamais d’étre trés
voisine de cette tangente. Aprés un tour complet, elle se confon-
dra de nouveau avec M!P,.

Je joindrai ensuite le point M} a tous les points M, de la suite S
depuis le point P, jusqu’au point M/, de telle fagon que la droite D,
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repassant par les mémes positions dans I'ordre inverse, se con-
fonde a 'origine avec M{ P, pour revenir finalement a sa position
primitive MY M.

La droite D a ainsi décrit un véritable lacet, qui se divise en
trois parties; comment, dans ces trois parties, se sont comportés
les points d’intersection ? Dans la premiére partie, la droite D a
occupé successivement les positions M{M',, MIM|, M{P,; l'un
des points d’intersection M} est resté fixe; un autre est parti
de M, pour aboutir en P; en parcourant d’une fagon continue
toute la suite S.

Dans la deuxiéme partie, la droite D tourne autour de T et,
comme T est une tangente ordinaire et que M{ et P, sont trés
voisins du point de contact, les deux points d’intersection M}
et Py s’échangent.

Dans la troisiéme partie, la droite D repasse, dans 'ordre in-
verse, par les mémes positions que dans la premiére partie; le
point qui coincidait avec M? pendant toute la premiére partie
coincidera avec P, 4 la fin de la deuxiéme partie et, pendant la
troisiéme partie, variera d’une fagon continue de P, a M, en par-
courant toute la suite S. Le point qui coincidait avec M, au début
de la premiére partie et avec P, 4 la fin de la premiére partie se
trouvera en M9 a la fin de la deuxiéme partie et restera fixe en M
pendant toute la troisiéme partie.

Finalement, les deux points M et M, se seront échangés.

Voyons ce que deviennent les quatre points M,, M,, M;, M,
quand on fait varier ainsi la droite D. Le point M, est celui des
points d’intersection de D et de C,; qui se confondait primitive-
ment avec MJ. Il se confondra donc avec M{ pendant toute la
premiére partie du lacet, s’échangera avec P, pendant la deuxiéme
partie et variera de P, 4 M, pendant la troisiéme partie.

D’aprés ce que nous venons de voir, quand D tournera autour
de T, M, doit s’échanger avec 'un des trois points My, M,, M;; si,
par exemple, il s’échange avec M,, les points My et M, reviennent
a leur position primitive, et la courbe C, estle prolongement ana-
lytique de la courbe C,.

Dans la deuxiéme partie du lacet, les deux points d'intersection
M{ et P, s’échangent; or, M, coincide avec M? au début de la
deuxiéme partie et avec P, a la fin. Comme il doit s’échanger
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avec M, c’est que M, coincide avec P, au début de la deuxiéme
partie et avec M} 4 la fin. ,

Comment maintenant se comporte M, dans la premiére et la
deuxiéme parties du lacet ? M, est I'intersection de D avec la
courbe C, qui est identique 4 la courbe C, ; il est clair que si nous
faisons parcourir & D en sens inverse la premiére partie du lacet,
de facon a ramener le droite D dans sa position initiale Dy, le
point M,, qui coincide avec P, quand la droite D (a la fin de la
premiére partie du lacet) est en M{P,, parcourra en sens inverse
la suite S, de sorte qu’il se trouvera en M, quand la droite D sera
enD,.

Ainsi, le point MY (c’est-a-dire la position que prend M,
quand D est en D,) n’est autre chose que M.

Si donc la droite Dy coupe la courbe C; en un autre point
que M{, cet autre point ne peut étre quel’un des points

Mg, Mg, Mi.

Ainsi, la droite D, (qui est une droite quelconque) ne peut
avoir avec I'’ensemble des courbes C,, C,, C;, C; d’autres points
d’intersection que les quatre points M7, M3, M3, M3.

Donc l'ensemble de ces quatre courbes forme une courbe algé-
brique du quatriéme degré. C. Q. F. D.

De la, il est aisé de déduire le théoréme de Lie que les seules
surfaces qui soient doublement de translation sont les surfaces

8(r,y,3)=o0

(ol O est la fonction @ ordinaire A trois variables) et leurs dégé-
nérescences.

II. — EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS.

Le raisonnement s’étend presque sans changement au cas d'un
plus grand nombre de variables.

Soient zy, %, ..., Zp les coordonnées d’un point dans I'espace
a p dimensions et supposons que Fon ait dans cet espace une
variété V a p — 1 dimensions qui soit doublement de translation.

Les équations de la variété V pourront se mettre sous la forme

(1) z'q:fq.l(tl)+fr1.2(tz)+-~-+fq.p-1(tp—l) (g=1,2,..,p)

tiytay «.uuy tp_y 6lant p —1 variables indépendantes.



— 69 —

La variété V étant deux fois de translation, ses équations pour-
ront se mettre de deux maniéres sous la forme (1), de sorte que
nous aurons, outre les relations (1), les relations

(1 bis) ze= fq.p(tp) +fq.p+1 (tpr1) oot faap—2(tap—2) (g =1,2, ..., p),

Ol py tpyriy Lpyay « -+, Lap_o représentent p — 1 nouvelles va-
riables.
Si nous posons
=1,2y...,P
() = s (q Y25 0y
Failti) = ug. i=1,2...,p—1)

fq.t(ti) =— Uq.i (q =1,2y -0y, P i=P,P+" ey 2P — 2)»
des relations (1) et (1 bis) nous déduirons les suivantes :
(2) ugy+Ugat...+Ugap—3—+ Ugop-2=0 (g=1,2,...,p)

ou les p —1 variables ¢, ¢y, ..., t,_, doivent étre regardées
comme indépendantes, tandis que les p — 1 variables ¢p, tpi4, ...,
typ_s sont des fonctions des p — 1 premiéres.

Considérons maintenant

ilt), Sau(l)y, ooy Sfpi(t)

ou, si I'on préfére,
dul.i: dui!.i) ey dup,l')

comme les coordonnées homogénes d'un point M; dans I'espace
a p —1 dimensions, et appelons C; la courbe gauche de I'espace
a p — 1 dimensions qui est décrite par le point M,.

Supposons que I'on fasse varier ¢,, les variables ¢,, t3, ..., tpy
demeurant conslantes de telle sorte que 'on ait

dti=dugi=o0 (i=2,3,...,p—1;9=1,2,...,p)
La différentiation des relations (2) nous donnera alors
(3) dugy—+dugp+ dug pr1+dug pra—+...+ditgaps=o0,
et ’on trouverait de méme

dug i+ dug p+dug piy+ + dug.ap-2=o0

(3 bis) %
(g=12,..,pihk=1,2)...,p—1).
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Ces relations signifient que les 2p — 2 points
M‘, Mg, sy Mgp_.z

sont dans une méme variété plane P a4 p — 2 dimensions. Je dirai,
pour abréger, dans un méme plan P.

Voyons maintenant comment pourraient s’échanger entre eux
les différents points d’intersection de la courbe C; et du plan P.

Soient T un plan tangent a G, et M{ le point de contact; je sup-
poserai que ce plan tangent soit un plan tangent ordinaire ren-
contrant la courbe en deux points confondus; je supposerai, de
plus, que ce plan ne touche ni la courbe C,, ni aucune des autres
courbes C; en un autre point que M{; ce n’est donc ni un plan
tangenl commun & deux courbes C;, ni un plan touchant double
a C,. Je supposerai que ce n’esl pas non plus un plan tangent a la
fois en M a deux branches de courbe C, et C; tangentes 1'une a
Pautre. Il est clair,en effet, que les plans tangents & C, satislont
en général A toutes ces condilions.

Supposons ensuite que le plan P, d’abord trés peu différent
de T, fasse un tour complet autour de T. Le plan P, dans sa posi-
tion primitive, coupe C, en deux points M, et M/ trés voisins
de M,. Quand P a tourné autour de T, ces deux points M, et M,
s’échangent;lesautres points d’intersectionde Pavecles courbes G,
reviennent & leurs positions primitives.

Quand P tourne autour de T, le point M, change; par consé-
quent, pour que les relations (2) subsistent, il faut que I'un au
moins des autres points M;, le point M,, change également.

Or cela ne peut arriver que d’une seule maniére, puisque,
d’aprés nos hypothéses, le plan T n’est pas tangent & la fois a
deux branches de courbe différentes; cela ne peut arriver que si
les deux courbes C, et C, sont le p'ro]ongement analytique I'une
de l'autre.

Dans ce cas, M n’est autre chose que M,, de sorte que les deux
points M, et M, s’échangent simplement.

Reprenons maintenant le raisonnement dans toute sa généra-
lité.

Soit Py une position particuliére du plan P et M} la position
correspondante du point M;.

Je suppose que P, coupe G, en un point M différent de MY.
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Soient Q, et R, deux points de G, trés voisins de M; nous pou-
vons toujours supposer que le plan tangent T en Q, est un plan
tangent ordinaire. Jentends par la: 1° que ce plan tangent
rencontre la courbe en_ deux points confondus seulement;
2° qu'il n’est pas tangent & la fois 4 deux branches de courbe C;
différentes (soit en touchant la courbe C,; en deux points diffé-
rents, ou en touchant la courbe C, et une courbe G; en deux points
différents; soit en touchant en Q, deux branches de courbe C,
et C; tangentes l'une a l'autre, mais différentes 'une de I'autre).

Faisons maintenant décrire au plan P un lacet.

Dans la premiére partie du lacet, le plan P part de la position P,
et aboutit 4 une position finale ou il passe par R, et M{ et est trés
peu différent de T; dans les positions intermédiaires, il ne cesse
pas de passer par M{. Par conséquent, I'un des points d’intersec-
tion de P et de C, est resté fixe en M?, 'autre a varié d’'une ma-
niére continue de M, a R,; le point M, en particulier est resté fixe
en MJ.

Dans la deuxiéme partie du lacet, le plan P décrit un tour com-
plet autourde T. Les deux points d’intersection de P et de C, qui
sont en M? et R, s’échangent entre eux. Le plan T étant un plan
tangent ordinaire, deux des points M;, a savoir M, et, par
exemple, M, s’échangent; les autres'points M; reviennent a leurs
posilions primitives. Le point M, qui était en M{ au commence-
ment de cette deuxiéme partie vient donc en R, ala fin et I'on voit
qu’inversement le point M, devait étre en R, au commencement
de la deuxiéme partie et venir en M} a la fin. Enfin les deux
courbes C, et C, doivent étre le prolongement analytique I'une de
Pautre.

Dans la troisiéme partie du lacet, le plan P repasse dans I'ordre
inverse, par les positions qu’ﬂ a occupées dans la premiére. Les
points d’intersection de P avec C, (ou avec son prolongement ana-
lytique C;) qui, au début de la troisiéme partie, se trouvaient
en R, et en MY, doivent venir a la fin de cette troisiéme partie
en M) et M{. Les points My, My, ..., M3,_; qui avaient, i la fin
de la deuxiéme partie, repris les mémes positions qu’au début de
la deuxiéme partie, repasseront dans la troisiéme partie, dans
Pordre inverse par les mémes positions que dans la premiére par-
tie; de sorte qu’ils seront a la fin de la troisiéme partie-dans les
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mémes positions qu’au début de la premiére partie, c’est-a-dire
en M3, M3, ..., M7, ,. Le point M, qui, au début de la troisi¢éme
partie, était en R,, viendra 4 la fin de la troisiéme partie en M; le
point M, qui était en M} sera encore en M 2 la fin de la troisiéme
partie.

Enfin, le point M, qui était en R, 4 la fin de la premiére partie
avait dd, pendant cette premiére partie, coincider constamment
avec un des points d’intersection de C, et de P, puisque G, et C,
ne différent pas au point de vue analytique. Avec lequel de ces
points d’intersection ? Il est clair que c’est avec celui qui esten R,
a la fin de la premiére partie. Nous devons donc conclure qu’au
début de la premiére partie il était en M.

Donc M, n’est autre chose que MJ.

Ainsi, il ne peut pas y avoir d’autre point d’intersection de P,
et de G, que les points M?.

Donc 'ensemble des courbes C; forme une courbe algébrique
d’ordre 2p — 2.

III. — DiscussioN.

Considérons donc cette courbe d’ordre 2 p — 2 que j'appellerai
la courbe C et qui est formée de I'ensemble des courbes C;. Je dis
maintenant que les quantités que nous avons appelées u,.; sont
des intégrales abéliennes de premiére espéce relatives a cette
courbe algébrique.

Nous avons représenté par

du._i, du,',-, ceey du,,.,-

les coordonnées homogénes du point M;; nous pouvons repré-
senter de méme par
du,, du,, ceey du,,

ou
du,,=f’q_,-(t) dt

les coordonnées homogénes du point général M de la courbe C
[comme en général C est indécomposable, de sorte que les diffé-
rentes courbes C; sont le prolongement analytique les unes des
autres, je puis écrire simplement f, (¢) au lieu de f;.;(¢), de sorte

que du,= f,(t)dt)].
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Je poserai d’ailleurs

dwy _duy _ dupy _ dup
3 T &
Premikre prorosiTiON. — Supposons d’abord que la courbe C

ne présente aucun point singulier, tel que point double, point
de rebroussement, etc.

Alors dans le voisinage d’un point quelconque de Cles rapports
des coordonnées £ a 'une d’entre elles, & §, par exemple, seront

€1

des fonctions holomorphes de I'un de ces rapports, deE par

exemple.
Soit M un point de C dont les coordonnées sont &, &,, ..., &p;

£
&

» je dirai que toutes les fonctions holo-

si, par exemple, dans le voisinage de ce point, tous les 3= sont fonc-

&
E

sont des fonctions holomorphes du point analytique

tions holomorphes de ;-

§1
&

(& &2y -+, Ep) ou simplement du point M. Si; dans le voi-

&

sinage de M, ce n’élaient pas tous les £ qui fussent fonctions
p

holomorphes de ; Ep’ mais tous les Ejl
fonctions holomorphes de %ﬁ—, ce seraient alors les fonctions ho-
EE que j'appellerais fonctions holomorphes du
point M, etc.; dans tous les cas, cette expression, fonction holo-
morphe du point M, se trouvera parfaitement définie.

Si, dans le voisinage d'un point de G, la fonction «, n’est pas
une fonction holomorphe du point M, je dirai que ce point est un
point singulier de la fonction u,.

Je dis maintenant que la fonction u, n’aura pas de point sin-
gulier. Considérons, en effet, le plan P qui coupe C aux
2p — 2 points

morphes

» par exemple, qui fussent

lomorphes de

Mh Mb ceey M2p—2:
de sorte qu’on aura

(1) Ug.y -+ Ug.2 ... Ugap—2= O.

Si les points My, My, ..., M;,_» ne sont pas singuliers, les
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fonctions
Ugae, .y Ugap—2

seront holomorphes; en vertu de (1), la fonction u,., le sera éga-
lement, de sorte que le point M, ne sera pas non plus singulier.

Si le plan P passe par un point singulier de la fonction u, sur
C, il devra donc passer par un second point singulier. Mais le
plan P est quelconque; quelles que soient les positions attribuées
aux points singuliers, on pourrait donc faire passer le plan P par
un de ces points et par un seul. Or, cela est impossible, nous
venons de le voir; donc il ne peut y avoir de point singulier.

En particulier, la fonction wu, ne pourra devenir infinie (a
moins que le point M ne décrive une infinité de cycles sur la sur-
face de Riemann S relative 4 la courbe C), mais nous ne pouvons
encore affirmer que u, soit une fonction uniforme du point M;
nous voyons déja que w, revienl a sa valeur primitive quand le
point M décrit un contour fermé infiniment petit sur la surface
de Riemann S; mais il pourrait n’en pas étre de méme quand le
point M décrit un cycle fermé sur S.

Le raisonnement ne s’appliquerait pas sila courbe C présentait
un point singulier, un point double, par exemple; car alors tout
plan P passant par ce point double couperait C en deux points
confondus qui pourraient étre tous deux singuliers pour la fonc-
tion u. Tout plan P passant par un de ces points singuliers pas-
serait alors par ’autre. En revanche, le raisonnement s’applique
sans changement si la courbe algébrique C se décompose sans avoir
de point multiple.

DeuxiEME PROPOSITION. — Soient maintenant
V1, V3, ceey Pp
les intégrales abéliennes de premiére espéce de la courbe C et soit
vq.i la valeur de ¢4 au point M;. Nous aurons
(2) Vg1t 9Vqa+...+Vgep-2=0,
relations analogues aux relations (1).
Considérons maintenant
les dug: (g=1,2,...,p)
et les dog.; (g=1,2,...,h)



comme les coordonnées homogénes d’un point N; dans ’espace a
p -+ h — 1 dimensions. Nous trouverons comme plus haut par
différentiation

2p—2
dvg.i+ Edvq_k=o (g =1,2,...,h),
k=p
(2 bis) ¢ 2p—2
duq.i"‘zdum.k:o (m=1,2,...,p)
k=p
(i=1,2,...,p—1);

ces relations nous montrent que les 2 p — 2 points N; sont dans
une méme variélé plane P’ & p — 2 dimensions.

Soient C; la courbe décrite par le point N; et C’' 'ensemble des
courbes C,.

Soit P une position particuliére du plan P’ et soit N} la position
correspondante du point-N;. Soit T; la tangente a la courbe C’ au
point N}.

Pour définir P, il suffira de nous donner p — 1 des points N7,
par exemple les points N7, N3, ..., NJ_,. Nous pourrons toujours
supposer que ces p — 1 points n’appartiennent pas d une méme va-
riété plane a p — 3 dimensions. Si, en effet, les points Ny, Ny, ...,
N,_. appartenaient en général a un plan de p — 3 dimensions,
il en serait de méme des points M,, M,, ..., M,_, et alors la
courbe C devrait étre contenue dans un plan a p — 2 dimensions,
de sorte que la variété V se réduirait 4 un plan a p — 2 dimen-
sions.

Soit maintenant N! un point de C! infiniment voisin de N{; par

les p — 1 points
N{, Ng’ Ng: AR Ng—h

je puis faire passer une variété plane P} a p — 2 dimensions, infi-
niment peu différente de P;.
P’ coupera C' en p — 1 autres points
' P

NI‘H Nl‘l*‘h ey N;P-Z’
infiniment voisins des points

N§, Nfsyy ooy Nps.
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Les deux variétés P| et P ayant p — 2 points communs
Ny, NI, ..., No_,

(non situés sur une méme variété plane 3 p — 4 dimensions,
puisque avec Nj ils ne sont pas dans un plan & p — 3 dimensions)
détermineront une variété plane Q, 3 p — 1 dimensions.

Q, contiendra évidemment la droite

NgNy  (¢g=1,p,p+1,...,3p—2),

c’est-a-dire la tangente T4. (Clest ainsi que le plan tangent a un
céne contient les tangentes a toutes les courbes tracées surle céne
et coupant la génératrice de contact.)

Ainsi, la variété plane qui contient P, et la tangente T, contient

aussi les tangentes
TIM Tp+h vy T!p—!-

Comme rien ne distingue les différents points d’intersection de
C' et de P, je pourrais démontrer de méme que cette variété
contient aussi les tangentes

Tz, Ta, ceny Tp_,.

En résumé, a toute variété plane P’ 4 p — 2 dimensions coupant
C' en 2p —a2 points N; correspondra une variété plane Q a
p — 1 dimensions qui contiendra les 2 p — 2 tangentes T.

Soit maintenant P, une position de P’ infiniment voisine de P, ;
soient Qo et Q, les variétés Q correspondant 2 P; et & P,. Je me
propose de démontrer que Q, et Q, sontidentiques. Je désignerai
par N7 et N} les intersections de C' avec P et avec P}, et par T et
T? les tangentes correspondantes a (/.

En effet, supposons d’abord que P}, et P, ait un point commun,
par exemple N{. Alors Q, et Q, contiendront tous deux la tan-
gente T1.

De plus, Q, contient la tangente T] et Q, contient la tangente
infiniment voisine T7. En négligeant des infiniment petits d’ordre
supérieur, on peut dire que T et T} se coupent en un point infi-
niment voisin de Ng.

Donc, les 2 p — 2 points N7 sont infiniment voisins de I'inter-
section de Q. et Q,; la limite de I'intersection de Q, et Q,,
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quand P; et P, tendent & se confondre, ne peut donc étre que P;,.
Or cette intersection doit contenir la tangente T{. Mais en gé-
néral (c’est-a-dire si les points NP, N, ..., N)_| qui définissent
P, ont été choisis d’une facon quelconque sur '), la tangente T
ne fait pas partie de P (sans cela, en effet, la tangente a la
courbe G au point M, serait également, en général, dans le
plan P; or le plan P est un plan quelconque de p—2 dimen-
sions de l'espace plan & p — 1 dimensions ou se trouve C. 1l est
donc impossible que la tangente 3 G s’y trouve toujours). La
contradiction ne peut étre levée que si 'on suppose que Q, et Q.
se confondent. _

Ainsi Q. et Q, se confondent si P et P, ont comme point
commun N{=N3; ils se confondraient également si P, et P,
avaient comme point commun Nj = N3.

Supposons maintenant que P; et P, n’aient aucun point com-
mun. Je pourrai construire une variété P; passant par NY et par
N2. Alors P, et P} ayant pour point commun N?, Q, et Q; se
confondent; d’autre part, P, et P, ayant pour point commun N2,
Q; et Q, se confondent. Donc Q, et Q, se confondent encore.

Maintenant, si deux variétés Q correspondant a deux variétés P/
trés peu différentes se confondent, il est aisé de conclure que
deux variétés Q correspondant a deux variétés P’ quelconques
se confondront encore. Donc toutes les variétés Q se confon-
dent.

Donc, la courbe C' est située dans un espace plan a p —1 di-
mensions (le théoréme correspondant dans I'espace ordinaire est
le suivant : Si toutes les droites qui joignent deux points
quelconques d’une courbe gauche vont rencontrer cette méme
courbe en un troisiéme point, c’est que la courbe gauche se
réduit & une courbe plane). Remarquons que le raisonnement
s’applique quand méme les courbes C et (7' présenteraient des
points multiples ou seraient décomposables.

TroistkMe prorosiTioN. — Donc entre les p -+ 2 fonctions u
etv il y a A relations linéaires.
Donc p est au moins égal a 4 ; et, parmi les fonctions u, il yen
a h qui sont des combinaisons linéaires des intégrales abéliennes
de premiére espéce.
XXIX. 6
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Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer que
Uy, Uzy ooy Up

sont des intégrales abéliennes de premiére espéce.

Je dis qu'il en estde méme de u;(i> k).

En effet, du; est une différentielle abélienne, puisque du, en est
une et que

du,-: é dllq.
1

De plus, u; ne devenant pas infini sera une intégrale abélienne

de premiére espéce.

Ainsi toutes les fonctions u sont des intégrales abéliennes
de premiére espéce, de sorte que p = h.

Il semblerait que le raisonnement est en défaut si la courbe C
est unicursale, c’est-a-dire si A= o; onn’a pas, en effet, dans ce
cas, le droit de dire que du, est une différentielle abélienne,
puisque nous n’avons plus de différentielle abélienne de premiére
espéce.

Mais ce cas doit étre exclu. Et, en effet, si la courbe C est uni-
cursale, i1 n’y a plus de cycles sur la surface de Riemann S; il en
résulte que les fonctions u qui sont des fonctions holomorphes
du point M sur toute cette surface de Riemann sont en méme
temps des fonctions uniformes. Elles doivent donc se réduire a
des constantes.

Supposons maintenant que la courbe C présente des points
singuliers, par exemple des points doubles, des points de re-
broussement, etc.

Nous ne pourrons plus dire que la fonction %, est une fonction
holomorphe du point M sur toute la surface de Riemann S; elle
pourra présenter des singularités quand le point M vient en un
point singulier de C. Voyons quelle peut éire la nature de ces sin-
gularités.

Soit donc O un point singulier de C; le plan P coupera C en
2p — 2 points et quand la distance de ce plan P a O tendra vers
zéro de la maniére la plus générale, m de ces 2 p — 2 points ten-
dront vers O; de sorte que O sera un point multiple d’ordre m.
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Je suppose d’abord que m est au plus égal ap — 1.

Nous devons introduire ici la notion des intégrales de premiére
espéce dégénérées.

Lorsqu’une courbe algébrique acquiert un point double de plus,
son genre s’abaisse d’une unité; elle perd donc une intégrale abé-
lienne de premiére espéce. Que devient a la limite cette intégrale
de premiére espéce qui disparait ainsi? Elle devient une intégrale
de troisiéme espéce que j'appellerai intégrale de premiére espéce
dégénérée.

Dans le cas d’un point double ordinaire, il arrive que le point
double correspond a deux points de la surface de Riemann. L'in-
tégrale dégénérée correspondante est alors I'intégrale de troisiéme
espéce qui admet ces deux points comme points singuliers loga-
rithmiques avec deux résidus égaux et de signe contraire.

En vertu du théoréme d’Abel, sil’on coupe une courbe de I'es-
pace & p —1 dimensions par un plan & p — 2 dimensions, la
somme des valeurs d’une intégrale de premiére espéce relatives
aux différents points d’intersection sera une constante, par
exemple zéro. Par raison de continuité, cela sera encore vrai pour
une intégrale dégénérée.

Soit donc ¢ une intégrale de premiére espéce ou une intégrale
dégénérée relative a C, et ¢; sa valeur en M;; on aura

Vi Py~ .. Pap_s = O.

Regardons

du,.i, dusy ;. ooy dup.i-; dy;

comme les coordonnées homogénes d’un point N; dans I'espace a
p dimensions.

Soit C' 'ensemble des courbes décrites par les points N;j la
deuxiéme proposition restant vraie, cette courbe C' sera dans un
espace plan 4 p — 1 dimensions, c’est-a-dire que I'on aura

dv = ay duy+ oy dus+...~+ 2, dup,
les o étant des coefficients constants. On lire de la

£
du,,:dv kil ’
u,E,+a2§2+...—‘.-a,,E,,

ce qui montre que du, est une diflérentielle abélienne.



Le raisonnement s’applique sans difficulté au cas ou la courbe C
est indécomposable, et ot elle posséde au moins une intégrale de
premiére espéce ou une intégrale dégénérée.

Or, elle aura toujours au moins une intégrale de premiére es-
péce, & moins qu’elle ne soit unicursale.

D’autre part, si elle a un ou plusieurs points multiples, elle
aura au moins une intégrale dégénérée. En un de ces points
multiples viendront passer une ou plusieurs branches de courbe
distinctes. Par exemple, en un point double a tangentes séparées
passeront deux branches sans point singulier; en un point de re-
broussement une seule branche avec un point singulier; en un
point triple pourront passer ou bien trois branches sans point
singulier, ou bien une branche sans point singulier et une autre
a point de rebroussement, ou bien une branche unique avec un
point singulier d’ordre plus élevé, etc.

Si I'une des branches de courbe présente ainsi un point singu-
lier, l'intégrale de deuxiéme espéce qui admet ce point singulier
comme pdle sera une intégrale dégénérée. Si aucune des branches
n’admet de point singulier, il y aura au moins deux branches, et
le point multiple correspondra au moins a deux points de la sur-
face de Riemann (4 autant de points de cette surface qu’il y a de
branches distinctes). Alors, I'intégrale de troisiéme espéce qui
‘admet ces deux points comme points logarithmiques avec des ré-
sidus égaux et de signe contraire est une intégrale dégénérée.

Si la courbe C était indécomposable, le raisonnement ne serait
donc en défaut que si elle était unicursale et dépourvue de points
multiples.

Mais ce cas, comme nous I'avons remarqué plus haut, doit étre
exclu, car, en I'absence de point multiple et d‘aprés la premiére
proposition, les fonctions u sont holomorphes sur toute la surface
de Riemann et, si la courbe est unicursale, elles sont uniformes
et, par conséquent, se réduisent a des constantes.

1l en serait encore de méme si la courbe C était décomposable
et qu'une des composantes, que j'appellerai K, soit unicursale,
sans point multiple et ne coupant aucune des autres composantes.
En effet, les fonctions « ne peuvent avoir d’autres points singu-
liers que les points multiples des diverses composantes et leurs
points d'intersection; comme la courbe K ne passe par aucun de
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ces points, les fonctions « seront holomorphes sur toute la surface
de Riemann X relative 4 K; comme K est unicursale, cette sur-
face T n’aura pas de cycle et, par conséquent, les fonctions «
seront uniformes; clles se réduisent donc a des constantes sur
toute la surface 2.

Si alors nous reprenons les relations

u,l.|+ uq,g-’—. A Uq.2p—2= 0,

un certain nombre des quantités u«,.; (& savoir celles qui corres-
pondent aux points M; qui sont sur la composante K) se réduisent
a des constantes que I’on peut supposer nulles sans restreindre la
généralité. Alors la variété V aurait moins de p — 1 dimensions,
de sorte que ce cas doit étre encore exclu.

Supposons donc que C se décompose et qu’'une des compo-
santes K soit de genre supérieur a zéro, on ait un point multiple.
Cette composante admettra une intégrale de premiére espéce ou
une intégrale dégénérée. Appelons v cette intégrale. Sur les autres
composantes nous supposerons ¢ = o. Si la composante K ren-
contre une autre des composantes, il arrivera ainsi généralement
que ¢ n’aura pas la méme valeur sur les deux branches de courbe
qui passeront au point d’interseclion, mais cela n’a aucun incon-
vénient.

Si les du,.; et ¢; sont encore les coordonnées homogénes du
point N;, on verra encore que la courbe C' est dans un espace
plan 3 p — 1 dimensions; d’ou il résulte :

1° Que les composantes de C autres que K sont dans des plans
a moins de p — 1 dimensions;
2° Que sur les composantes K, on a

dv = ay duy+ ag dus+. ..+ a,duy,

d’oti 'on déduit, comme plus haut, que, sur cette composante K,
les du sont des difféventielles abéliennes.

Si donc toutes Jes composantes sont de genre supériear a zéro
ou ont un point multiple, il n’y a pas de difficulté.

Supposons donc qu’une composante K soit unicursale et sans
point multiple. Elle devra avoir au moins un point commun avec
une des autres composantes, le cas ou elle ne coupe aucune de ces
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composantes (tout en étant unicursale et sans point multiple)
ayant été exclu plus haut.

Supposons d’abord que K coupe une autre composante K’ en
deux points Q et Q.

Définissons une fonction ¢ de la facon suivante : Sur K, ¢ sera
I'intégrale de troisiéme espéce qui admet Q et ' comme points
logarithmiques avec les résidus —+ 1 et — 15 sur K/, ¢ sera I'inté-
grale de troisitme espéce qui admet Q et Q' comme points loga-
rithmiques avec les résidus — 1 et —+ 1; sur les aulres compo-
santes, ¢ sera nulle.

Dans ces conditions, on aura encore

-
en appelant ¢; la valeur de ¢ au point M.

Si donc duy.; et dv; sont les coordonnées homogénes de N, la
courbe C' sera dans un espace plan a4 p — 1 dimensions, d’ou il
résulte que, sur les composantes K et K, on a encore

dv =2 agdug,

et que, sur ces deux composantes, les du sont des différentielles
ahéliennes.

Le résultat s’étend au cas ou les deux composantes K et K’ se
touchent en un point Q, c’est-a-dire ot les deux points Q et Q' se
confondent; I'intégrale de troisiéme espéce ¢ se réduit alors a une
intégrale de deuxiéme espéce.

Considérons maintenant un autre cas: je suppose que, parmi
les composantes de C, il y en ait m que j’appellerai

Kly sz [ K,,,,

et qui se coupent mutuellement de telle sorte que K, coupe K,
en Q,, que K, coupe Ky en Q,, ..., que K,,_, coupe K, en Qn,
et enfin que K, coupe K, en Q..

Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indiflé-
remment K, par K, ou par K, et de méme Q, par Q, ou Qpyy,
K, par K, ou K, Qn par Q. ou Q,.

Alors K; coupe K/ en Q; et K;_, en Q;_,.
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Je dirai alors que ces composantes forment une chaine fermée.
Je définirai alors la fonction ¢ comme il suit : Sur K;, ce sera

I'intégrale de troisiéme espéce qui admet Q; et Q,;_, comme points

logarithmiques avec les résidus 41 et —1; sur les composantes

étrangéres a la chaine, ¢ sera nul.

On a alors Z¢;= o et, toujours par le méme raisonnement,
on verrait que sur les composantes de la chaine les du sont des
différentielles abéliennes.

Nous avons laissé de c6té un certain nombre de cas d’exception
qui pourraient sans doule étre traités par des principes analogues.

J’examinerai encore un cas dont la généralité est Lrés grande.

La courbe C, décomposable ou non, n’admet aucun point
multiple d’ordre supéricur ¢ p — 1.

Je commencerai par établir le point suivant :

Soient F = o, F, = o les équations de deux variétés algébriques
de méme degré & p — 2 dimensions et situées dans l'espace a
p — 1 dimensions. L’équation

F+)\F‘:O

sera 'équation générale da faisceau déterminé par ces deux va-

riétés.
Une variété quelconque du faisceau coupera Cen w points que
j'appellerai
My, My, ..., M,
Soient
Wigy UWigy ooy Uiy

les valeurs correspondantes de la fonction u;. Soient
b My, . M

les . points d'intersection de G avec une variété du faisceau infi-
niment voisine de la premiére. Ces w points seront évidemment
infiniment voisins de My, M,, ..., M.

Soit du; x 'accroissement que subit u«; x quand on passe de My
a M.

Je dis que l'on a

duiy+ duja+. ..+ dujy=o.
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Cest le théoréme d’Abel. Nous aurons ainsi montré que nos
fonctions u; satisfont au théoréme d’Abel comme les intégrales
abéliennes de premiére espéce.

du;.r

En effet, les fonctions w; ; et ~Z sont des fonctions holo-

morphes de A (ou de % pour X:oo) a part les exceplions sui-

vanles :

1° Quand la variété I + A F,; = o esL tangente & C et que, par
conséquent, plusieurs des points Mzs’échangent entre eux.(Soient,
par exemple, pour fixer les idées, les trois points My, My, M;;

mais alors la somme
du; du; du;
iy, duiy  duig
dh di d\

est fonction holomorphe de 2.)

2° Quand la variété F + AF, = o va passer par un point mul-
tiple ou singulier de la courbe C.

Nous avons vu, en effet, que les fonctions w; sont des fonctions
holomorphes du point M, sauf quand ce point M vient en un des
points multiples de C.

Si donc nous posons

dupr+duig+. ..+ duiy = ¢(X) di,

2()) est holomorphe <de méme que/@()\) dl), sauf pour les va-

leurs de A telles que F + AF, = o aille passer par un point mul-
tiple.

Supposons donc que pour A= %,, ¢ des points My, a savoir les
points M,, M., ..., M, aillent se confondre ensemble el avec un
point multiple A d’ordre ¢; les points Mg, ..., My restant dis-
tincts entre eax du point A et de tous les autres points singuliers.

Posons
dugy +dug, ...+ duig= ¢ (X)d\,

Aujgir~+ Auigra+. ..+ dujp= 93 (1) dA,
o(X) = @1(A) -+ 9a(R).
L est clair que fc‘az()\)a"/\ est encore holomorphe pour A=12,,

puisque les points My, ..., My restent ordinaires et que, par
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conséquent, les fonctions 1,41, ..., ., restent holomorphes.

Puisque q a été supposé toujours plus petit que p, par les
points M, M,, ..., Mg, je puis faire passer un plan que j’appelle
P; pour A = %, ce plan vient en P,. Soient M), M}, ..., M,,.,
les 2 p — 2 — ¢ autres points d’intersection de P avec C. Nous
supposerons que ces points restent ordinaires pour A="1%,. C'est-a-
dire que P, ne passe par aucun point multiple que A; qu’il ne
touche pas C en dehors de A; qu’il ne touche aucune des branches
de courbe qui passent par A. Soit u;, la valeur de la fonction w;
au point M. On aura

duiy+ duis—+. ..+ du; g+ duj (Heek du', = o,

lz[) 2—q
ce qui est la définition des fonctions w;; si donc on pose
2 ’ !
duy  +duj,...duj,, o, =¢(X)d},

il viendra
o' (M) =—¢1(}).

Comme les points M} restent ordinaires pour A = ), les fonc-

tions u;, restent holomorphes etil en est de méme de f?’()\) d,
de fcgl()\) dh el, par conséquent, de fcp(l)d)\. Donc la fonc-

tion /‘c?();) d), holomorphe pour toutes les valeurs de A (méme

pour ) = o0), se réduit a une constante. C. Q. F. D.

Il semble d’abord que nous nous sommes imposé de nombreuses
conditions restrictives, au sujet de la variété F + A, F,=o0 et du
plan P, qui ne doivent pas passer par d’autres points singuliers
que A, ni toucher C en dehors de A, ni toucher une des branches
de courbe qui passent en A.

Mais comme ces circonstances ne se présentent pas quand les
polynomes F et F, seront les plus généraux de leur degré, il est
possible d’étendre le théoréme & tous les cas par passage a la
limite.

Or nous savons que si une courbe, décomposable ou non, est
coupée en p. points par une variété I'=o, il y aura entre ces
w points /4 relations si notre courbe admet 7 intégrales abéliennes
de premiére espéce et dégénérées.
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Si ¢y, 92, ..., vssont ces intégrales et ¢;x la valeur de ¢, au
point My, ces 4 relations s’écriront

Vig = Vig.. . 9= 0 (i=1,2,...,h)

et iln’y en aura pas d’autres si le degré de F est suffisant.

Il résulte de 1a que les u; ne peuvent étre que des combinaisons
linéaires des ¢; et que p est au plus égal a A.

D’ailleurs, le méme raisonnement que plus haut (deuxiéme et
troisiéme propositions) montrerait que p est au moins égal a A.

On a donc p = A, ce qui sulfit pour établir le théoréme pro-
posé.



