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SUR LES SYSTÈMES RÉCIPROQUES DE POINTS :

Par M. R. BRICARD.

1. Je considère dans ce qui suit des systèmes constitués par
n points du plan ou de l'espace, qui seront toujours désignés par
une lettre quelconque affectée des indices i, 2, ..., n.

Deux systèmes de n points S=(a< .^....^etS^^, &„..., bn)
seront regardés comme identiques s'ils forment deux figures di-
rectement ou inversement semblables, deux points homologues
dans ces figures étant désignés par des lettres affectées d'un même
indice. On écrira alors

S'=S.

Si les deux systèmes S et S' forment des figures semblables, les
points homologues ne portant pas les mêmes indices, appelons T
la substitution qui fait passer de la permutation i , 2, .... /i à la
permutation formée par les indices des points b qui sont respec-
tivement homologues des points a^ ..., a^; on écrira

S'==ST.

2. Je vais maintenant définir ce que j'entends par systèmes
réciproques de points.

Considérons le système S = (a,, ..., ̂ ) et, prenant le point a,
pour pôle, soumettons à une inversion de puissance arbitraire
le système des points ̂ , ..., a^ Ces points sont ainsi remplacés
par de nouveaux points <, ...,a^. Le système (a,, a,,..., a^
sera dit réciproque du système S par rapport au point a,. Plus
généralement, si le système S' =3 (b,, . . . ,&„) est identique au
système (a,, a^ ..., d^) (en donnant au mot identique le sens
qui a été fixé plus haut), on dira que les systèmes S et S' sont
réciproques par rapport au couple de points {a,, b,). Il estbien
évident que S se déduit de S' comme S' a été déduit de S.
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il fait passer du système S à S', et

— loi —
.rappellerai Ri l'opération qui fait passer du système S

récrirai
S^SRp

On définira de même les opérations Ra, ..., R//, appliquées à
un système de n points.

On voit que les opérations R < , ..., R/; ne sont définies que si
on les applique à un système donné. Un exemple précisera le
sens de celle remarque. Effectuons d'abord sur le système S la
transposition des indices i et 2 et, au nouveau système, appli-
quons l'opération R<. L'opération définitive appliquée au sys-
tème S sera désignée par

(l2)Kl

et le système obtenu sera désigné par

S(i2)Ri.

Dans cette dernière expression, le symbole R < n'a pas le même
sens que dans l'expression SR<. Il est clair en effet que, géomé-
triquement, le système S( ia)Ri est identique au système SRa et
n'en diffère que par la transposition des indices i et 2.

Si au systèmeS on applique l'opération R/, au système obtenu
l'opération Ry, au nouveau système l'opération R^, et ainsi de
suite, l'opération définitive appliquée au système S sera désignée
par R/K/RA • • • , mais on ne doit pas perdre de vue que, dans
cette notation, le sens d'un symbole tel que R^ dépend des opé-
rations précédentes.

On a évidemment
R Î = R | . . . = R â = i .

3. Voici la propriété fondamentale des systèmes réciproques :

Si deux systèmes de points S ==(â^,..., a,,) etS!=(b^..^bn)
sont réciproques par rapport à un couple de points (ai, é<),
les systèmes dérivés de S, par l 1 application des diverses opé-
rations R^y ..., R,,, et les systèmes dérivés de S', par l'appli-
cation des mêmes opérations, sont géométriquement identiques
(c'est-à-dire à l'ordre près des indices).

Examinons, en effet, le résultat de l'opération R ^ R a R » appli-
quée au système S.
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La puissance d'inversion qui figure dan» la première opéra-
lion R < peut être prise égale au carré de la longueur du seg-
ment a,a^ l'opération R, ainsi particularisée ne change donc
ni le point a, ni le point a^.

Nous conserverons la même puissance d'inversion pour chacune
des deux autres opérations qui doivent être successivement appli-
quées au système; de la sorte, Popération R^R,, appliquée
au système S, laisse à leurs positions initiales le point a^ et le
point a^>.

Soit ai {Jlg. i) un autre point du système S; Popération R,

1̂ . i.

/^
V

lui substitue le point a\, Popération R^ le point aj, et Popé-
ration R| RaRi le point a[.

11 résulte d'une propriété bien connue de Pinversion que les
points ai et a[ sont symétriques par rapport au plan mené
perpendiculairement au segment a^a^ en son milieu. Voici
d'ailleurs la démonstration bien simple de cette proposition :

II est d'abord évident que les points a^ a^ a^ a\, a\, aj sont
tous dans un même plan. En outre, des couples de triangles sem-
blables, que Pon aperçoit immédiatement, donnent lieu aux éga-
lités d'angles

ai a.î ai = ai a\aî = a^a^a^,

a^ a i ai = 03 a} ai == ai a^ ai,

qui suffisent évidemment à établir la propriété dont il s'agit.
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D'après cela, le système formé par les points a < , 02, d'^ ... a"^

c'est-à-dire le système SR, l^l^i est symétrique, par rapport à un
plan, du système formé par les points rta, a^ 03, .. ., a,^ c'est-à-
dire du système S (12 ) ; on peut donc dire, en vertu de la con-
vention faite au début, que les systèmes SRi B-aB-i et S (12) sont
identiques, et écrire

R i R g R i == ( 1 2 )
ou

RI Ko == ( r 2 ) K i .
On a, en général,

(0 R / H y = = ( < / ) K , ,

ce qu i démontre bien la proposition énoncée au commencement
de ce paragraphe.

4. La propriété exprimée par la relation ( i ) se généralise aisé-
ment de la manière suivante : Soient Ty ==• i , T(, . . . ^ T ^ , _ ^ , les n\
subst i tut ions du groupe symétrique de n éléments. Nous consi-
dérerons les opérations en nombre ( n 4- i)!

U/, == T/< R/ ( h == o, i , . . . , n \ — \ ; i == o, i. . . . n ),

en posant
Ho= i.

Si l'on applique au système S l'opération UA et au système ob-
tenu l'opération UA', le système auquel on parvient finalement peut
être dérivé du système S par l'application d'une seule opération
U^ convenablement choisie. En d'autres termes, on peut écrire

u ^ u ^ = = u ^
et dire que les opérations U constituent un groupe.

Remarquons une fois encore que ce groupe ditï'ère de ceux que
l'on considère d'habitude en ce qu'une opération U n'est définie
que par la connaissance du système auquel elle s'applique,

II faut montrer l'existence d'une égalité telle que

(.^ T/J^T/^:=T^R,..

On voit d'abord que l'égalité ( i ) , après multiplication des deux
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membres à droite et à gauche par R/, donne

RyR,=R,(( / ) ;

de cette même égalité (i) on tire, par permutation des indices (et /,

R y R » = ( t / ) R y ,

d'où, par comparaison,

(3) B,(y)=(v)(R,) .

Montrons ensuite que, si les indices j et k sont différents de î,
l'opération B/ est permutable à la transposition (jk). On a, en
effet, la relation

W=(v)WW,
d'où l'on tire

^iW = R<(v)WOQ = (y}Ky(y^)Â:0
== (ij)W^kW == (y)(y/Q(^) Ko

c'est-à-dire

(4) R .W=WR<.

Les égalités (2) et (3), qu'il est d'ailleurs bien facile d'établir
directement, permettent d'écrire l'égalité plus générale

(5) TAR/=RyT^,

en se donnant arbitrairement h et (dans le premier membre et
en choisissant convenablementy et k dans le second. En effet T^
peut être décomposée en un produit de transpositions à la gauche
desquelles on fera successivement passer l'opération R, en appli-
quant à chaque fois l'égalité (3) ou l'égalité (4), suivant le cas.
On parviendra finalement à une égalité delà forme (5).

L'égalité (2) se démontre alors immédiatement. En effet, on
peut écrire

TAR^TA'R,' = TAR,Ry-T^ = Thdf) R/T^. = TA((, ) TA-R/. = TA.R/..

Montrons en terminant que le groupe des opérations U est
isomorphe au groupe symétrique de n 4- i éléments.
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En effet, toute substitution de ce dernier groupe peut se melire
et cela d'une seule manière, sous la forme

T/( T/ ( h, == o, i , . . . , n ! — i ; i == o, i , . . . n ),

en posant
ïo= î , <r/= (i, /l4- l).

L'égalité
T/,R,TA-R/.=T^R/.

entraîne la suivante
TA <!/ Th' <T(' == T/^Œy.

On le voit immédiatement, en remarquant que les égalités (3)
et (4) restent vraies si l'on y remplace les symboles R( par les
symboles 07. Cette constatation suffi t évidemment à entraîner
risomorphisme dont il s'agit; en effet, l'égalité (2) a pu être écrite
en utilisant seulement les égalités (3) et (4).

5. Quand les n points donnés appartiennent à un même plan,
on peut considérablement généraliser les résultats qui précèdent
en considérant les transformations quadratiques dont les triangles
fondamentaux ont pour sommets trois points quelconques appar-
tenant au système. C'est là un sujet d'étude sur lequel je me pro-
pose de revenir prochainement.

6. Les systèmes réciproques de points peuvent se présenter
dans certaines questions géométriques. Je vais donner un exemple
de ce fait, et il serait intéressant d'en trouver d'autres.

Nous aurons affaire, dans celte application, à des systèmes de
quatre points. Je dirai, pour abréger le langage, que les deux
tétraèdres a^ a^a^a^ et 6< 6363 64 sont réciproques par rapport
au couple de sommets (a^, 61), si les deux systèmes de points
(ai, a^, 03, 04), (6(, 63, 63, 64) sont réciproques par rapport au
couple de points (a<, &i).

Si les deux tétraèdres a\ a^a^a^ et b^ b^b^b^ sont réciproques
par rapport au couple de sommets (ai, b^), on a les égalités
d'angles

diO^a^ == bîb\b^, a^a\a^ = b^b\b^. a^a^a^ == b\b\b^.
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De plus, les égalités

a^a^.b^b.^ == a^a^.b^b-^ = a\a^.b^b',

peuvent s'écrire

rti ciî b\ b^ ai 03 ai a;, ai a', b\ b^
b\b^ b^b-î b^b^ b{b^ a\a^ b\b^

d^où il résulte que les triangles a^a^a^^ a^a^a^ a\a.^a^ sont
respectivement semblables aux triangles 6< 63 62? 6< 64 63, 6< 6264.

Réciproquement, si les deux tétraèdres a^a^a^a.^ 61626364
présentent ces trois couples de faces semblables, ils sont réci-
proques par rapport au couple de sommets (a< , 6<) .

Cela posé, on a le théorème suivant :

Soient a, 6, c, d,e cinq points quelconques de l'espace. Les
cinq tétraèdres, dont chacun a pour sommets les projections de
l'un des points donnés sur les /aces du tétraèdre ayant pour
sommets les quatre autres, sont deux à deux réciproques par
rapport à un couple de sommets convenablement choisi.

Soient, par exemple, Ca^ ̂  ^c? ^d les projections du point e
sur les faces du tétraèdre abcd (êa est sur la face bcd^ etc.);
soient de même Oe^ a&, Oc, ad les projections du point a sur les
faces du tétraèdre ebcd. Les/deux tétraèdres eaCbêced') Oe a^ Oc aa
sont réciproques par rapport au couple de sommets (e^, ae).

Pour établir celte proposition, il suffit, d'après ce qui a été dit,
de montrer que les triangles CaChêc^ eaCced-s Caêdeb sont Sem-
blables, respectivement, aux triangles

de ctc a/f, a^adO^ aga^a^.

Dans ce but , je calculerai les longueurs des arêtes de chacun
des tétraèdres. 11 suffît, en fait, de calculer pour chaque tétraèdre
des quantités auxquelles ses arêtes sont proportionnelles.

Par le point <?, menons un plan perpendiculaire à la droite cd
{jig. 2). Ce plan contient les points ëay e^ et rencontre la droite
cd en un point m\ le quadrilatère plan eeameb a deux angles
droits, en Ça et ^; Ca^h est donc, dans un cercle de diamètre em^
une corde sous-tendant un angle inscrit CaCeb égal au dièdre
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cd ou supplémentaire de ce dièdre. On a par suite l'égalité

./̂  ^ ,̂ \ ^ /"\
^ ̂  == em sin crf = ce sin ec6? sin c</,

ce que Von peut écrire
/ - . ^,\/acd.bcd . ^>\ i

CaCb = ^ce.casmeco^ ( ———-,— smcd ) —-j—.-—,»\ cd f acd.bcd

où acd^ bcd désigaent les aires des triangles acd^ bcd. Or, dans

Fig. 2.

l'égalité précédente, le premier facteur entre parenthèses a pour
valeur 2 ecd.

Le second facteur, en vertu d'une formule connue, a pour
valeur |V,V désignant le volume du tétraèdre abcd.

On peut donc écrire

ecd 3V
e^b = 3V ———, == . , , , . ; ecd.cab.dab.acd.bcd acd.bcd.cab.dah

C'est la formule à laquelle je voulais parvenir.
On formera de même les expressions des diverses arêtes du

tétraèdre Ga^b^c^d9 Toutes ces valeurs ont un facteur commun;
en le supprimant, on obtient les relations

CaCh

ea^c
CaCd

'•• ecCd

•- ed€b
: eb€c

ecd.cab.dab
edb.dac.bac
ebc.bad.cad

eab.acd.bcd

eac. adb. cdb
ead.abc .dbc,
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De même, le tétraèdre a^^bCic^d donne lieu aux relations sui-
vantes :

cieCib acd.ceb.deb
= deCtc adb.dec.bec
= deCid abc.bed.ced
== ctcdfi aeb.ecd.bcd
== (tdCih aec.edb.cdb
= abcic aed.ebc.dbc.

Au moyen de ces relations, on vérifiera aisément que les deux
tétraèdres CaCbecOd^ cleabCLcdd sont bien réciproques par rapport
au couple de sommets CaOe. Montrons, par exemple, que les
triangles CaChCc, OeOcOb sont semblables. On doit avoir

eaeb — eaec — eh ec

deCtc CteCtf) aifâc

ou
ecd.cab.dab edb.dac,bac ead.abc.dbc
adb.dec.bec acd.ceb.deb aed.ebc.dbc 9

ce qui est exact.
Notre théorème est donc établi. Il renferme des cas particu-

liers intéressants.
Tout d'abord, si l'un des tétraèdres tels queâ^â^ac<2rf se réduit

à un plan, il en est de même des cinq autres. On arrive ainsi à ce
théorème, établi directement et d'une manière toute différente
par M. Duporcq :

Si cinq points de ^espace sont tels qu'en projetant l'un
d'eux sur les faces du tétraèdre ayant pour sommets les
quatre autres^ on obtient quatre points dans un même plan y
il en est de même quand, dans cette construction^ on permute
d'une manière quelconque les rôles assignés aux cinq points (<).

On obtient une autre proposition particulière en supposant que

(*) Voirie Bulletin, 1901, p. 29. C'est en généralisant le théorème de M. Du-
porcq que j'ai obtenu le théorème du § 4 du présent Mémoire et que j'ai été
conduit, par une nouvelle extension, à la considération des systèmes réciproques
de n points.
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Pun des tétraèdres tels que dedb^c^d est régulier. 11 en est
alors de même des quatre tétraèdres analogues.

La propriété obtenue s^énonce comme le théorème de M. Du-
porcq, en remplaçant les mots quatre points dans un même
plan par ceux-ci ; sommets d^un tétraèdre régulier.


