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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES.

SUR UN SYSTEME NUMERIQUE COMPLEXE REPRESENTANT LE GROUPE
DES TRANSFORMATIONS CONFORMES DE L'ESPACE;

Par M. Comeesiac.

I
TRANSFORMATIONS CONFORMES ET GEOMETRIE DES SPHERES.

On sait que les transformations conformes de l'espace, c’est-a-
dire les transformations ponctuelles par lesquelles une figure
infinitésimale est transformée en une figure infinitésimale sem-
blable, peuvent étre caractérisées par la propriété de transfor-
mer les sphéres de rayon nul en d’autres sphéres de rayon nul,
puisque les transformations conformes peuvent étre définies
celles qui conservent le complexe des droites isotropes.

Une transformation conforme transforme aussi toute sphére en
une autre sphére, car la sphére est la seule surface qui présente
deux séries de génératrices isotropes.

Les transformations conformes sont susceptibles d’étre repré-
sentées d’une maniére trés simple, quand on prend pour élément
de ’espace la sphére.

Considérons I’équation d’une sphére sous la forme

(1) a (2 + Y+ 52 + 20T+ 20y + 2835+ 0 =0

et prenons les quantités ay, &, @3, %5, & pour coordonnées homo-
génes de la spheére.

XXX.
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Nous pouvons représenter une transformation conforme de

I’espace par une transformation linéaire homogéne en a,, a,, a,,
a3, 8, laissant invariante expression quadratique

(2) a} +a} + aj —a,0.

C’est ce groupe de transformations dont nous allons établir la
représentation au moyen d’un systéme numérique complexe.

Auparavant, nous ferons remarquer quelques propriétés de ce
groupe.

Ce groupe conserve la variété constituée par les sphéres de
rayon nul etreprésentée par 'équation quadratique

(3) al +a} +a} — a8 =o.
11 conserve également I'orthogonalité des sphéres, qui s’écrit

’ ’ h N —_—
2 (2, ) aydy+ azay) = ayd — %8 =o.

-

En particulier, les sphéres de rayon nul ayant leurs centres sur
une sphére S sont transformées en sphéres de rayon nul ayant
leurs centres sur la transformée S’ de S.

Ce groupe constitue le groupe fondamental de la Géométrie
des sphéres, comme le groupe des déplacements sans déformation
constitue le groupe fondamental de la Géométrie ponctuelle.

Remarquons enfin que les plans forment, dans le domaine des
sphéres, une variété qui est caractérisée par I'équation linéaire

%y = O

et qui est tangente a la quadrique (3), I’élément de contact étant

le plan de 'infini.
Le plan de I'infini doit donc aussi étre considéré comme une

sphére de rayon nul.

IL.

SYSTEMES NUMERIQUES DE LIPCHITZ.

Lipchitz (') a résolu le probléme consistant dans la détermi-
nation d’un syst¢éme numérique complexe susceptible de repré-

(') Lircuitz, Ueber die Summen von Quadraten. Bonn, Cohen und Sohn,
1886.
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senter un groupe de transformations linéaires homogénes a un
nombre quelconque de variables laissant invariante la somme des
carrés des variables. v

Nous exposerons d’abord succinctement les résultats auxquels
il est parvenu. Nous en ferons l'application au cas de cinq
variables. Il ne nous restera plus ensuite qu’a transformer par un
changement de variables I'expression quadratique (2) en une
somme de cinq carrés.

Une transformation linéaire homogéne & n variables

..?h Tay coey T,y
telle que l’on ait
/
T+ + . +rt=at+ 2+ ..+ 2,

peut s’écrire sous la forme générale

{ Aoz"‘ -+ kgg.l",-!*...—l— lng.t'n = loz'g—i- )\lg Te+ ...+ )\1,;1‘,;1
(4) )\|,$’I+)\o$[,+...A+ l,.,z",, = )\,,x|+)\.x,+...+ )\,,,a:,.a
N ®e0 et s 00000000000 @ e o0 v et s0 s ® e s a0 v eec e ]
l,,,z’,+l,nz',+...+ )\ox",,=)‘,ux|+ )\,.,w,-!—...-k-loz',,,
oul’on a
Aij= — Aji.

Le nombre des paramétres est 1 - 'i%_—')-

Introduisons de nouvelles quantités liées & ces paramétres.
Posons

Aap A Aac A Aad A
(5) Nabed = ab Aead —+ ac)\odb"" ad Abe

et, plus généralement, si a, b, ¢,..., f sont ar nombres,
désignons par Agsca... s P'expression qui a pour dénominateur
M;~' et pour nymérateur la somme des produits que I'on obtient
en multipliant r coefficients de la transformation (4), obtenus
en permutant, de toutes les maniérés possihles, les ar nombres
a,b,...,f.

Considérons maintenant 1’expression
A =20+ Uia Ma+...+ i_uu Mass ..

oU-Aey Xegj - ..y Aiassy -~ oDt les significations ci-dessus définies et
Ol Zygy .+ +y Ly234y. - - SODt des unités complexes ou clefs soumises a
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des régles de multiplication que I'on peut représenter d'une
maniére simple en posant

Lab = ka ks, ipa = ko ka, Labed = ka ko ke ka,

oy

ou ky, ks, ..., k, sont n unités primitives soumises aux régles de
multiplication suivantes :

koky = — kpka, k= —1.

Les expressions A forment un sysiéme numérique complexe i
2" unités indépendantes s, 715, ...y Liagey - - .-
Ces expressions jouissent des propriétés suivantes :

Si les coefficients A sont soumis aux relations (5), a chaque
transformation (4) correspond une expression A.

Le produit de deux telles expressions est une expression dans
laquelle les coefficients satisfont encore aux relations (5).

Ce produit représente précisément la transformation résultant
de la succession des deux premiéres.

Enfin, si 'on pose

X= /\‘,a:‘, +k2x2+. oo /c,,z',,,
X'=kazy+ kazy+...+ ko),

la transformation (4) peut étre représentée symboliquement par

I'équation complexe
AX'= XA,

Tels sont les résultats dus a Lipchitz, que nous allons d’abord
appliquer directement au cas de cinq variables.
La quantité complexe A est alors de la forme

A = ho+ Aaakoks+ Ay kaks~+ Mo ki ka—+ My &y by + Aoy kaky
+ Asvkski+ Msky ks + haghka ks + has ks ks —+ Mgk kg
+ Msasky kykyks+ Nosar ky ks ks hy+ Migsaky ks ky ks
+ Maas kykakaky~+ Mags ky ko ks k.

(6)

Nous grouperons les seize unités du systéme de la maniére

sulvante :
1, =hkaiks, J=k3kh k = kyks,

koks, kiksi=kikskaks,  kiksj = kiksksky, kiksk = kykskyks,
Kykalesky, (kyksksky)i=—kiks, (kikykshky) j =+ koky, (kikakshk)h = — kyky,
kykaksks, (kikskshy)i=—kyks, (Kikskaks)j =—koks,  (kikaksh)k = — kyks.
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On vérifie d'abord que ¢, j, k sont les unités quaternioniennes-
satisfaisant aux régles de maltiplication

(2=, Jt=—1, k2 =—1,

J=—ji=k, Jk=—kj=I, ki=—1ik=j.

On voit donc que les seize unités du systéme numérique
complexe considéré sont les produits des quatre unités quater-

nioniennes
, 1, & J, k
par les quatre unités

1, kiks, kiksksks, kikeksks,

commutalives avec les premiéres.
On vérifie également que ces quatre derniéres unités forment

un systéme numérique complexe donl; les régles de multiplica-
tion sont les suivantes :

(kykg)t=—1, (kykoksh, =1, (kykekoks)r=1,
(kiks) (kikaksky) = — (kyksksky) (kiks) = — kykaksks,
(kiks) (kikohkshs) =— (kikaksks) (Koks) = — ki kaks ki,

(kykoksky) (kykoksks) =— (ki kaoksks) (kykoksky) = — ki ks.

Enfin I'expression A peut s’écrire
(A= ko"l— lgal‘—!— )\;uj-l-‘ )\u,k
+ ky ks ( Mg+ Mizas + Disar J + Msia k)

é + ky ko ksky (Mass— Ay i — Aayj — Aas k)
+ kykakshs(higas — Mgt - Aasj — Ags k).

(ﬁbis)

Ii.

SYSTEME NUMIiRlQIfE DES QUADRIQUATEBNIONS.

Nous allons maintenant remplacer les coefficients A et les unités
du systéme numérique par d’autres coefficients et d’autres unités
susceptibles d’une interprétation géométrique plus directe.
Dans le systéme d’équations (4) appliqué au cas de cinq
variables, opérons le changement de variables

Ty = %, Ty = Ay, Ty = &3,

22, = (%9+0)y—1, 2x5=(2y—3)
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ainsi que le changement correspondant sur variables accentuées.

On a

z} + 2} + 2} + 2} + 2} = a} + a} + 2] — 28,

et les équations (4) représenteront alors une transformation
linéaire homogéne en a,, a, a,, a3, S laissant invariante I’expres-
sion quadratique (2). -

Lesystéme d’équations ainsi obtenu prendra, aprés combinaison
convenable des deux derniéres, la forme

Aoa’, -+ )t"a; -+ )\"a', -+

7\5;!/:——1-+ A a + )\u\/——l — gy Y
- a ° 2

= hoas+ Maas+Apas+ hu _.; + dy a+ L _,l — M 3,

' + )‘uV—-;*—)‘u @) + )\DIV'—;_)‘I! 3

‘llgd’l +)xoal’+ll,¢_;
A )\nv—'l-'-)\nao_‘_)\uv—l—)\us
2 2 ’

= l“ ag + )\odg +i§,a,+
.ant— 1+ Ags ah + Aysy/—1 < Agy Y
2 2

l;w——x+ )‘”ao-l- kuV—l—')\us
v 2 ‘ 2 ’

lud’l -+ )ug;a" -+ ).oa', -+

V)]

= Agg @3+ Agg g+ Agaz—+

)‘"\/—; —+ Agg o) + hsv--—zl + A oy + 7~n\/"‘2' + A ay — (Ro+ Mgy y/— 1) &

=lu\/—l+)\na'+ltzv-';l+lssa’+ )‘"‘/—l+)‘"a,—(lo+)\“;/:-l)8,

2

2
)‘“V—-l—)q;a,l_'_ )"‘V_";—l"a',+ luv—;—*"a;_()w Ay —1)2;

2
= A v/ —; — Ay @y + Mgy —; — ls:a’ - Mg t/,-"zl - 1"4,—- (Ro+ l.;f:—l)ao.

Pour mettre les nouveaux coefficients en évidence dans I'ex-
pression de A, il suffit de prendre, au lieu des unités k,kj,
kikaksks, kikyksks, d’autres unités p, w, ' définies par les
relations

kk=pV=T,  hkkk=—y=122, kkkk= 22
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L’expression de A devient alors

A= Xo—!— A,;l‘—l— )\‘1].+)t|gk+ P()\;;‘/——_—-I+ X;sga\/:i'*' )\li.’“ ‘/:'-—lj -+ l5512 ‘/':—Ik)
—w <__ )\uasv—;l-i- Mass +)\uV—‘2l + s i_'_)\:u/:_—l"‘ )\nj_‘_)\:u/_;—" Ass k)

2 2

—+ mr(_ )‘1835 ‘/—_l"' 11235 + )“ ‘/:'—l-lh‘i i+ A!b ‘/:'T_ )35 +jx35 \/__l_ l.'I!S A),

2 2 2 2
ou
(6¢er) A=qg+pg+owgs+w'qs,

en désignant par g, ¢,, g2 et ¢s des quaternions que nous écrirons
dorénavant

g =w +ix +jy + ks,

g1=wy+ (xy+ Jy,+ k3,

g2 = Wa—+ IZy+ J Y2+ ks,

ga= w3+ ixsy+Jys+ k33,

ol z, &y, Z3, £y n'ont aucun rapport de signification avec les
variables du paragraphe II.

Les équations (7) de la transformation deviennent, par I'intro-
duction des nouveaux coefficients,

| Wal — a4 Yoy — Taay — 238 = way 4 Tay— yag+ Tado-+ 233,

3% 4 way—za, — yyay — y38 = — za;+ way+ Tay+ Yad + Y39,
(7%45) — Y Ay 4 WAy — Bgay — 338 = yay— Tay+ waz- Sado+ 2390,

Zaa) + Yay 4 By ay — (w — w1)¥ = — Dy 2y — yatg— Sty — (W + )3,

Ty oy + Y3y + B30l — (W + W)y = — Tyty — Y3 — Sytiy— (W — wy)ag.

Ces équations ne contiennent que onze parameétres. Les cinq
autres, &y, ¥, 51, Wa et wy, sont donnés par les relations (5),
qui deviennent

wZy= Wy T+ 2(¥1353— 51)3),

wy1= w1y + 3(5:323— 7133),

(58és) Wi = w13 + 2(Z2)3— Y1 Ts),
W~ DLy~ YY3+ 353 =0

\ wwy -~ 23+ Yy + 333 = 0.

Enfin, les régles de multiplication du systéme se changent en



les suivantes :

pr=1, w?=o0, w'?=o0,
O =— pw = w, W'y =—pu'=—uw,
wo'=2(p—1), w'w=—a(p+1)

Nous sommes donc en possession d'un systéme numérique
complexe a seize unités, que nous appellerons systéme des qua-
driguaternions, comprenant des quantités [celles qui salisfont

aux relations (5%s)] susceptibles de représenter les transforma-
tions conformes de I’espace.

Iv.

CALCUL GEOMETRIQUE.

Nous allons maintenant donner au calcul des quadriqualernions
une forme qui le rende apte a des applications géométriques.

Remarquons d’abord que, si le quaternion ¢, est nul, A se
réduit & un triguaternion

A=qg—+pg+ mq;.
Nous avons montré que le calcul des triquaternions constitue
une analyse géométrique (*).
Le calcul des quadriquaternions n’en est que le prolongement,
comme nous allons le montrer.
Un triquaternion satisfaisant aux conditions (5%*) (qui se sim-

plifient pour un triquaternion) représente une transformation par
similitude, et, en effet, si I'on fait dans les équations

Zy=)3s=33=0,

on voit que pour a =0 on a &, =0, c'est-d-dire que les plans
se transforment en plans, et par suite que la transformation
conforme se réduit a une transformation par similitude (succes-
sion d’'une homothétie et d’une rotation).

Un triquaternion peut s’écrire

w1+ p,

(') CouBEBIAC, Calcul des tr zquate; ‘Rions (Bulletm de la Soc:ete mathe-
matique de France, t. XXVII; 18gg).
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ou (v est une quantité vulgaire et oui £ représente ce que nous avons
appelé, dans le Mémoire ci-dessus mentionné, un élément linéaire,
et p un plan.

L’élément linéaire s’écrit

Z + Jy + kz+ pwi+ o (izy+ jys + k33)

et peut se mettre d’une infinité de maniéres sous la forme de la

somme d’un point et d’une droite, et d'une seule maniére sous la

forme de lasomme d’un point et d’une droite passant par ce point.
Enfin un plan s’écrit

@ (izy +j}’|+ kzy) + ww,.

Dans celte interprélation, un point est représenté par la trans-
formation par symétrie qu’il détermine, la droite par la rotation
de 180° dont elle est I'axe, et le plan également par la transfor-
mation par symétrie qu’il détermine.

Nous allons étendre ce mode d’interprétation aux quadriquater-
nions. Il convient tout d’abord d’avoir une représentation de la
sphére, que nous avons introduite comme élément de V'espace. Il
est naturel de représenter une sphére par I'inversion (transforma-
tions par rayons vecteurs réciproques) dans laquelle elle reste
invariante.

A la vérité, les équations (7%%) sont inaptes a représenter une
inversion, et, en particulier, une symétrie par rapport a un plan.
Pour avoir les équations d’une inversion, il faut introduire a la
place des coefficients w, z, y, 5, w, les coefficients zy, ¥, 31,
w3, w3 au moyen des relations (5%%) et dnnuler ensuite 2, ¥2, 32,
T3y Y3y Z3. ‘

On verra ainsi facilement qu’une sphére est représentée par un
quadriquaternion de la forme

p(w.+1y;+kz,)+mw,+w ws.

On parvient au méme résultat en partant de I'expression par
laquelle nous avons déja représenté la sphére considérée comme
’élément sur lequel s’opérent les transformations étudiées.

Cette expression s’écrit en effet

au+0

(8) 5—"1“1+‘:¢:+‘3%+"s \/—l+/ts
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D’autre part, on vérifie que I'on peut poser
kykskskoks= — =1,
sans contredire en rien les relations fondamentales
ki=—1, kakp= — kpka,

d’otr se déduisent toutes les régles de multiplication du systéme
numérique.
On aura alors
kiksksky=ksy =1,  kiksksks=—ki/—1,
kb/fskzka=kn/:—l—y kb/flklkl=kn/:' kbklklkz-:ka\/:’

et I'expression (8) devient

s = — kiksV'—1(kykya)+ kskyag+ kykyas)

kgkgk;k;/:—!—k'k’kgk; kik:kakb\/—_'—klkzkska ~
— 2 &9+ 2 o

= p(ia;+ jag+ kag) — w' 2+ w8.

Le centre de la sphére a pour coordonnées
% 2 %3
A, &,
%o Qo %o
et le carré du rayon a pour valeur

3 a} + af + al
_+i__:.___‘.
[- 7% ao

On vérifiera qu’un quadriquaternion peut, d’'une maniére indé-
pendante du systéme de coordonnées, se mettre sous la forme

r=w+1l+p,
=Gr+Lr+Pr,

ot w (ou Gr) est une quantité scalaire, p (ou Pr) une sphére
(pouvant devenir un plan), et ! (ou L) une expression de la

forme
iz + jy + ks + pwy+ 0 (iZy+ jys+ k3s) + 0 (s -+ jys+ kzy).

Une telle expression est caractéristique d’une transformation
conforme infinitésimale, ou plutét du groupe a4 un paramétre
engendré par cette transformation.
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En effet, une trunsformation infinitésimale peut s’écrire
1+ ldt,

dt étant une quantité scalaire infinitésimale; car tous les autres
termes du quadriquaternion sont déterminés par les relations (5%%)
et sont des infiniment petits du second ordre.

Dans le cas ou la transformation infinitésimale est une transfor-
mation par similitude, ! se réduit & ce que nous avons appelé
un élément lineaire. ‘

Les régles de la multiplication sont les mémes que dans le calcul
des Lriquaternions, savoir :

Gl =G'.l'l, L' =—L.0Il, Pl =P.lIL,
G.lp =o, L.lp = L.pi, P.lp =P.pl,
G.pp'=G'.p'p, L.pp'=—L.p'p, P.pp'=o.

Le calcul des triquaternions, comme analyse géométrique, pré-
sente la grave défectuosité de ne pas donner directement I'expres-
sion d'une droite joignant deux points donnés et celle d’un plan
passant par une droile et un point donné.

Le calcul des quadriquaternions ne présente pas cette lacune.

En effet, soient M et M’ deux sphéres de rayon nul, m et m’ les
centres de ces sphéres; on a

LmM = Lm'M = droite mm/,

De méme, si d est une droite, PMd représente le plan déter-
miné par le point m et la droite d.

Il est & remarquer que PmM’, qui représente la sphére décrite
surmm' comme diamétre, est ce que Grassmann a appelé le produit
intérieur de deux points. C'est ainsi que Grassmaun a été amené
3 introduire la sphére comme élément dans son calcul géomé-
trique. -

Il nous faudrait beaucoup trop allonger cette Note pour exposer
méthodiquement I’emploi du calcul des quadriquaternions comme
procédé d’analyse géométrique.

Il nous suffit d’avoir montré que ce systéme numérique constitue:

1° Une représentation du groupe géométrique des transforma-
tions conformes, le plus important aprés celui des transformations
par similitude;
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2° Une analyse géométrique comprenant celle que nous avons
déja exposée ici sous le nom de calcul des triquaternions et qui
se compléte ainsi d’une inaniére heureuse.



