
BULLETIN DE LA S. M. F.

G. COMBEBIAC
Sur un système numérique complexe représentant le
groupe des transformations conformes de l’espace
Bulletin de la S. M. F., tome 30 (1902), p. 1-12
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1902__30__1_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1902, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1902__30__1_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


BULLETIN
DK LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES.

SUR UN SYSTÈME NUMÉRIQUE COMPLEXE REPRÉSENTANT LE GROUPE
DES TRANSFORMATIONS CONFORMES DE L'ESPACE;

Par M. COMBEBIAC.

I.

TRANSFORMATIONS CONFORMES ET GÉOMÉTRIE DES SPHERES.

On sait que les transformations conformes de l'espace, c'est-à-
dire les transformations ponctuelles par lesquelles une figure
infinitésimale est transformée en une figure infinitésimale sem-
blable, peuvent être caractérisées par la propriété de transfor-
mer les sphères de rayon nul en d'autres sphères de rajon nul,
puisque les transformations conformes peuvent être définies
celles qui conservent le complexe des droites isotropes.

Une transformation conforme transforme aussi toute sphère en
une autre sphère, car la sphère est la seule surface qui présente
deux séries de génératrices isotropes.

Les transformations conformes sont susceptibles d'être repré-
sentées d'une manière très simple, quand on prend pour élément
de l'espace la sphère.

Considérons l'équation d'une sphère sous la forme

(i) ao(a*1 -lt-yî -+- -s3) -+- 2 v.\x -\- 'îa^ •+• 20(3.3 d- 8 == o

et prenons tes quantités ao, ai, ag, DC), 8 pour coordonnées homo-
gènes de la sphère.

XXX.



Nous pouvons représenter une transformation conforme de
l'espace par une transformation linéaire homogène en ao, a,, a^,
03, 5, laissant invariante l'expression quadratique

(2) af -4- al + aj -— «o 8.

C'est ce groupe de transformations dont nous allons établir la
représentation au moyen d'un système numérique complexe.

Auparavant, nous ferons remarquer quelques propriétés de ce
groupe.

Ce groupe conserve la variété constituée par les sphères de
rayon nul et représentée par l'équation quadratique

(3) OL\ 4-aJ -i- a; — ao8 = o.

Il conserve également l'orthogonalilé des sphères, qui s'écrit

2 (ai a\ ^r ai yff -+• 03 a^1) — o^ $' — a'y o == o.

En particulier, les sphères de rayon nul ayant leurs centres sur
une sphère S sont transformées en sphères de rayon nul ayant
leurs centres sur la transformée S' de S.

Ce groupe constitue le groupe fondamental de la Géométrie
des sphères, comme le groupe des déplacements sans déformation
constitue le groupe fondamental de la Géométrie ponctuelle.

Remarquons enfin que les plans forment, dans le domaine des
sphères, une variété qui est caractérisée par l'équation linéaire

ao = o

et qui est tangente à la quadrique (3), l'élément de contact étant
le plan de l'infini.

Le plan de l'infini doit donc aussi être considéré comme une
sphère de rayon nul.

II.

SYSTÈMES NUMÉRIQUES DE LIPCH1TZ.

Lipchitz ( ( ) a résolu le problème consistant dans la détermi-
nation d'un système numérique complexe susceptible de repré-

(*) LirciiiTZ, Ueber die Summen von Çuadraten. Bonn, Cohen und Sohn,
1886.
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senter un groupe de transformations linéaires homogènes à un
nombre quelconque de variables laissant invariante la somme des
carrés des variables.

Nous exposerons d'abord succinctement les résultats auxquels
il est parvenu. Nous en ferons Inapplication au cas de cinq
variables. Il ne nous restera plus ensuite qu'à transformer par un
changement de variables l'expression quadratique (2) en une
somme de cinq carrés.

Une transformation linéaire homogène à n variables

-Ï'1» ^î» • • • < ^ni

telle que l'on .ait

X ' f -+-.T,' •+• . .. -h JC'f == X\ -+- X\ -4- .. . -h X^

peut s'écrire sous la forme générale

(4)

{ Xo-^i +Xti.r, -+-... -4- ̂ nt^n == ^o.ri-l-^n.ïî-^...-+-^irt.yni
Xn.r'i -+- Xoa7t-+-...-l-^/tî.y^ == Xna?i-+-^o^î +...-+- ̂ în^n^

^i/*a/i-1-Aï^.27,-1-...+Xo^ == Xrtia?i+X^a?i+.. .-+Xo^,

où l'on a
X^=—X/( .

Le nombre des paramètres est 1 -4- n '
Introduisons de nouvelles quantités liées à ces paramètres.

Posons
, c v ^ ^ah ^cff -+- ^ac ^rf& + ̂ arf ^éc
( 5 ) ^abcd == ——————————^———————————

AQ

et, plus généralement, si a, 6, <*, . . . , / sont a r nombres,
désignons par ^a&crf... / l'expression qui a pour dénominateur
^-< et pour numérateur la somme des produits que l'on obtient
en multipliant r coefficients de la transformation (4), obtenus
en permutant, de toutes les manières possibles, les ar nombres
a, &,...,/.

Considérons maintenant l'expression

A == Xo •+- 1*11 ^11 -h . • • -+- 1*1134 ^»234 •+• • • •>

où X«, Xfa , ..., ^««•4,. • • ont les significations ci-dessus définies et
où l'ia,..., ^234,. .. sontdes unités complexes ou clefs soumises à
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des règles de multiplication que l'on peut représenter d'une
manière simple en posant

iab = ka /ÇA, l(,a = kh kai lahcft = ka kh kc kdi • • •i

où À",, Â"2? • • •? kn sont /i unités primitives soumises aux règles de
multiplication suivantes :

ka kb = — kbka, k\ == — i.

Les expressions A forment un système numérique complexe à
a""-1 unités indépendantes 5, i\^, ..., 1123*1 • • • •

Ces expressions jouissent des propriétés suivantes :

Si les coefficients ^ sont soumis aux relations (5), à chaque
transformation (4) correspond une expression A.

Le produit de deux telles expressions est une expression dans
laquelle les coefficients satisfont encore aux relations (5).

Ce produit représente précisément la transformation résultant
de la succession des deux premières.

Enfin, si Pon pose

X = Â'I.TI -+- k^Xî-}-. . .-r- knXn,

\1 === A:i x\ -+- kïX\ ,-|-... -+- k^x',^

la transformation (4) peut être représentée symboliquement par
Inéquation complexe

AX'==XA.

Tels sont les résultats dus à Lipchitz, que nous allons d'abord
appliquer directement au cas de cinq variables.

La quantité complexe A est alors de la forme

(6)

A = XQ+ X,3Â'2^3-4-X3iÂ:3X:i-+-XnX:iÂ:i+ Xu/:i^4-+- \^k^k^

-+-Â3^X:3Â:4-+- XigÀ-iÀ-s-h Xî5/.:2^5-h ^35 k^k^ 4- ̂ A^ Â-B

-4- ^M3^4^5A-lÂ:3-^- X4S31/C4Â:5A:3^i+ X45iaÂ:4Â'sA:iA:2

+^imA:i^iÂ-3Â-4-+-Xn35Â:i^Â:3Â8.

Nous grouperons les seize unités du système de la manière
suivante :

i , i = Â,Â:3, j = k^k^ k == kik^
k^, k^k^i = k^k^k^ k^k^j = k^k^k^ k^k^k = k^f^k^

Â1Â-2Â-3Â-4, (Â-iÂ-2Â-3Â-4)i==—A-iÂ'4, ( Â^ /•» kïk^j == — k^ k^ {k^k^k^k^k =: — k^k^
Â'IÂ-î/^Â-», (À-i/ i2^3^)t=—^1^5» (^l^î^3Â:o)7=——Â-2/C5, (/C 1 Â:2 ̂ 3 Â's)/S: = — ^3 Â-s.
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On vérifie d'abord que i,j\ k sont les unités quaternioniennes

satisfaisant aux règles de multiplication

t ' i——r, ^== -1 , /^--i,
ij = — j l == k^ j k = — A:y = i, Â-( = — l'A: = y.

On voit donc que les seize unités du système numérique
complexe considéré sont les produits des quatre unités quater-
nioniennes

^ »» J\ ^
par les quatre unités

i, A^X-s, k^k^k^ kik^k^k^

commutatives avec les premières.
On vériûe également que ces quatre dernières unités forment

un système numérique complexe dont les règles de multiplica-
tion sont les suivantes :

(Â^A:B)Î=-I, (^1^3^)2== I, (À-i^Â-5;1^!,

(k^)(k,k^k^)^ -(k,kïk^)(k^)=-k,k^k^
^k^(k^ktk^)=-{k,k^k^(k^)=.-k,k^k^

(k,k^k^(k^k^k^^—(k,k^k^(k,kïk^)=-k,k^

Enfin l'expression A peut s'écrire

j A = = X o - 1 - X 2 3 l - h X 3 i y - 4 - X t î Â -

-r- ^4^5(^45+ ^323^-+- ^^5317 -H ^4512^)QbtS)
-^k^ktkïk^(\^w\^i—\^j—\^k)
-+-Â: iÂ:2^3/5(Xi,36--Xi5l—Xtîy——X3SÂ-).

in.
SYSTÈME NUMÉRIQUE DES QUADRIQUATERNIONS.

Nous allons maintenant remplacer les coefficients \ elles unités
du sjstème numérique par d'autres coefficients et d'autres unités
susceptibles d'une interprétation géométrique plus directe.

Dans le système d'équations (4) appliqué au cas de cinq
variables, opérons le changement de variables

.ri=ati, x^ == a^ .z"3==a3,

2^4== (ao+o)/^"^ '2^5= (au— o)
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ainsi que le changement correspondant sur variables accentuées.
On a

x\ -h x\ -+- x\ -+- x\ -4- x\ = QL\ -4- aj -+- a^ — ao8,

et les équations (4) représenteront alors une transformation
linéaire homogène en ao, o^, as, 03, 8 laissant invariante l'expres-
sion quadratique (2).

Le système d'équations ainsi obtenu prendra, après combinaison
convenable des deux dernières, la forme

^\ + W, + W, + ̂ ^l+x" ao + ̂ ^^-^ ̂

=Xo«^X»«,+^«3^xu/:rT"t"xîs«o-^-xu^:::T^xl>8,
•2 2 '

^«a, 4- Xoa, + ̂ ,«3 -h ̂ ^^^ ao + ̂ '^^-^ ̂

=XHa,+)loa,+i,,a,-i- ̂ ^::T4- ̂ ^^ X»/=T~. X»
2 2

^a^X^^+Xo^^^^^^8^^^8^7--^^
2 ' 0 ^ 2 "

(7)\ , .—— , , . _ _ ,
^^«^Xa^^Xoaa+^^^^ao-t.^^^^S,

W^+^s , ^uV^^T-hXtt Xa^^T-^Xa, , / / - ^
2 al "————2———-al-+- ————^————a,--^Ào-T-Â,^/—I}8 r

^i/~i-<-Xn X4tVr::"T-+-XM XM/-I-+-XM /. . /——^
2————•^ ———2———— î"+"——2———-a<—(^o^-^»/—i)8,

Xi»y/—i~X^ X^V^"T~^, X,»y^7—X3, , , .——v
2 al+ —————2—————— 1 4 ' —————2——————a8—^ÂO-^-Ât»/—I}ay-2—————— a ^—————2—————— a < 4 -———2————^ a 8

^W^^.^x.^x^^w^^-"a^+-41j _____
2 al+ a --1-———2"

Pour mettre les nouveaux coefficients en évidence dans l'ex-
pression de A, il suffit de prendre, au lieu des unités Â^Â-»,
A^Â-2Â'3Â-4, Âr/A-a^Â-s, d'autres unités JA, <o, <o' définies parles
relations

^= (xv/rr, ^^^^^^^rïî^, ^^^^= 2 .̂
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I/expression de A devient alors

A==Xo-+-Xt3l-<-X3i7-h^iiÂ--+- ^Jt(X4(V/^:~^4-^5î3/— » l -+- ^453t /— l./ -+- ^512 \/——1^)

/ ^JW^/^^-^IW ^U/—1-^1S^ Xt» /—I+Xjs . ^ ^/—l-^:.^

\ 2 2 2 2 /

-4- /— ^Ig^—l—^ms ^i»y/—l-—Xt5 .̂ ̂  X24V/~ I——^î5 ^ .Xa^—I——^S^
\ 2 '2 2 • ' 2 / î

OU

(6'^) A = q-\- (Jiyi-+- œyî-Ko'Çs,

en désignant par y, ̂ , yg et y s des quaternions que nous écrirons
dorénavant

q •==. w -+- ix -\-jy -+- ^-s»
y^= wt 4- i x ^ ^ - j y ^ -+-/:«!,
y, = w, -h ia?, -+-771 -+- kz^

g,= W3-+- i.r3-+-7>3-^^^ï»

où a?, a?(, a?a, .̂ 3 n'ont aucun rapport de signification avec les
variables du paragraphe II.

Les équations (7) déjà transformation deviennent, par l'intro-
duction des nouveaux coefficients,

(7^)

wa'l—ya^-^7a,—.Plao—3?38ï= wai-+- x^—yoL^x^-^ x^^
z^^. wv.\—xv.'^—y^—y^ ==—3ai-h wa»4-a?aa4-yiao+y3^

—ya'i-t-3*a»-+- wa,—^«0—^38' ==^'ai—a?ai-4- wa8-+--Siao-h-SîS,

a*i^-+-yiai-+- -îia»— (w — Wi)8' == — 3*tai--yiat—-s»a»— (w -+- ^1)8,

^»al^^»»l^^^a»~(w^wt)<lO==——•r>al--J'»al---s»a»--(w--•WOaO•

Ces équations ne contiennent que onze paramètres. Les cinq
autres, x^ y^ z^ vv^ et w^ sont donnés par les relations (5),
qui deviennent

W.PI== Wt.r-ha(y,^,—^^a),

wy^ ==Wiy -4- a(-si3?»— a-i-ca),

(5^) W-Si = Wi^ •+• 2(37^8—^1^8),

ww» -h aw» 4-yyi -+• -̂Si = o

ww^ -t- a?.a?3 •+-̂ •3 -+- szï = o.

Enfin, les règles de multiplication du système se changent en



— s —
les suivantes :

(A2 == 1 , tO1 == 0, tO'2 == 0,

(X)(JL == — fXU) == t»), (0'pi == — ,Ltttf' == — C»/,

0)(x)'== 2 ( P.—l), (U'O) = = — ' 2 ( ^ 1 - 1 - 1 ) .

Nous sommes donc en possession d'un système numérique
complexe à seize unités, que nous appellerons système des qua-
driquater nions y comprenant des quantités [celles qui satisfont
aux relations (56^)] susceptibles de représenter les transforma-
tions conformes de l'espace.

IV.

CALCUL GÉOMÉTRIQUE.

Nous allons maintenant donner au calcul desquadriquaternions
une forme qui le rende apte à des applications géométriques.

Remarquons d'abord que, si le quaternion q^ est nul, A se
réduit à un triquaternion

A == q -4- ^yi-+- to^î.

Nous avons montré que le calcul des triquaternions constitue
une analyse géométrique (1).

Le calcul des quadriquaternions n'en est que le prolongement,
comme nous allons le montrer.

Un triquaternion satisfaisant aux conditions (5e") (qui se sim-
plifient pour un triquaternion) représente une transformation par
similitude, et, en effet, si l'on fait dans les équations

.ys=ys==^=o,

on voit que pour a =^ o on a a^ ===o, c^st-à-dire que les plans
se transforment en plans, et par suite que la transformation
conforme se réduit à une transformation par similitude (succes-
sion d'une homothétie et d'une rotation).

Un triquaternion peut s'écrire

w ^ r l - ^ p ,

( l) COMBBBIAC, Calcul des triguate/'hions (Bulletin de la Société ma<Ae-
matique de France, t. XXVII; 1899).



où w est une quantité vulgaire et où / représente ce que nous avons
appelé, dans le Mémoire ci-dessus mentionné, un élément linéaire,
etp un plan.

L'élément linéaire s'écrit

ix-^-jy -h kz-^ ^wi-+-(o(^Ct-+-yyt -+• kz^)

et peut se mettre d'une infinité de manières sous la forme de la
somme d'un point et d'une droite, et d^une seule manière sous la
forme de la somme d'un point et d'une droite passant par ce point.

Enfin un plan s'écrit

(A ( i^t -+- jy\ -+- kzi ) -+- œ wi.

Dans cette interprétation, un point est représenté par la trans-
formation par symétrie qu'il détermine, la droite par la rotation
de 180° dont elle est l'axe, et le plan également par la transfor-
mation par symétrie qu'il détermine.

Nous allons étendre ce mode d'interprétation aux quadriqualer-
nions. Il convient tout d'abord d'avoir une représentation de la
sphère, que nous avons introduite comme élément de l'espace. Il
est naturel de représenter une sphère par l'inversion (transforma-
tions par rayons vecteurs réciproques) dans laquelle elle reste
invariante.

A la vérité, les équations (7^) sont inaptes à représenter une
inversion, et, en particulier, une symétrie par rapport à un plan.
Pour avoir les équations d'une inversion, il faut introduire à la
place des coefficients w, X ^ y ^ -s, w\ les coefficients x\^ y\^ z\i
Wa, w^ au moyen des relations (5^) et annuler ensuite.r^ya,^,
^3»y3, ^3.

On verra ainsi facilement qu'une sphère est représentée par un
quadriquaternion de la forme

(A ( ix\ 4- j y \ •+- kzi ) 4- œ w» + (x/ wa.

On parvient au même résultat en parlant de l'expression par
laquelle nous avons déjà représenté la sphère considérée comme
l'élément sur lequel s'opèrent les transformations étudiées.

Celte expression s'écrit en effet

( 8 ) s = Â-i ai -4- /:i ai 4- k^ 23 -h k^ -0—— /— l 4- Xs -0-—— •
•2 '•>
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D'autre part, on vérifie que Von peut poser

ktktksk^ks^ — \/— i,

sans contredire en rien les relations fondamentales

A:5=—i, kakb^—kbka,

d'où se déduisent toutes les règles de multiplication du système
numérique»

On aura alors
A:i/:îÂ:3^==Â-»V/^7, À-iÂ:2Â:3Â:$=——Â:4V/^~r,

X:4Â-8X:îÂ-3== /Ct\/—l, A'4Â-(Â'sÂ:i= Â:j|/—I, kl, Â:( A:t À-î = ^3 /—1,

et l'expression (8) devient

^ = — ^A-5/^T(À:tA:3ai 4-A-3Â-iat-+-ÂriÂ-naa)

^Â'|Â'iA-3/-4/~-I-hÂ:tX-,Â->Â:8\ Â-tÂ:tÂ-3^y/~l—^iÂ-tÂ-3Â:s ..— i ———————————————— i a0 -+- ———————————————— o
\ 2 / •-*

= ^(t'ai+ya»-+- ^03)—(c'ao-*- fcoS.

Le centre de la sphère a pour coordonnées
ai û^ 03
ao ao ^o

et le carré du rayon a pour valeur
§ ^ «}^.aj^.^
ao aj

On vérifiera qu^un quadriquaternion peut, d'une manière indé-
pendante du système de coordonnées, se mettre sous la forme

r == w-+- l-^-pf
=Gr+Lr-4-Pr,

où w (ou Gr) est une quantité scalaire,/? (ou Pr) une sphère
(pouvant devenir un plan), et / (ou Lr) une expression de la
forme

ix-frjy-\-kz-^ (Jiwi-h(û(ïa7t-4-/yi-<-Â:^3i)4-(»)(t3?a-hyy3-<-A:^3).

Une telle expression est caractéristique d'une transformation
conforme infinitésimale, ou pttit6i du groupe à un paramètre
engendré par cette transformation.
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En effet, une transformation infinitésimale peut s'écrire

14- Idt,

dt étant une quantité scalaire infinitésimale; car tous les autres
termes du quadriquaternion sont déterminés par les relations (5^)
et sont des infiniment petits du second ordre.

Dans le cas où la transformation infinitésimale est une transfor-
mation par similitude, / se réduit à ce que nous avons appelé
un élément linéaire.

Les règles de la multiplication sont les mêmes que dans le calcul
des Lriquaternions, savoir :

G.^==G\^/, LM' ^-LJ'l, P. Il' ==P.^,
G.lp ==o, L.lp = L.jo/, P.lp ==P.pl,
G.pp'^G.p'p, L./?//==—L.^/?, P.pp'=o.

Le calcul des triquaternions, comme analyse géométrique^ pré-
sente la grave défectuosité de ne pas donner directement l'expres-
sion d'une droite joignant deux points donnés et celle d'un plan
passant par une droite et un point donné.

Le calcul des quadriquaternions ne présente pas celte lacune.
En effet, soient M et M' deux sphères ae rayon nul, m et m'les

centres de ces sphères ; on a

LmM'ss Lm'M. = droite mm'.

De même, si d est une droite, PMrf représente le plan déter-
miné par le point m et la droite d.

Il est à remarquer que PmM', qui représente la sphère décrite
surmw' comme diamètre, est ce que Grassmann a appelé le produit
intérieur de deux points. C'est ainsi que Grassmann a été amené
à introduire la sphère comme élément dans son calcul géomé-
trique.

Il nous faudrait beaucoup trop allonger cette Note pour exposer
méthodiquement l'emploi du calcul des quadriquaternions comme
procédé d'analyse géométrique.

Il nous suffit d'avoir montré que ce système numérique constitue :

i° Une représentation du groupe géométrique des transforma-
tions conformes, le plus important après celui des transformations
par similitude,
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2° Une analyse géométrique comprenant celle que nous avons
déjà exposée ici sous le nom de calcul des triquater nions et qui
se complète ainsi d'une manière heureuse.


