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SUR LA DEFORMATION DES QUADRIQUES ;
Par M. SkrvanT.

1. Soit
ds? = E du?+ »F du dv + C de?

I'élément linéaire d’une quadrique quelconque rapportéc i ses

génératrices rectilignes ct soit
28" du do

la seconde forme quadratique relative a cctte surface; la condition
nécessaire et suffisante pour que cette surface soit du deuxiéme

FIBEEEs

Pour obtenir unc surface S'applicable sur la quadrique donnée,

degré est

il suffit d'intégrer le systéme d’équations (notation de M. Bianchi,
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Géométrie différentielle)
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ce qui s’écrit encore
AN = Q2 A2y,

. 9 _ A p 9V _ oy
() ou  op’ o ou’
ot 'on a posé
3
DI aq
=oD A" = ! "= = Q=pd = .
A=p0D, D", A 5 Q=p¢ N

L’équation du réscau conjugué commun a S et S' s’écrit

Adut— A"dv2=o.

2. La forme quadratique du premier membre jouit d’une pro-
elle a sa courbure nulle; on peut donc

priété remarquable
déterminer le réseau conjugué commun par quadratures; on aura

(2) ed (YAdu— /8 dv) = da,
2
e~V du + Y dv) = d;
on trouve de suite le facteur intégrant

et = A — /AT

e—th= A4 /A2,

Des équations (2) on tire
e—\da + eirdp,

(3 ‘ 2y/A du =
)
z 23 do = — e~ida + e dp.

Si I'on fait le changement de variables délini par les équa-
tions (3), la seconde forme quadratique relative & la quadrique S
devient

8'(A'+ /A7) & (A—yATy) .
- pe—— da? +- di)'-'.
20/AT 20y/AT—
Désignons, comme d’usage, par D et D" les coefflicients de
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dx® d3?; ces coelficients seront liés par la relation
(4) D+ D'=—

qui caractérise les réseaux conjugués cycliques des qua-
driques.

3. La forme quadratique relative a la surface S/ est
A N ’ g
E du? 4+ 28'A du dv + % de?;

si nous effectuons le changement de variables défini par les équa-
tions (3), elle devient

——— (— da2+ df§?).
'zp‘/A"——l( B

Les coefticients de da? el de d3? seront donc liés par la relation
Dl -+ D’; =0,

ce qui montre que le réseau a3 est sur la surface S un résean
isotherme conjugué : proposition déja établie par une autre

méthode par M. Darboux (4. E. N. S., 1900).

4. En utilisant les formules de Gauss, on peut facilement cal-
culer tous les éléments relatifs aux surfaces S et S'et a leur repré-
sentation sphérique. Calculons, en particulier, les crochets de
Christoffel relatifs 4 'élément linéaire commun a S et S'; il vient
de suite

)_l_g_ B (lz%_!_d_l D ;zz)__ig':d ”

{‘Eoz"’gpa’ {1 {7208 ng’ (7 2 D 2 18"
1 0 D" 12) 10 ) 1D o

$=;.3310g—3-' 2 2 g—— 0—110{:——, ? 2 %-—;Wd—glogD,.

Si I'on pose

2 da 12 ] _db

1§ 9p’ 2 % = 9a’
on voit, a I'aide des formules de_Gauss, que les coordonnées de la
surface S seront les solutions communes aux deux équations du
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second ordre
d’x+d’z_2da oz 2dl) or
ot T 0T ~ %0z 02 T2 B’
P2z  da ox 0b Jox
dadp ~ oBox ~ 9z 9B’
qui formeront alors un systéme en involation
On calculerait de méme les 3 llk % relatifs 4 la représentation

sphérique de S; on a, en particulier,

i2) 10
=4 gy

On en déduit de suite la proposition suivante : Pour qu’un réseau
d’une quadrique soit un réseau conjugué persistant dans une
déformation continue, il faut que Uon ait

D _ A(a)

D" B(E)’
c'est-a-dire que le réseau soit isotherme conjugué sur la qua-
drigue. On peut retrouver ainsi aisément les résultats connus
relatifs & la déformation des surfaces de révolution donnés par
Bour et Ossian Bonnet.

5. On peut écrire sous bien des formes différentes les équations
du probléme de la déformation des quadriques. Si 'on part du
systéme (1), on péut ramener le probléme & l'intégration d’unc
équation du second ordre linéaire par rapport aux dérivées secon-
daires.

On peut aussi chercher la surface S’ rapportée au réseau conju-
gué commun en utilisant les propriétés données précédemment;
on sera ainsi conduit 4 un systéme de deux équations aux dérivées
partielles du second ordre de forme assez compliquée. La méthode
la plus simple, semble-t-il, consiste a chercher les réseaux conju-
gués des quadriques qui sont susceptibles de se conserver dans
une déformation (les réseaux C de M. Guichard). Ces réseaux
sont caraclérisés par I'équation (4), et le probléme est alors le
suivant : Ramener la seconde forme quadratique d’une qua-
drique a la forme

D da?+ D’ dp?,

D et D' étant liés par Uéquation (4).
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Supposons la quadrique rapportée & un sysi¢me (uv) quel-
conque de coordonnées curvilignes; on peut, soit chercher &
déterminer « et ¢ en fonction de a et B3, soit chercher a déter-
miner « et B en fonction de « et ¢. La premiére méthode, que
j'ai déja utilisée (B. S. M., 1go1) ('), conduit pour chacune
des fonctions « et v 4 deux équations aux dérivées partielles du
troisiéme ordre; la seconde donne un résultat plus simple : elle
couduit pour chacune des fonctions a et § & une équation aux
dérivées partielles du second ordre que I'on peut immédiatement
écrire en se servant des paramctres différentiels relatifs a la forme
‘quadratique donnée; on aura

1 1 1
A(!a)=0, Km—l—mﬂ-;:O.

Si u et v sont les paramétres des génératrices rectilignes, il vient
simplement

—_— e —— =0
P P9

(3) pq'+qp'=o,

gy

el la fonction a sera donnée par I’équation
. dJ 9
(6) 2(pq+Q)s-——q’r—p’t+pq‘5;-‘log9.+p’q&’logQ:o;

les équations (3) permettent d’en déduire § par quadratures.
Cette équation linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
et ne contenant pas « est de forme assez simple. Dans le cas de la
sphére, a toute solution de cette équation on peut faire corres-
pondre une surface & courbure totale constante dont on pourra
calculer tous les éléments par quadratures. Le probléme de la
recherche des surfaces dont lesrayons de courbure sont fonctions
I'un de l'autre peut également se ramener 4 une équation de la
‘orme (6).

On peut trouver également une équation du second ordre de
méme forme que (6) en cherchant, suivant une méthode donnée
par M. Darboux, les paramétres des asymptotiques de la surface S'.
Dans le cas général on a, pour déterminer ces quantités, deux
équations du second ordre; dans le cas des quadriques, elles se

(') Voir aussi Rarry, Comptes rendus, 1gor.
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ram¢nent & deux équations du premicr ordre qui ne contiennent
pas les fonctions inconnues, et, par conséquent, le probléme se
raméne & l'intégration d’une équation de méme forme que (6),
mais elle est un peu moins simple.



