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MEMOIRES.

SUR CERTAINES SURFACES ALGEBRIQUES. — TROISIEME COMPLEMENT
A I' « Analysis sitis »;

Par M. II. Poincané.
Proposons-nous d’étudier, au point de vue de I'Analysis sitiis,
la surface-
(|) .:::‘/I-"(.‘l',_}’),

ou F(x, 1) est un polynome. Nous supposerons que la courbe

F(x,y)=0

A . .. . df .
ne présente que des points ordinaires oit —— n’est pas nul, ou bien
A i n l'szili(F : lent d inl
ol 7 =0, mais sans que g ni oo s'annulent, ou des points
.. . dF dF . diF .
doubles ordinaires oli -~ = —— =0, mais sans que —— ni

dr dy dz?
4F &2 dﬂr->2 ’annulent '
dz? dy? dzdy) 5° : .

Considérons d’abord y comme une constante. Alors I'équa-
tion (1) représentera une courbe algébrique et les coordonnées «
et 5 d’un point de cette courbe pourront s’exprimer, comme on
le sait, comme des fonctions fuchsiennes d’une méme variable
auxiliaire «. Considérons le groupe fuchsien correspondant et le
polygone fuchsien qui I'engendre. En général, le polygone fuch-
sien qui correspond & une courbe de genre p est un polygone de
4 p cOtés, et 'on peut supposer, soit que les cotés de rang 4¢ —+ t
et 4 + 3 comme les cotés de rang 4q + 2 et g + 4 sont conju-
gués (ce qui correspond aux périodes dites normales des fonctions
abéliennes), soit que les cotés opposés sont conjugués.

C’est cette derniére hypothése que nous adopterons.’

Je rappelle d'ailleurs que la somme des angles du polygone doit
étre égale 4 2w. Mais, dans le cas particulier de la courbe (1), on
est dans le cas dit hyperelliptique, c’est-i-dirve que les fonctions
abéliennes correspondantes se réduisent & des (onctions hyper-
clliptiques.

XXX,
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Dans ce cas, on sait que notre polygone fuchsien admet un
centre de symétrie et se décompose en deux polygones de 2p —+ 1
cOtés symétriques 'un de 'autre par rapport & ce centre.

Avant d’aller plus loin, je précise ce que j'entends par ce mot
symétrie. Nous nous placons en ce moment au point de vue de
la géométrie non-euclidienne; je veux dire que nous considérons
comme des droites non-euclidiennes les aercles qui coupent or-
thogonalement le cercle fondamental ; nous disons que deux figures
sont symétriques par rapport i une droite non-euclidienne quand
on peut passer de I'une a 'autre par une inversion ( transformation
par rayons vecteurs réciproques) qui n’altére pas cette droite non-
euclidienne; nous disons que deux figures sont égales quand elles
sont symétriques d'une méme troisiéme par rapport a deux droites
non-euclidiennes, ou encore quand elles sont égales 4 une méme
troisiéme; nous disons enfin que deux figures sont symétriques.
par rapport & un centre quand elles sont symétriques d’'une méme
troisiéme par rapport 4 deux droites non-euclidiennes rectangu-
laires passant par ce centre.

Cela posé, notre polygone R de 4p cotés se décompose en deux
polygones R’ et R” de 2p + 1 cOtés symétriques 'unde 'autre par
rapport 2 un centre.

Nous pouvons supposer que le polynome F(z, y) n’est divisible
par aucun carré. Dans ces conditions, 'équation en x

F(x,y) =o0

n’aura pas de racine double, sauf pour certaines valeurs singuliéres
de y. Elle aura 2p + 2 racines simples que j’appellerai

Zoy Xy, Xe, ey x!p—o—l-

Alors z, correspondra aux 2p -1 sommets du polygone R’,
tandis que z,, Z3, ..., Zapy, correspondront aux milieux (tou-
jours au point de vue non-euclidien) des 2p + 1 cbtés.

Dans le plan des x, nous pourrons tracer 2 + 1 coupures

C‘h Ci) LR} C2p+l

allant du poinl z, aux points &y, Zs, . . ., Zap,, et de telle fagon
(u'aux deux lévres de la coupure C; correspondront sur le poly-

gone R/ les deux moitiés du '™ ¢oté,
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Dans le cas de p = 1 (c'est-a-dire si I'équation F = o est du qua-
tri¢me degré en x), le polygone R se réduit i un parallélogramme,
les polygones R’ et R” a deux triangles rectilignes ct les fonctions
fuchsiennes a des fouctions elliptiques.

Qu’arrivera-t-il maintenant si, faisant varier )- d'une maniére
continue, cette variable revient a sa valeur initiale ?

Notre groupe fuchsien variera d’unc maniére continue, de mé¢me
que Zo, Ty, .. ., Eapyy et que le polygone fuchsien R. Quand y
aura fait un tour complet, le groupe fuchsien seraredevenu le méme;
les points z; se seront en général permutés entre eux et le poly-
gone R sera devenu un autre polygone R, équivalent & P, je veux
dire susceptible d'engendrer le méme groupe fuchsien.

Prenons, par exemple, le cas de p =1; le polygone R est un
parallélogramme dontles cotés w et w’ représenteront en grandeur
et direction les deux périodes d’une founction elliptique. Quand y
aura décrit un tour complet, notre parallélogramme sera devenu R,
dont les cOtés représenteront encore en grandeur et direction deux
périodes de la méme fonction elliptique; seulement ces périodes
ne seront plus, en général, w et ', mais deux périodes équiva-
lentes

aw + fw’, yw -+ dw’,
ol 2, 8, v, ¢ sonl quatre cotiers tels que 26 — By =1.

Ceci nous améne 3 un premier rapprochement avec I’ Analysis
sitits. Supposons (ue p=1; supposons que I'on convienne de
donner & y une quelconque des valeurs situées sur un certain
contour fermé K, & z une valeur complexe quelconque, et que 5
soit défini par I’équation (1). L’ensemble de ces points z, y, s
constituera une certaine variété fermée V & trois dimensions.
Quelles sont les propriétés de celte variété au point de vue de
PAnalysis sitis?

A chaque point de cetle variélé je ferai correspondre trois
variables réelles §, 7, { définies comme il suit : { sera fonction de )
seulcment et augmentera de 1 quand y aura décrit son contour
complet. Quant a E et a v, ce seront des fonctions lindaires des
parties réelle et imaginaire de U'intégrale elliptique « définie par
I'équation (1). Ces fonctions linéaircs seront telles que § et 7 sc
changent en E+1,7n quand cette intégrale elliptique augmente
de w et en &, 7, +1 quand elle augmente de o’ (de telle facon que
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u==tw-+ 7,0'). Dans ces conditions, on retombera sur un méme
point de la variété V quand &, n,.§ se changeront en

ou en

ou en

35—".’7., 354‘“".9 I-+1,

car si §; etn, sont ce que deviennent § et 4 quand on change L en
{~+1,o0naura
= tw+ 1w,
et d’autre part
=% (aw + Bw') + 71 (yw + dw'),

ou plus généralement quand &, 7, § subiront une transformation
quelconque du groupe G engendré par ces rois transformations.

On reconnait la le groupe considéré dans I'Analysis sitiis,
page 57, 6° exemple. La varjété V est donc homéomorphe a la va-
riété envisagée dans ce G6° exemple et elle admet G comme groupe
Jondamental (cf. Analysis sitis, p. Go). .

Définissons toujours la variété V de la méme maniére, mais ne
supposons plus p = 1. Alors R est un polygone fuchsien curviligne.
Nous introduirons encore trois variables §, 0, {; cette derniére
sera définie comme plus haut. Quant a § et 7, ce seront des fonc-
tions bi-uniformes de { et des parties réelle et imaginaire de la
variable «; de telle facon qu’a toute valeur complexe de u corres-
ponde un systéme de valeurs de § et de 7, et un seul, etinversemeunt.
A chaque valeur de § correspondra un groupe fuchsien et le poly-
gone fuchsien R relatif 4 ce groupe. Ce groupe fuchsien sera en-
gendré par 2 p substitutions

Sh si: CERE} S!p-
La substitution S, changera § et 7, en
?k(gr T o %(5, Ty §)s

de sorte que nous rctomberons sur un méme point de la variét¢ V
quand nous changerons &, 4, § cn

I P
k(5 a8 dﬂ";,- 6 o) L.
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Nous pouvons d’ailleurs définirles fonctions § ct v, de telle facon
que 9 el dx ne dépendent pas de T,

in effet, envisageons la figure formée par le polygone fuch-
sien R = R'+ R” et par ses transformés par les diverses substitu-
tions du groupe fuchsien: Ce polygone et ses transformés rem-
plissent la surface du cercle fondamental. La figure ainsi formée
sc déformera d’'une manicre continue quand on fera varier { d’une
maniére continue, mais elle restera homéomorphe i elle-méme. On
pourra donc faire correspondre a tout point M, de cette figure dans
sa position initiale un point M, et un seul, de la méme figure dans
une quelconque de ses positions consécutives, et celade telle sorte:

1° Que le point ‘M se déplace d’une maniére continue quand §
variera d'une manicre continue;

2° Que, si M, est un sommet de R, M reste un sommet de R;
que, si M, est sur un c61é de R,"M reste sur un coté de R;

3 Que, si deux points M, et M, sont congruents (c’est-a-dire
transformés 'un de 'autre par uncdes substitutions du groupe
fuchsicn), les points M et M’ soient également congruents.

Je supposerai alors que les valeurs des‘deux variables auxiliaives
g et n sont les mémes pour le point' M, et pour le point M;
je supposcrai, par exemple, que ce sont les coordonnées du
point M,. :

Dans ces conditions, ¢4 el ¥ ne dépendent pas de &.

Quand, y ayant fait un tour c‘(‘)mplei { aura augmenté de 1; le
polygone R, en se déformant successivement, sera devenu un
polygone R, équivalent a R.

Le point M sera venu en un pomt M, dont les coordonnées
seront

L] 'G)f 01(5, 7‘)‘

On voit que 'on retombe sur un méme point de V quand 3,
7, & se changent en ‘
0(51 TI)) 0](5,'*;)1 :+l? :
ou, plus generalemenl, quand .;, N, { snblssenl, unc des sul)sll-

tutions du groupe G engendré par Jes 2p + 1 sul)emuhom qui
changent § et 1 en

‘?/ﬁ Vi % (k=1,9, cey 2p)
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ou en
0, 0, {+1.
Ce groupe G sera donc le groupe fondamental de la varjété V.

Nous remarquerons d’abord que ce groupe n’est pas simple.
Nous pouvons appeler G’ le groupe engendré par les 2 p substitu-
tions (%4, Ys, {) et I la substitution (6, 6,, { +1). Je dis que G’
est un sous-groupe invariant de G; il sulfit de montrer que G’
est permutable 4 E. En effet, T changeant le polygone R en un
polygone équivalent, n’altéve pas le groupe fuchsien. Or, le
groupe fuchsicn n'est autre chose que le groupe engendré par
les 2 p substitutions (£, %; @& Y4); on voit que ce groupe est
permutable & la substitution (§, 7; 8, §,) et le théoréme ¢noncé
s'en déduit. immédiatement.

Considérons maintenant une variété V définie comme il suit :

Représentons la variable y sur une sphére. Distinguons sur
cette sphére les points ordinaires pour lesquels I'équation F(z, y)
n’a pas de racines mulliples et les points singuliers pour lesquels
celle équalion a des racines multiples.

Sovient O un point ordinaire et A, A,, ..., A, les points singu-
liers. Joignons O a chacun de ces points par dés coupures OA,,
OA,, ..., OA, ne se coupant pas mutuellement. '

D’autre part, lragons autour de chacun des points singuliers
un cercle de rayon Lrés pelit que nous appellerons cercle de garde.

Pour former la variété V, nous donnerons 4 y une valeur quel-
conque non comprise dans 'un des cercles de garde; a x une
valear complexe quelconque, & 5 une des deux valeurs définies
par l'équation (1). :

A chaque valeur de y correspondra un polygone fuchsien R, et
ce polygone est parfaitement délerminé si y est assujetli a varier
sans franchit les coupures OA; car c’est seulement quand y lait
un tour complet en tournant autour de I'un des points singuliers A
que le polygone R peut s’échanger contre un polygone équivalent.

Le polygone R et ses transformés par le groupe fuchsien
forment une ligure qui, quand y varie d’une maniére continue, se
déforme aussi d’'une maniére continue, mais en restant loujours
homéomorphe a clle-méme. Soient alors y une valeur initiale de y,
R, le polygone R correspondant, un point M, du plan de Ro; "
nous pouvons fairc correspondre au point My un point M du plan
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de R, de telle fagon que les coordonndes de M soient des fonctions
continues et bi-uniformes de celles de My; que M soit cn un som-
met ou sur un cbHté de R, si M, est en un sommet ou sur un cété
de R,y ; que M et M’ soient congruents si My et M sont congruents.
Nous pourrons. ensuite faire correspondre au: point M deux
variables auxiliaires § et 4 qui ne seront autre chose que les coor-
données de M,. Dans ces conditions, le groupe fuchsien sera dérivé
de 2 p substitutions

Sh Sh ey S!p,

telles que Sy change § et n en o4(Z, 1), Uk(§, %), les fonctions 24
et Y étant indépendantes de y.

Quand y tourne autour du point singulier A;, R se change en
un polygone équivalent R,; il en résulte que £ et n se changent
en :

oi(E’ 7})1 0;(51 7))’

6; et 6. éltant des fonctions bi-uniformes et continues de § et 7,
telles que, quand le point §, 7 est en un sommet ou sur un coté
de Ry, le point §;, §; est en un sommet ou sur un cdté du poly-
gone RY analogue a R, ét équivalent a R,.

Envisageons maintenant un second groupe fuchsien que j'ap-
pellerai T, de telle fagon que y soit une fonction fuchsienne dela
variable auxiliaire § + {{’ admettant ce groupe I'. Le polygonc
fuchsien P correspondant sera de la deuxié¢me famille (c’est-a-dire
qu'il aura tous ses sommets sur le cercle fondamental et tous ses
angles nuls) et de genre O. Ses différents sommets correspondront
aux valeurs A,, A,, ..., A, de la variable y.

Aux ¢ points singuliers Ay, Ay, ..., A correspondront les

¢ substitutions
2|, 231 ceey 2411

qui engendreront le groupe T'; et la substitution X; changera §

etf en
(8 €y i (8 )

Il résulte de la qu’on retombera sur le méme point de la va-
riété .V quand les quatre variables §, 0, §, §' subiront uné des
substitutions du groupe G engendré par les 2 p + ¢ substitations
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qui changent ces variables en’
iy

?l-(n 1), 4’5( ), %5 ¢ (k=1v,2,...,2p).
Oi{,n 7 ), 94'(”71”» 1 z) :l,)v 7,;(:1 :' ("'='.1 %y veny q)

Les 2 p premitres de ces'substitutions engendrent un groupe G’
(qui ne sera autre que le groupe fuchsien appliquéa § et a 7, les
deux variables et {' demeurant inaltérées). Ce groupe fuchsien
étanL permutable aux substitutions ¥;, on conclurait, comme plus
haut, que G’ est un sous-groupe invariant de G.

Ce groupe G peul éire regardé comme le groupe fondamental
de la variéié V, pourvu que I’on suppose, comme nous I'avons fait,
(ue y est assujelli 3 ne pas pénélrer dans les cercles de garde.

En effet, soit N le point de Pespace & quatre dimensions dont
les coordonnées sont S, %, &y &. A chaque point N correspondra
un point de V, mais a chaque pointde V correspondront une inli-
nité de points de N; je dirai que ces poinls sont congruents entre
eux. )

‘ D’apnés les définitions données dans ' Analysis sitds (c/. p. 61),
a chaque substitution du groupe fondamental de V correspondra
un contour fermé K tracé sur V, le point initial du contour étant
un certain point fixe choisi une fois pour toutes sur V (c’est le
point que j’appelais M, dans lAna/ys'ts sitiis). Soit Ny I'un des
points N correspondant & ce’ point fixe de V; a nolre contour
fermé K correspondra dans Pespace (&, 7, C, C ) une hrrne N,BN;,
allant du point Ny a un point congruent N,

11 est clair ensuite que deux lignes N.,BN N, CN; ayant mémes
extrémilésconduironti une mémesubstitution du groupefondamen-

tal. Il suffit pour cela de faire voir que le contour fermé NoBN;CN,
limile une aire, car alors le ‘contour fermé correspondant sur V
limitera aussi une aire el pourra se réduire a un point par défor-
malion continue.

Il suffit donc de montrer que la région de 'espace a quatre di-
mensions oll peut se mouvoir le point N est simplement connexe.
Quelle est cette région ? D’abord le point §, n peul parcourir tout
le cercle fondamental qui est une aire simplement connexc.
Quant au point {, g, 1] peut parcourir le polygone P et ses trans-
formés par le groupe fuchsien I'" I pOurralt donc parcourir aussi
le cercle fondamental tout entier, s'il n’y avait lieu de (enir
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compte de Pexisténce des cercles de garde. Comme 1 ne peut
pénétrer dans ces cercles’ de garde, il faut retrancher du poly-
gone P de petites régions dans le voisinage de chaque sommet, de
méme pour ses transformés. 1l faudra donc retrancher du cercle
fondamental une infinité de pelits cercles, lous extérieurs les
uns aux autres et tous tangenls au cercle fondamental. Llaire
restante n’en élant pas moins simplement connexe, la région ot
peut se mouvoir le point (§, 7, §, {'), ¢’est-a-dire le point N, est
bien simplement connexe. : c. Q. F. D.

Ainsi; a un point N, (ou, si I'on veut, a la substitution du
groupe G qui change N, en N.,ﬁ correspond une substitution du
groupe fondamental, et une seule. Il résalte de la que’le groupe
fondamental est 1snmorplne 4 G, mais nous ne savons pas encore
si 'isomorphisme n’est pas mériédrique.

C'est ce qui arriverait s'il.y avait des points N (autres que N,)
tels que la substitution correspondante du groupe fondameiital se
rédmse a la substitution identique, c'est-a-dire tels que le con-
tour-fermé tracé sur V et correspondant a la ligne N, BN, limite
une aire et puisse se réduire 2 un point par déformation continuc.

Nous devons donc rechercher si, quand on décrit sur V un
contour fermé infiniment petit, il peut arrviver que le point N
subisse une substitution de G ne se réduisant pas'a la substitution
identique. Quand on décrira sur V un contour infiniment petit,
la variable y décrira aussi dans son plan un contour infiniment
petit. Ce contour ne pourra entourer I'un des points singuliers A;,
puisque chacun de ces points singuliers est prolégé par un cercle
de garde, trés petit, mais (ini, out y ne peut pénétrer. Nous pour-
rons alors, en faisant subir a notre contour fermé une déforma-
tion infiniment petile, nous arranger pour que, ¥ restant constant
tout le long du contour, la variable z décrive dans son plan un
contour fermé infiniment petit. Si ce conlour n’entoure aucun des
points singuliers z;, le point'N dont les coordonnées sont %, 7,
&, ¥ revient i sa valear primitive, et il n’a pas subi une sabstita-
tion de G autre que la substitution identique. Si le contour en-
toure un point singulier, et un seul, la variable 5 change de signe
et le cycle n'est pas fermé sur V. Enfin, il ne peut arriver que le
contour entoure deux points singuliers, puisqu’il est infiniment
petit, que deux points singulicrs nc peuvent étre infiniment voi-
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sins que quand y est prés d’un des points A;, et que nous ne pou-
vons approcher de ces points A; 3 cause des cercles de garde.

En résumé, quand on décrira sur V un cycle fermé, la substi-
tution subie par N se réduira toujours a la substitution identique.
Donc I'isomorphisme de G et du groupe fondamental est holoé-
drique. En d’autres termes, puisque le groupe fondamental n’est
défini que par sa forme, le gi‘0|1pe n’est autre chose que G.

On voit quel réle jouent les cercles de garde dans le raisonne-
ment qui préctde. Supprimons maintenant ces cercles de garde
ct supposons que x et y puissent prendre des valeurs complexes
quelconques, et que V soit, par conséquent, la variété définie par
I’équation (1). :

D’abord, le groupe fondamental sera toujours isomorphe & G;
je n’ai rien i changer a cetle partie du raisonnement. Mais il reste
4 savoir si cet isomorphisme n’est pas mériédrique, et, pour le
reconnailre, je vais, comme plus haut, examiner ce qui se passe
quand on décrit sur V un cycle (ermé infiniment petit.

Si, quand on décrit ce cycle, ¥ ne tourne pas autour d’un point
singulier A; ou ne reste pas infiniment voisin de A;, les raisonne-
ments précédents s’appliqueront eocore et la substitution subie
par N se réduira a la substitution identique. Supposons wmain-
tenant que y décrive un cercle fermé trés petit autour de A;.
Alors § et {' se changeront en y; et ; et N subira soit la substi-
wation (8, 9;, i, y;), que j'appellerai, pour abréger, T, soit
celle méme substitution suivie d’une substitution du groupe G'.

Précisons davantage. Quand on décrit le cycle, le point z
décrit dans son plan un contour fermé infiniment petit, En méme
temps, les points

Ty Lyy Loy ooy ﬂ"gp,-],

par suite des variations de y, décriront des courbes trés petites.
Deux de ces points, que j'appellerai xz, et x;, sont trés voisins I'un
de I'autre quand y est voisin de A;. Les autres points z, décri-
ront des contours [ermés quand y tournera autour de A;. Quant
A Z, et &y, il pourra arriver qu'ils s’échangent, et alors ils décri-
ront chacun un arc trés petit, 'ensemble de ces deux arcs con-
stituant une petite courbe fermée.-Ou bien ils ne s’échangeront
pas, de sorte que chacun d’eux décrira une courbe fermée.
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.St z ne tournc aulour d’aucun des points singuliers zx, le
point N subira la substitution T;, a laquelle devra par conséquent
correspondre, dans le groupe fondamental, la substitution iden-
tique.

Si x tourne autour d’un point z4 aulre que z, et x4, 5 change’
de sigoe et le cycle n’est pas fermé; ce cas doit donc étre exclu.

Si z tourne aulour des points z, et xs, la somme des argu-
ments de £ — z, et £ — x; augmente de 27 ou de 4. Le pre-
mier cas doit étre exclu parce que z changerait de signe ; examinons
le second.

Reprenons le polygone fuchsien R et les deux polygones par-
tiels R’ et R”. Au point z, correspondra sur R’ un certain point «,
qui sera Je milieu de I'un des colés (au point de vue non-eucli-
dien). Soit s, la substitution qui change un point « du plan de R
en un point symétrique de u par rapport a u, (au point de vue
non-ecuclidien).

Soit u, un point congruent de ua, transformé de u, par une
substitution S du groupe fuchsien; et soit s, une substitution qui
change un point en son syméirique par rapport & u,. On aura
évidemment

. s, = S—15,8.

‘Considérons maintenant les diflérents points du plan de R qui
correspondent & 25; parmi ces points, je distinguerai celui qui
tend vers u, quand y tend vers A;sans franchir les coupures 0A;
je l'appellerai u;. Je désignerai par u} le transformé de us par S.
Je définirai s; et s, par rapport & u; et u, comme s, et s, le sont
par rapport a u, et u,.

11 est clair que :
si=si=st=s5'=1,
que 5.5 et 555, appartiennent au groupe fuchsien, que

s;, = S—1s,S.

D’ailleurs, s,ss et 535, sont inverses 'une de I'autre.

Cela posé, quand z aura décrit son contour autour de z, et x;,
le point §, n.aura subi la substitution s,ss (ou la substitution s3sq,
selon le sens dans lequel le contour aura été décrit) ou, plus
généralement, une des substitutions du groupe fuchsien.

Le point N aura donc subi la substitution T; suivie d’une des
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substitutions 8" de (3, ou, cc qui revient au méme, d’'une substi-
tution 8 de G’ suivie de '1, :

A la substitution 1;8'= $"7T; du groupe G correspondra encore
dans le groupe fondamental la substitution identique.

Comme nous venons de voir qu'a T; correspondait déja la sub-
stitution identique, nous devons conclure qu'a §' et §” corres-
pondra également la substitution identique.

H peut arriver encore que, quand on décrit le cycle fermé sur V,
2 netourne pas autour de A;, mais reste trés voisin de A;; dans ce
cas, { et {’ reviendronta leurs valeurs primitives; en méme temps,
x décrira dans son plan un contour fermé; on pourra supposer que
ce contour entoure les deux points singuliers z, et 3, puisque,
quand y est voisin de A;, ces deux points x, et zp sont voisins
I'un de I'autre. Alors le point « subit une substitution du groupe
fuchsien et le point N subit une substitution S” de G’ a laquelle
devra encore correspondre dans le groupe fondamcntal la substi-
tution identique.

Ainsi, si nous reprenons notre groupe G qui est dérivé du
sous-groupe G’ et des substitutions T;, nous voyons qu'a toutes
les substitutions T; et a certaines substitutions de G’ corres-
pond la substitution identique. Donc le groupe fondamental
sera isomorphe & G’ (et, par conséquent, au groupe fuchsien),
puisqu’a toutes les T'; correspond la substitution identique, et’cet
isomorphisme sera, en général, mériédrique, parce qu’a cerlaines
substitutions de G’ conespondra, en général, la substitution
identique. ‘ ‘

Avant d’aller plus loin, une distinction est nécessaire. 1l peut
arriver que les points singuliers z, et x3 s'échangen}. quand y
tourne autour de A;, ou bien qu'ils ne s'échangent pas. Dans le
premier cas, il n'y a pas de difficulté : la partie de la variéié (1)
voisine du point y = A;, £ = x,= s cst assimilable a la partie
-de la variété

=y — ot
voisine de 'origine, et lout cycle fermé qui resté trés voisin de ce
point est réductible a un point de telle fagon que la substitution
correspondante du groupe fondamental ne peut étre que la substi-
tution identique. Dans ce cas, a T;,a 'S, 4 $” correspondra la sub-
stitution identique, ainsi que nous venons de I'expliquer.
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Dans le second cas, la surface (1) présente un point conique et
la portion de la variété (1) voisine de y = A;, x = r, = 2, est
assimilable a la partie de la variété

2 __ 2

sr=y
voisine de 'origine.

Alors deux conventions également légitimes peuvent étre faites :
Supposons qu’'un contour fermé tracé sur V puisse se réduire i un
point, mais en franchissant le point conique, et ne le puisse pas
autrement. On peut admettre que la substitution correspondante
du groupe fondamental est encore la substitution identique, ou,
en d’autres termes, on peut traiter le point conique comme un
point ordinaire de la variété. Dans ce cas, encore & T;, 8’ et 8’
correspondra la substitution identique.

Ou bien on peut faire la convention contraire et traiter le point
conique comme un point singulier qu’il est interdit de franchir.
Dans ce cas, 4 T; correspondra encore la substitution identique,
mais il n’en sera plus de méme pour S”. On aura d’ailleurs tou-
jours §"=8§".

Voici maintenant la question qui se pose. M. Picard a démontré
(cf. Théorie des fonctions algébriques de deux variables, t. 1,
p- 85 etsuiv.) que, si une surface algébrique est la plus générale de
son degré, les cycles linéaires peuvent étre réduits a des points
de telle fagon que le nombre de Betti p, est égal a 1.

Il ne s’ensuit pas immédiatement que le groupe fondamental se
réduise a la substitution identique. En effet, M. Picard a dé-
montré que tout cycle linéaire est homologue i zéro, et, pour
démontrer que le groupe fondamental se réduit a la substitution
identique, il faudrait faire voir que tout cycle linéaire est équivca-
lent d zévo. Pour la différence entre les homologies et les équiva-
lences, voir Analysis sitds, p. 63.

I est donc nécessaire de revenir sur la question a ce nouvean
point de vue. Voyons d’abord le cas ot p =1, ¢’est-a-dire od notre
polygone fuchsien R se réduit & un parallélogramme. Alors toutes
les substitutions de G/, et par conséquent toutes celles du groupe
fondamental, sont permutables entre elles.

.Le groupe G’ dérive de deux substitutions que j’appelle s et s,.
Soit alors un cycle quelconque; a ce cycle correspondra unc sub-
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stitution de G’ qui pourra s’écrire, par exemple,
sisi"sﬂ:?'sh"',

Les substitutions de G’ étant permutables, elle pourra s’écrire

également
sa+Bryshi+ Bi+ 1,

Si, comme I'a démontré M. Picard, Lout cycle est homologue a
zéro, cela veut dire que, parmi les cycles possibles, il yen a deux
correspondant aux substitutions de G’:

sash, scsd

(ou a, b, ¢, d sont quatre entiers dont le déterminant n’est pas
nul) et qui sont susceptibles de se réduire a un point. 1l arriverait
alors qu'a s2s® et a s°s? correspondra dans le groupe fonda-
mental la substitation identique, ce que j'écrirai :

..
sast=1, Csesi=1.

Nous en conclurons, en nous rappelant que s et s, sont permu-

tables,
se=1, si=1, e = ad —bec.

On voit que le groupe fondamental ne pourrait, cn toul cas,
comprendre qu’un nombre fini de substitutions, au plus ¢2.
Mais on peut aller plus loin, méme dans le cas de p > 1.
Supposons, pour fixer les idées, que p = 2 et appelons, pour
abréger,
a, b, ¢, d, e, f

les six points singuliers du plan des x que nous appelions jus-
qu'ici Zg, .. ., Ze.

Soit d’abord y == o; joignons le point 2 = o aux points @, b,c,
d, e, f par des coupures rectilignes, de telle fagon qu’en tour-
nant autour du point O on rencontre ces coupures dans |'ordre

Oa, 0b, Oc, Od, Oe, Of.

Faisons maintenant varier y d’'unc maniére continue, mais sans
franchir aucane des coupures OA;; en méme temps les points «,
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b, etc., se déplaceront d’une maniére continue, mais sans s’échanger
ou sans tourner les uns autour des autres; les coupures Oa, etc.,
se déplaceront et méme cesseront d’étre rectilignes, mais on les
rencontrera toujours dans le méme ordre en tournantautourde O.
QQuand on franchira la coupure O a, la variable « (argument des
fonctions fuchsiennes) subira une transformation que j’appel-
lerai @ et qui sera une sorle de symélrie analogue a la substitu-
tion s, délinie plus haut, page 59 (symétrie par rapport a u,).
Je définirai de méme les transformations 0, ¢, d, e, f; il est
clair qu’on aura

ar= b= c!=d3=ei='f2=|,
abedef =1,

et que ce sont Ja les seules relations qu’il y ait entre elles. Le
groupe fuchsien sera formé de toutes les combinaisons possibles
de ces transformations prises en nombre pair.

Lorsque y tend vers A;, deux des points singuliers, a et d, par
exemple, se rapprochent 'un de P'autre; quand y tourne autour
de A;, ces deux points s’échangeront (dans le cas général ou le
point = a, ¥ = A; n’est pas un point double de la surface, cas
général que nous examinerons d’abord).

Quand le point y est voisin de A; (mais sang avoir franchi la

coupure OA;), les quatre coupures Oa, Ob, Oc, Od présentent
la dispositoin représentée en Llrait plein sur la figure 1; aprés que
le point y a décrit un contour autour de OA;, les coupures Oa
et Od sc sont déformées et ont pris la forme représentée en trait
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pointillé sur la figure. Elles se sont dailleurs permutées de telle
facon que la coupure en trait plein O ma est devenue la coupure
en trait_pointillé Om’d, 1andis que la coupure O nd est devenue
On'a.

Tracons maintenant dans le plan un contour fermé quelconque,
partant d’un point fixe My, quelconque du plan; si ce contour
coupe successivement les coupures Oa, Oc, Oa, 00, Of, O¢,
par exemple, il équivaudra a la substitution acab/e.

Cela posé, considérons un contour fermé coupant l'unc des
coupures

(1) Oma, 0Ob, Oc, Ond, Oe, Of,

et une seule; quand ¥ aura lourné autour de A;, il se transformera
en un contour coupant une des coupures o

(2) om'd, 0b, Oc, Owm'a, Oe, Of,

el une seule. ,

Or, il est aisé de voir sur la figure qu’un contour coupant I'une
des coupures (2) coupera dans un cerlain ordre certaines des cou-
pures (1) et équivaudra, par conséquent, & une certaine combinai-
son des substitutions a, b et c. ,

Si nous supposons, par exemple, M, extérieur aun con-
tour Om'dna. Le cycle qui coupe :

Om'd coupera Ond et équivaudra a d,

0db » Ond, Oma, Ob, Oma et Ond » dabad,
Oc » Ond, Oma, Oc, Oma ct Ond » dacad,
Om'a » Ond, Oma et Ond » dad,
Oe » Oe » e,

of » of » S

Par conséquent, la transformation T; changera les substitutions
(3) a, b, ¢, d, e, [
rcspeclivemenl. cn

(4 . d, dabad, dacad, dud, e, f.
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Nous avons, plus haat, écrit la relation
T,8'=S"T;,

et montré qu'aux deux substitutions S’ et S” de G’ doit corres-

pondre la méme substitulion da groupe fondamental, ce que nous
écrirons :

(5) : S'=s§"

Comme &' est une certaine combinaison des substitutions (3) en
nombre pair et que S” est la combinaison correspondante des sub-
stitutions (4), il suffit, pour que I’équivalence (5) ait lieu, que
I'on ait :

a=d, b = dabad, ¢ = dacad, d = dad.
Or, toutes ces équivalences se réduisent a :
ad=1,

ou, ce qui revient au méme, 4 a = d.

Nous avons vu ensuite qu'a la substitution §” de G’ doit
correspondre la substitution identique du groupe fondamental,
ce que j'écris :

S"=1.

On voit ici que S” n’est autre chose que ad, de sorte que nous
retlombons toujours sur la méme équivalence

ad =1

qui est (avec T= 1) la seule que I'on puisse déduire de la consi-
dération du point singulier A;. '
Il nous reste a examiner le cas oii le point

r=a, y=A

est un point conique de la surface s =F (z, y). Refaisons une
figure analogue & la figure 1. Quand le point y tournera autour
de A;, les coupures en trait plein Oma et Ond se changeront

dans les coupures Om'a et On'd en trait pointillé(fig. 2). En
XXX.
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raisonnant comme tout a I'heure et considérant les différents cycles

qui partent du point M, et qui coupent une des coupures, et une
seule, on voit que le cycle qui coupe

Om'a coupéra O nd, O ma et O nd,

0b » O nd, O ma, Ond, Oma, 0b, Oma, O nd, Oma, Ond,
Oc » O nd, Oma, Ond, Oma, Oc, O ma, Ond, O ma, Ond,
On'd » Ond, Oma, Ond, O ma, Ond,

Oe » Oe,

of » Of.

Ces cycles équivaudront donc respectivement aux combinaisons
dad, dadabadad, dadacadad, dadad, e, f,
c’est-a-dire que T; transformera les substitutions
a, b, ¢, d,’ e, f
dans les substitutions

dad, dadabadad, dadacadad, dadad, e, f.

Si I'on traite le point conique comme un point ordinaire de la
variété, on aura encore

S'=9", S"=1.
La premiére condition entraine

(6) a=dad, b=dadabadad, c=dadacadad, d=dadad
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La seconde nous donne simplement
ad=1,

ce qui entraine d’ailleurs les conditions (6).

Considérons maintenant le point conique comme un point
qu'il est interdit de franchir. Alors nous aurons encore $'= S"et,
par consequent les conditions (G), mais nous n’aurons plus
S"=1, c’est-a-dire ad =1.

Les condluons (6) se raménent a une seule :

(ad)? =

Ainsi, si nous nous interdisons de franchir le point conique,
nous n’aurons pas ad = 1, mais nous aurons (ad)*=1.

Ainsi, le cycle qui tourne autour des deux points @ et d n’est
pas la frontiére d’une variété i deux dimensions faisant partiede V,
tandis que ce cycle pris deux fois constitue la frontiére d'une va-
riété a deux dimensions faisant partie de V, si du moins l'on sup-
pose que toutes ces variétés & une ou a deux dimensions ne
s’écartent pas beaucoup du point conique.

I1 est aisé de rapprocher ceci d’un fait connu. Nous avons déja
fait remarquer que la portion de V voisine du point conique est
homéomorphe a la portion de la variété z2= z2— y? ou de la
variété z* = zy voisine de l'origine.

Appelons donc W la variété a quatre dimensions 52= zy, dont
on suppose que I'on a exclu Uorigine qui est un point conique.
Ce qui précéde nous enseigne qu’il y a sur W un cycle fermé C
a une dimension tel que I'on n’ait pas I’équivalence

C=o,
mais que I'on ait I'équivalence
2C=o.
Or, considérons la variété  trois dimensions
2=zy, |z’|‘+ly’|=1

que j'appelle W', C’est la variété envisagée par M. Heegaard

[¢f. Premier Supplément & I'Anralysis sitis (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, t. XIII, 1899)].
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A tout point z, ¥, 5 de W correspond un point

x Y z
’ ’ M
vigtl+ 1y Vizf[+ 1l Y]z [+ 1y

Si le point de W décrit un cycle G, le point correspondant
de W' décrira un cycle C'. Or, il est évident que si sur Won a
C =o, sur W' on aura C'= o, et réciproquement. (Je rappelle
que I'équivalence C = o signifie qu’il existe sur W une variété a
deux dimensions dont C est la frontiére compléte.)

Si donc sur W on a 2C = o sans avoir C= o, il y aura sur W’
un cycle C' tel que 2(C’ = o sans que C'=o.

Or, on se rappelle que 'existence d’un pareil cycle C’ est une
des propriétés caracléristiques de la variété de M. Heegaard.

Rien n’est plus facile maintenant que de déterminer le groupe
fondamental. Ce groupe est mériédriquement isomorphe au
groupe fuchsien, lequel dérive de toutes les combinaisons en
nombre pair des substitutions a, b, ¢, d, e, f, lesquelles sont
supposées liées par les relations .

ad=brt=ct=di=e'= f2=1, abedef =1.

Mais si les deux points @ et d peuvent s’échanger quand y
tourne autour de A;, on aura ad =1, d’ou

a=d.

Je dis que la méme relation subsistera si a se change en d
quand y décrit un cycle fermé quelconque, enveloppant, par
exemple, non plus un seul point singulier, mais deux points sin-
guliers A; et Ax. Si, en effet, par exemple, a s’échange avec b
quand y tourne autour de A; et b avec d quand y tourne autour
de A (de telle fagon que a se change en d quand y décrit le con-
tour qui enveloppe a la fois ces deux points singuliers), on aura

a=2b, b=d
et, par suite,
a=d. C. Q. F. D.

Si donc les. points singuliers a, b, ¢, d sont susceptibles de
s’échanger entre eux, on aura

d.

Ta=b=c
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Si le polynome F(z,y) est indécomposable, les racines de
I’équation
F(r,y)=o0

(considérée comme équation en x) seront toutes susceplibles de
s’échanger entre clles quand on fera varier y d’une facon quel-
conque.

Nos 2p + 2 points singuliers (qui sont au nombre de six, «, b,
c, d,e, f, si p=2) s’échangeront donc tous les uns avec les autres

et I'on aura
a=b=c=d=e=f.

Une substitution quelconque du groupe fondamental, se rédui-
sant i une combinaison en nombre pair de a, b, ¢, d, e, f, se ré-
duira & une puissance paire de a, c’est-a-dire & la substitution
identique. '

Ainsi, si le polynome F ést indécomposable, le groupe fon-
damental se réduit a une seule substitution qui est la substi-
tution identique.

Sile polynome F se décompose en deux facteurs F =F, F,, nous
devrons distinguer deux sortes de points singuliers : ceux qui salis-
fonta’équation F, = o et ceux qui satisfont & F; = o; supposouns,
par exemple, que «, b, ¢, d satisfassent aF, =o, eetfaF,=o;
on aura alors

a=b

fl
]
I

(4

d, e=f.

On n'aura pas @ = e (si les points coniques ne sont pas regardés
comme des points ordinaires), mais on aura (ae)*=1, de sorte
que le groupe fondamental comprendra seulement deux substitu-

tions
1, ae.

11 faut voir encore si ce nombre n’est pas réduit par la consi-
dération de la relation

(7) : abcdef = 1.

Observons que 1'on doit toujours réduire le degré de F a éire
pair (au besoin par une transformation homographique), puisque
le nombre des points singuliers est 2 p + 2. Nous devons alors
distinguer le cas ot F, et F, sont tous deux de degré pair: alors
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la relation (7) se réduit i une identité et le groupe fondamental
n’est pas réduit; et le cas o F, et F, sont tous deux de degré
impair : alors la relation (7) se réduit 4 ae =1 et le groupe fon-
damental ne comprend plus qu’une substitution.

Si F se décompose en trois facteurs F =F,F,F,, que a soit
I'une des racines de ;= o0, b I'une de celles de Fy= 0, ¢ 'une
de celles de Fy=o0, on aura

at=bt=ct=1, (ab)r=(bc)*=(ac) =1,

ce qui montre que le groupe fondamental se réduit & quatre sub-

stitutions
1, ab, be, ac,

ce nombre pouvant encore étre réduit, a cause de la relation (7),
si deux des facteurs sont de degré impair.

Si, enfin, F se décompose en n facteurs F=F,F,...F,; si a;
est 'une des racines de F;— o; on aura

(8) al=1, (aiap)?=1 (i, k=1,2,...,n).

Soit alors S une substitution quelconque du groupe fondamental ;
ce sera le produit d’un nombre pair des substitutions a;. Mais des
relations (8) on peut déduire

a;ar=ara;.
On peut donc permuter les facteurs de S et ’écrire sous la forme

alal...apr (e4+ e+ ... +ep=o0, mod2).

On peut ensuite, a I'aide des relations (8), réduire les expo-
sants ¢ 4 o ou a 1, de sorte que S se réduira & un produit de & fac-
teurs @, &y, ...y @y, les k facteurs étant différents et k étant
pair, Pordre des facteurs étant d’ailleurs regardé comme indiffé-
rent. Il y a 27~' combinaisons possibles; le groupe fondamental
comprend donc 2"~ substitutions; mais ce nombre peut étre ré-
duit de moitié par le moyen de larelation (7), si deux ou plusieurs

des facleurs sont de degré impair.



