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Sur une formule de la théorie des surfaces; par M. Cn. Brissk.

(Séance du 22 mars 1876.)
Soient
z=9¢(u,v), y=49(u,v), z=1y(u,v)
les équations d’une surface, et supposons qu’on en déduise pour le
carré de ’élément lindaire

ds?= E2du?+ G*dv:.
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Soient, en outre, M, N, P, Q, R, S six fonctions de u et de v assu-
jetties & vérifier les équations de Codazzi :

dE L dM  dN

dv +GM =o, W—EIZ_RS "‘PQ,

dG dp ds

a—[;—EN:% W—%‘—MQ_RN’

ES+ GR—o, R_9Q_xp .
dv du

Si l'on considére un triédre trirectangle formé par les tangentes aux
courbes ¢ = const., u = const., et par la normale a la surface, et
un second tri¢dre formé par la tangente, la normale principale et
la binormale d’une courbe tracée sur cette surface et coupant sous
un angle ¢ les courbes v = const., M. Laguerre a montré qu’en
écrivant que la position des deux triédres était déterminée a tout
instant, on en concluait trois relations distinctes contenant le rayon
de courbure p, le rayon de torsion r, et I'angle & de la normale
principale a la courbe et de la normale a la surface :

dw — ifﬁ — (Pdu +8dv) sini -+ (Rdu - Qdo) cosi,

COS®

ds = (Pdu + Sdv)cosi — (Rdu + Qdv; sin{,

sinw

ds=di+ Mdu + Ndv,

I'angle ¢ étant 1ié a u et & ¢ par les formules
dscosi = Edu, dssini= Gdv.

Ces trois rclations vont nous donner également trois relations
entre certains éléments de deux courbes tangentes en un point et
tracées sur une méme surface. Eliminons en effet du et dv, M et N,
clles deviennent

(1) EG (‘2—’;’ — %):ES sini - (GP + EQ) sini cosi - GR cos,
(2)  EGSE® —GPcos'i+ (ES — GR) sini cosi — EQ sinti,
sinw di dE . dG , .

(3) EG . :——EG(—l;—t—d—ucosz—zl—‘smt.

v. 7
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De la premiére on conclut, pour deux courbes T et X’ issues
d’'un méme point sur une méme surface et tangentes entre elles,
puisque le second membre ne dépend que de sini et cosz,

(4) do' 1 dws

T
ds' T ds  r’

c’est la formule de M. Ossian Bonnet.
De la deuxiéme on conclut de la méme maniére

/
COS® COS®
(5) = ;

’

p p

c’est le théoréme de Meusnier.
De la troisiéme on conclut enfin
sin@  di'  sinm | di
(6) SLL AN L
g ds p ds
d’ou l'on tire, comme nous allons le faire voir, la formule de M. La-
guerre.

Différentions, en effet,’équation (2), et, tenant compte del'équa-
tion (1), isolons les termes qui ne dépendent que de sini et de cosi,
nous en conclurons

do’ 1\ di' sine' do’ cosw dp
ds r

‘( _2<dm x)di sing dg__ cosw dp

(7)
“ds r)ds P ds p pds

Multiplions membre 4 membre les équations (4) et (6), et retran-
chons de ’équation (7) le double du résultat obtenu, nous aurons

(8) sinm'(3iu_s_’ 2>+cosm’ dp’ _sinm<3(lm z> cosw dp

¢’ ds o pdsT p ds~ r p pds.

Multiplions enfin membre & membre les équations (3) et (8), et
nous aurons la formule cherchée

r

deo’ 2 dp do 2 dp
/ — — — + —_—t— T — — — + —
tangm (3 ds’ r’) plds' langw (3 ds r> pds



