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SUR UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS .
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

‘Pﬁr M. J. Crammix.

1. Supposons qu’une équation aux dérivées partielles dusecond
ordre, a deux variables indépendantes,

(l) ‘ . F(?"'y.)’i‘:[f»Qy"!‘yt):Oa

admette deux transformations infinitésimales de contact (8) et (9,),
qui engendrent un groupe (g), et désignons par ¢, (z,y, 3,p, q),
22(X, 0y 5, Py @) ©3(2, ¥, 5, P, q) les trois invariants du premier
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ordre de (g); les équations

(2) -Z"=‘~?1(1‘,}’,3,qu), .}"‘:?:(z‘a}’,i,l’yq) 5'=?a(-5,.}’,3,17,(])

font correspondre a chaque intégrale de (1) une surface (¥'); je
me propose de démontrer que ces surfaces (¥') sont les intégrales
d’une équation du second ordre linéaire par rapport aux dérivées
secondes.

On a déja considéré le cas ot (0) et (8;) sont permutables (*);
je rappelle que I'on peut faire trés simplement la démonstration
en remarquant qu'il suffit d’effectuer une transformation de con-
tact pour remplacer I’équation (1) par une équation qui admet
les transformations infinitésimales dont les fonclions caractéris-
liques sont 1 et z, c’est-a-dire par une équation dont le premier
membre ne contient ni 3 ni p,

(3) ‘b(z’y’q? ,"s7 l)=0!

tandis que les invariants de (g) deviennent z, y, g. ll est aisé de
-voir que ¢ salisfait & une équation de la forme annoncée. A une
intégrale de cette derniére équation correspondent oo? intégrales
de (3). Pour les déterminer il faut intégrer une équation diffé-
rentielle ordinaire du second ordre; si ’on en connait une, on en
déduit toutes les autres en appliquant les transformations de (g).
Il y a exception si I'équation (3) admet le groupe d’ordre infini

ry =z, Y=Y, 31=3+X,

X désignant une fonction quelconque de x; la transformation
precedente remplace alors I'équation proposée par une équalion
du premier ordre.

Examinons maintenant le cas ou (0) et (8,) ne sont pas permu-
tables et supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que (8,)
laisse (8) invariante; une transformation' de contact permet de
donner a leurs fonctions caractéristiques les valeurs 1 et 5 : le

(*) BickLuxp, Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. zweiter
Ordnung (Mathematische Annalen, t. XV, 1879, p. 39). — Goursart, Lecons
sur l mtegr ation des equatzons aux derivées pa; lielles du second ordre, t. 11,
p- 242 et suiv, . :
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premier membre de la transformée de ’équation (1),
(4) V(. 7,p:9:7) 8 t) =0,
ne contient pas z et est homogéne par rapport a p, ¢, r, s, ¢t, les
fonctions ¢, ¢,, 93 seréduisenta z, y, }-qu- Nous alions montrer que,
si 'on prendg pour nouvelle fonction inconnue, cette fonction

vérifie une équation du second ordre. On a

, s — pt
g=2L=P

>

(5) #=f p=T2E, Pz
si I'on pose
oi+k g
Pik= Ggoyk’
il vient encore
' (gP3o—ppr1)g —28(g9r — ps)

r

Pe
o = (qPr—PP1a)g — (1t + s*)g + apst
7
¢ = (gps2—ppos)g —2t(gs— pt) .
q°

En éliminant py o, P21y P12y Po,s enlre les équations de ce
dernier systéme et les équations

av aw
';i; =0, 2}‘ =0,
on trouve
o v o ow o o
o o5 ot © = rb; +§ F
o W oW oo ow v ow
or ds at oy Jap daq = o.
—¢* pg o o r'qd+2s(qr — ps)
o —gq* pg o s'gi+(rt+st)g—apst
o o —gq* pq t'q3+ 2£(gs — pt)

L’équation qui vient d’étre écrite et les équations (4) et (3)
sont homogenes par rapport & p, ¢, r, s, t; il est possible d’éli-
miner ces quantilés et il reste pour définir z' une équation da
second ordre qui contient linéairement 1/, s', ¢
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Si I'équation (4) est de la forme

. r—ps qgs—pt
v o R B <o

c’est-a-dire si elle admet le groupe d’ordre infini
xr =, =y 5 =1,

Z étant une fonclion arbitraire de z, g salisfaitd une équation du

premier ordre. C’est du reste le seul cas ol les éliminations que
nous avons indiquées soient impossibles. '

Ecartons ce cas particulier et montrons qu’en général a une
intégrale de I'équation transformée correspondent wo? intégrales
de I'équation primitive qu'on peut déterminer par I'intégration
d’équations différentielles ordinaires. z/, p’, ¢’ ayant été rem-

placées par leurs expressions en fonction de z, y, supposons que

. . . . ¢
les équations (4) et (3) soient résolues par rapport a 5, :7, é, 7
on a, en particulier,

Vi

. . t
;=“(3’1J’)x = B(= ), ; =v(x,5);

Rl

on obtient la valeur de ¢ en intégrant
'qu = @, y)de+(z,y)dy;
q étant connue, on a p, et 5 est donnée par 'équation
s =pdzx+qdy.

Eiant donnée une intégrale de 1’équation transformée, on
oblient toutes les intégrales de 'équation proposée qui lui corres-
pondent, dés que I'on en connait une, en appliquant a cette inté-

_grale les transformations du groupe (g).

2. Dans ce qui suil nous supposerons simplement que les
transformations (8) et (§,) engendrent un groupe (g); pour abréger,
-nous désignerons par (e) 'équation de Monge-Ampére obtenue
comme il vient d’éire expliqué. Je vais montrer qu’a toute trans-
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formation infinitésimale (1) du groupe de (1) distincte de (8) et
(6y) et qui laisse (g) invariant correspond uue transformation
ponctuelle infinitésimale qui ne change pas (e) (*). Appelons z,,
Y1, 31, Piy ¢i les coordonnées de 1'élément tiransformé de
(z, ¥y 2, py q) par une transformation (A) du groupe engendré
par(})); a une surface (') définie par les équations (2) correspond
la surface (£') représentée par les équations .

: L, x'=?t(z‘h)’hznl’u{f]n‘),
(6) _ ‘ Y= 92(Z1, 71,31, P1, 01 )y
' 3" = o3(21, ¥1,%1, P1y q1)-

Naturellement les surfaces (Z’) salisfont également a I'équa-
tion (e); d’autre part, sil’'on remplace z,, y, 3¢, p1, ¢, par leurs
expressions en fonction de z, y, 3, p, ¢, on peut éliminer ces
derniéres quantités entre les équalions (2) et (G), parce que (A)
laisse (g) invariant et 'on trouve

g=4(2,y,5), y=by ), F=4,y,5);

les surfaces (') et (2') se correspondent donc par une transfor-
mation ponctuelle. Lorsque le paramétre qui figure dansles équa-
tions qui définissent (A) varie, cette transformation ponctuelle
engendre un groupe & un paramétre qui laisse (¢) invariante.

S’il existe plusieurs groupes a deux paramétres qui ne changent
pas I'équation (1), la théorie précédente permet de déduire de
cette équation plusieurs équations de Monge-Ampére : je vais
montrer que deux équations de Monge-Ampére obtenues en con-
sidérant deux groupes (g), (&) qui ont une transformation infini-
tésimale commune se correspondent par une transformation de
Biicklund de troisiéme espéce.

Supposons que la transformation infinitésimale commune ait
pour fonction caracténst:que 1; I'équation donnée ne dépend pas
de 5. Appelons 2/, y/, 7', p/, ¢ les coordonnées d’un élément du

(') Yai démontré dans ma Thése (1™ Partie, n° 7) que certaines transforma-
tions (B,) jouissent d'une propriété analogue, mais je dois rectifier la proposition
énoncée ensuite. L'une des transformations infinitésimales du groupe (y) (toutes
les lettres ont la méme sigaification ici que dans le paragraphe indiqué) est la
transformation (8) a laquelle ne correspond aucune transformation infinitésimale
qui laisse (¢) invariante. Si (y) est un gwup&é h parameétres, l’équauon (2) admét
un groupe d = —1 paramétres.
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premier ordre d'une intégrale de I'équation de Monge-Ampére
qui correspond au groupe (g) et soient 2", ", 2°, p', ¢" les quan-
lités analogues relatives 4 une intégrale de ’équation qui corres-
pond a (h), «', y', 3, p', ¢', 2", ¥", 3, p’, ¢” s’expriment en fonc-
tion de z, y, p, ¢, 1, s, t. En éliminant z, y, p, ¢, r, s, t entre les
équations ainsi obtenues et I'équation proposée, il vient quatre
relalions entre les coordonnées de deux éléments correspon-
dants (2', ', 5, p'y ¢'), (2", ", 3", P’y q"); il est d’ailleurs évident
qu’a une intégrale de I'une des deux équations de Monge-Ampére
correspondent oo! intégrales de I'autre.

3. Jindiquerai encore bri¢vement quelques propriétés trés
simples de la transformation définie par les équations (2).

Etant donnée une intégrale quelconque de (1), ces équations
lui font correspondre une intégrale de (e), et nous avons vu com-
ment de toute intégrale de (e) on pouvait déduire «o? intégrales
de (1) par 'intégration d’équations différentielles ordinaires ; par
conséquent, si 'une des deux équations est intégrable par la
méthode de M. Darboux, la seconde I’est également.

A une caractéristique d’ordre n de (1) correspond une cardcté-
ristique d’ordre n—1 de (e), tandis qu’a une caractéristique
d’ordre n de () correspondent oo? caractéristiques d’ordre n + 1
de (1).

Si 'on sait résoudre le probléme de Cauchy pour I'une des deux
équations, on sait résoudre ce probléme pour I'équation trans-
formée.

Lorsque I'équation proposée posséde un systéme de caractéris-
tiques du premier ordre, la transformation (2) équivaut au pro-
duit de deux transformations de Bicklund. Etant donnée, par
exemple, une équation linéaire

s+ap+bg =o,
on trouve la méme équation en prenant lqﬁ pour nouvelle inconnue,

comme nous avons expliqué, et en effectuant successivement une
transformation de M. Lucien Lévy et une transformation de

Moutard (*).

(') Voir-les Lecons dec M. GoURsAT, t. II, p. 238.



