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MÉMOIRES.

SUR QUELQUES FORMULES DES FONCTIONS HOMOGÈNES
ET SUR LA DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME QUI S'Y RATTACHE;

Par M. ARISTIDE ZOUKIS.

T.

1. Soit F(;37, w) une fonction homogène d'un degré quel-
conque m par rapport à x^ w. En adoptant la notation connue
Vp^q^x^ w) des dérivées, on aura la formule

(^^Ï^TÏT^T-^--^^-^^
^=0

k=n
t A \ V (m—n-^k).. .(/yz--/i-t-i)(A) = ̂  ———————^———————À:!

0=1—À'
A=9

ap ypit-k-p
\(n^.k—n\\ ^y»^-^-/

p^o

^r^ ClP ÇV^~—P
X^A.-A ^ ^,(^_^_^^. ̂ p,n-k-p(a+e-^-h^),

dans laquelle les quantités a, ^, A, w sont tout à fait arbitraires,
n peut prendre toute valeur positive entière et

( m — n •+- k) .. .(/n — n -hi)^ pour k ==• o.

Si l'on pose, pour une valeur quelconque de a,

F(a 4-.y, w) == (()(a?, w)y .

la formule (A) prendra la forme plus sipaple

p=n
. Y^ eP W^P . , .

(e + hy^ pV(rT=~^\ 9^n-^e + hî w)

p=o
/==/!

V1 ( w — n -h /Q ... ( m — n -+-1) , , . , ,== ̂  v—————^,._^,—————- e'-h'^w^ ̂ ^(e 4- A, w),
Â=O

XXX.
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sous laquelle elle peut être démontrée de la manière suivante. On
voit d'abord qu'elle est vraie pour n == o. De même, pour n === i
elle est aussi vraie, à cause de Pégalité

7nç(<?+/ i ,w)=(<?-4-A)<p^o(<?-hÀ, w)-+-w<poi(^+A,w).

Il ne reste donc plus à démontrer que cette formule, étant vraie
pour /i, Pest aussi pour n -t- i. En effet, si Pon suppose vraie la
formule pour n et si on Rapplique sur la fonction co et sur la fonc-
tion <po,< du degré m — i , en ajoutant les résultats multipliés, le
premier par (/n — n)e, et le second par wA, et en ayant égard à
l'égalité connue

(?n—n)ffp^-p(e^-h,w)
= (e .4- h) ̂ p+t,n^p (e -+- h, w) -+- w ̂ p.n^p (e 4- A, w),

on aura la formule pour n + i.

2. Si Pon suppose entière la fonction homogène F(.c, w) et si
Pon pose

F(a-+-<?-+-A—a-, w)==/(a+a-,w) et y = = 1 ,
z

on aura

•^ F[a4-e+ A + ( a + e ) z , w •+- wz} ==/ (a+À-t - a ,̂ w -h w^),

-̂  F(a-+-e-4-A-r-a^ w+ w^) =/(a -t-e 4- A-+- a ,̂ w -h w^)

et en égalant les coefficients de-l^zk= —^^ eldey^^fo^k^m)
p=k
^(a-^e)Pw^p
Zà p\(k—p)\ F/».<-p(a-^-e-+-A,w)

7»=o
p=fn—fc

_ ^ aP w^^'-P
~~ 2à p^m^k-pY.^^^^^11^^

p=û
p=kv ^p^-pZàpVur=^pY\ ¥p^-p(a^^^ ̂ )
/»=0

p=m—k
^ aP w^—^-j1»

== Zi ̂ (w-^^)!^-^^-^4-^)-
^=0
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D'après ces égalités, la formule (A), après un changement de e

en h et vice versa et puis de/en F, donnera la formule
p=m—n

/ z.\» V aPWm'~n•~P
(e+A) L p^m^n-pY^^-^^-^^^

k^n p=9

(B} _y(m—n-4-Â:).. .(m~7t-+-i)\ ^ Â-r~———
' Â-=0

p=m—n-t-k
^ n À. tJE. V1 0^ WW-W.+-Â--J»
><' A JL j.T(̂ î̂ =7)t F^^(^4-e+/^).

/»==o

Cette formule n'est vraie que pour des fonctions entières, ce
qui devient évident si l'on suppose e = o.

3. Il est aisé de voir que

p=k
^ (a -+- e)P W^-P
Zà p\(k—p)\ FJ^-p(a-+-<î-t-^»w)»
p=o
p=k
^ aPw^-P
Zàp\(k^p)\ ^^(04-^,^),
»=:o

a/» W^-P^ aP W^—P
2épï(k-^p)\ ^P^-p(a•^e-^h'w)
^==0

sont respectivement les coefficients de -s* dans les développements
suivant les puissances de z des fonctions

(a) ( z ^ i ) ^ v ( a ^ e ^ ^A.̂  w\ == F[a-h<?4-A-l-(a4-e)-s, w+^],

(6) (^-4-i)^F^a+^-^, ̂  =F(a+e-i-a^, w+w<s),

(<î) (^4-i)^ F (a 4-^-^ ^=F(a-t-^-i-À4-a^w-4-^),

qui sont les transformées de la fonction F(.c, w) par les formules

h e /* \ ha?==a- t -e-4-—~, a ? = = a - + - — — — , a .==a+——.-s+t -s-l-i ^4-1

Cela posé, la formule (A) nous donne la proposition.

PROPOSITION I. — La fonction F(a?, w) étant homogène d'un
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degré quelconque m par rapport à x, w\ st on la transforme
par les formules

h e -h hx •== a -+- e 4- ———» x == a 4- ———
-5 4- l Z 4-1

^ Fo/i considère les deux fonctions transformées (a) et (c),
/É? coefficient de X71 {n est tout entier positif) dans le dévelop-
pement suivant les puissances de z de la fonction (a), multi-
plié par (e -4- A)" est égal à la somme des n 4- i coefficients des
puissances z°^ z^ ..., ̂ , dans le développement suivant les
puissances de z de la fonction (c) ; quand ces coefficients seront
respectivement multipliés par

m(m—i) . . . ( /n—7t 4-1) (m—i) ... (m ^-714-1) ,
n ' (i—i)! e ' "* '

m — 7i 4-1 . , ,———^—— eA7»-1, A^.

De même, la formule (B), qui n'est vraie que pour des fonc-
tions entières, nous donne la proposition.

PROPOSITION II. — La fonction F(.r, w) étant un polynôme
entier homogène du degré m par rapport à x^ w\ si on la
transforme par les formules

e e 4-Ax == a 4- ——— ? x == a 4- ———
-3 4-1 -s 4- 1

et Von considère les fonctions transformées (b) et (c); le coef-
ficient de ^"""(o^n^/n), dans le développement suivant les
puissances de z de la fonction (6), multiplié par (e •+- A)", est
égal à la somme des n +1 coefficients des puissances -z^,
^w-l, ..., z^"", dans le développement suivant les puissances
de z de la fonction (c); quand ces coefficients seront respecti-
vement multipliés par

m(m—i) ... (m—yi4- i ) ̂  (m —ï) ... (m — n 4- i) ^_^
————————————^———————————' " ' ———————(71-1)!———————n e1 " 9 Î

m— 714- ï , .———^—— h e»-1, en.

4. Soit y(*y<, ...,.»(, w) une fonction homogène d'un degré
quelconque w par rapport aux i-|-i variables x^ ..., x^ w et
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considérons la fonction

F(;y, w) = <p[/^ (a-, i), ... ,/^ (x, i)],

dans laquelle les fonctions

/œ(^,i),...,/œ(rp,i)

sont telles que la fonction F(a*, w) soit d'un degré déterminé
it.w par rapport à x. Transformons cette fonction successive-
ment par les formules

h e e -4-À,r=a-he-|- — — » x == a -+-———? a? = a -+-———?
-S 4-1 54-1 Z-+-Î

et considérons les fonctions transformées

l (^-t-i^F/ad-e-h -
(a)

(&)

(<0

(^+I)1twF(a-h e-h———> (v)
\ -s -l-1 /

=(^+i)^cpr/(i)^+e+^,i),...,/^(a4-e+^^,i).w^

(^ -n)ww F(û -+ -—^—yw)

=^4-l)^^^(l)^+^,^,...,/a)(a4-j^-,l), ^],

(^ -+- i)ww F (a + 1±-̂ ', w^
' \ z-^-i ]

=(^,)^y[/(i)^4-^,i),...,/^(a^^,i)^].

Dans les cas où l'on peut développer ces fonctions suivant les
puissances de z, en appliquant la proposition 1 et la proposition II,
si F(a?, w) est un polynôme entier par rapport à .r, on aura toutes
les formules qui dérivent des propositions 1 et II.

Dans ce qui suit, nous n'examinerons que le cas où les fonc-
tions /^{x^ i)(k= 1 ,2 , . . . , i) sont des polynômes du premier
degré.

8. Prenons, en effet,

.yA=/(Â'}(al, I )=^^+ÇA- ( A : = = i , 2 , . . . , i ) ,

et posons, pour abréger,

gka-^qk^v^ ( À - = i , 2 , . . . , i).
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Alors les trois fonctions transformées (a), (6), (c) du n» 4 de-
viendront

(a) (^+')'»y(",+<?.^^,...,^^e+^,^
( =T[«l+^l(e+A)+(y,+^),,...,y^^(^^(y^^^^^

(&) (^l)'»y(M.+^•••.«^^."•)
( =y[Mi+^ie+^i^, ..., Mt+^/e+M/^, w-t-w^],(„,((—)-» (.,+ ,̂..,.,-.a )̂,„)
( ==<p[Mi4-^i(<î-+-A)4-Mi^, ...,M,-+-^/(<?4-A)-r-i^, w-t-w^].

Puisque maintenant les coefficients de ^(Â-==O, 1,2, ...),dans
les développements de ces fonctions sont respectivement

V ( Ui -}- ̂ i e)Pi... ( m -4- gi e )Pi wPi+t

.̂..̂ ^ P^^P^
><îph".,pl,pi+tlut ^-fi(e-+'h), ..., ui-^-ffi(e-hh), w],

V M?* . . . U^i WPi+t
J— joi!...jD<!o/+i! y^••••P<»P.+i("l4-^lc» • • • > ^/4-^e,w),

p»-i-....<-p(+p,+,=* ' -

V1 "î*—1^* wp•+t

^ ni!.. .D/tD7:7r <Ï>^•••^"P/+• ["i -h ̂ i(^ + À). •. •, "/ 4- ̂ (e -r- A), w],
Pl+...-hpi+p.+»=A • ' • ''"*

les deux propositions 1 et II (n° 3) nous donnent les formules

(e-4-A)»» V ("* + ffie)?^. .(UI-+- gie)Pi WPI^
^ pi\ . . . . /?/! pi^\

/•»+... +p.-4-̂ +»==n ' - - I

xyp<,...,pf,/»i+»["i-l-^i (<?-+-A), ...,M/-t-^(e-+-A), w]
Jb=n

(A') _y(m—n-4-Â:)... (m—71-4-1)

A==O
X ̂  h^ y U^...UP^P^

Â^ p^ ...pi\pi^\
P«+...+p<4-prt.,==n-* - -

x?p*.....p(,pi+i["i-+-^i(^-4-A), ...,af-h^(^-+-A), w].
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et

/ . l.\n V1 "?• • • • M^ WPi+1(e+h)" ^ p,\...pi\p^\ ?^-^.p^(^-+-^ig, ...,^+^,w)
PI-+-.. .+pf+-pf+»=i—n

(B/) ^ Y^ (m-~n-4-A:) ... (m ̂ -n-^i) ^_^.^ ^ Mft...M^w^

~ k' € —L P^-'Pi'Pi^n=o ^t-4-...+^,+pi+i=w-n+A-

X ?Po...,Pf,/».+i ["1-+- ^i(e -+- À )» . . ., Ui-^-gi^e 4- À), W].

De ces deiix formules, la seconde n'est vraie que si la fonction
<p(.r<, ..., Xi^ w) est un polynôme entier.

6. Des deux formules (A'), (B') on peut déduire plusieurs
autres formules en donnant des valeurs particulières aux diffé-
rentes quantités qui y entrent. Parmi ces formules, nous citons
les suivantes.

Si Fon pose h == o dans les formules (A'), on obtient la formule
connue d'Euler

V (Ul-^^lC)Pi ...(Uf^-ffie)PiWPi-f-i ..
2à ———p,\^.pi\p^\————?^....P^["I-^ ...̂ H-̂ l̂

/»i+...-»-pf+7»,+,=n

m(m—i)...(w—71-1-1) .- -
= ———————,-ï——————— ?[^i+^i^» •••,^+<?^,w].

En posant aussi Uk == gk^ (^ === i j 2, ..., i) et en remplaçant w
par w{a •+• ^ + h) dans la formule (A^), on aura la formule

^r-^ yPi.».£r^iWPi•¥\
{e+hY ^ (a+e)»-P^ .(a + e + h)»^ ̂  ,̂̂ , <f^....p,.p^(fi,:.,f^)

J Pl-«-...+P<+p,+l=M
1 k=n

(i){ ^Y('»-"+^)---<^-»+»)^^-^
| ^^ AT .

*==0
^r^ iff^ C^^WPi-¥\

X ^ a»-*- .̂(a+^A)^<+, ——^^^...^^.(^, ,.,̂ , »).
l̂+. • •+Pi+-»'.+l="-*

En supposant a=o dans cette formule, on aura la formule

(a)

^^ a-Pt SfP^WPi^
^ (e+A)P.̂ -̂̂ .̂ ,̂ ^^^yp,..,̂ ,,.(̂ ,...,̂ ,̂ )
h/»,4-Pf+|==W/»»-»-...+/»,4-Pf+|==W

Â^=A*==n
Y^ (m—ji-r-^)...(/n—n-r-i) ,, , , ,

"JL———k\(n-k)i———-^A"-Â't^-A'yo,...o,^^l,...^/.w).
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En supposant de même a + e = o dans la formule (i), on aura
la formule

k=n
(e+h)twn vi(w~./i-t-Â-)...(m—/i-+-i)
————„-]————<PO....,O,»(<?I, . . .,^,W) =^——————————^-v——————————'

(3) ' ^=0
^n 8^^ jp^wPf+ï

X ^ (-l)'»-*-^.^-^^^.^,-^ .̂ ,....,,,p̂ ,...,̂ ).
Pt4-...4-JE»i+^»+i=w-À- •l

La formule (2), si l^on suppose e + A === o, nous donne la for-
mule

(4)

V ^"^pi ,
2à DTTT^^'---^0^11---»^^)A ^il...^-! -l't•"•^

/»*+••.•+•/»*=»
/l-=n
V/ \n k^—^ •+-A-). . . ( /n—71+l ) . , .

=J^(—1) / <~'A-————————^,—————————-W^?O,.. .O^-A(^I, . . .^,W).
Â-==0

La même formule (2), si l'on égale les coefficients de

^A"-^(O^Â^71)

dans les deux membres, nous donne la formule

r V^ z ^pt . . . ̂ pi WPi+ï2 ^^--^'^^•••^•^•••••^w)
(5) /»i+...+/»f+^*+i=n

(771—7l+Â:) . . . (77 l—7lH- ï ) ,
= ———————k\(n-k)\——————ww~^?0,...,0^-^(^l, . . ., gi, W).

dans laquelle C;̂  = pi+l (^t ""l).;>o?ff"" n ̂  Â: ̂ I ) doit être
considéré égal à zéro si p^ < n — À'.

Nous ajoutons encore la formule

iy?.....^^,...^^)^^.)"-^"1-^^,,-^-^0

(6) *=•

x 2 j^rr.^]<fl" --P"^' • •. • •^'(*')'
^"•••^>'

, Vpr.".pi>in.<?i) • • • >
^» +... -^-pj=:n—k

quî s'obtient si Fon suppose h === o dans la formule (3).
Les formules (4) et (6), dans, le cas i==r , donnent les for-
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mules

/.=M

^"?»,o(^^w)=Y(---î)/t~^(^--^•^-^)•••(w---7l+l)CSww-A'Ço,»-Â•(^ W),

Â=0

A=n

wwyo,n(^,w)=V(—I)w-A(W—/^^^)...(/7^—/^4-I)C^/l~Â•^-A".o(^ w).

^==0

qui ne diffèrent entre eux que par le changement des deux va-
riables g^ w et qui peuvent être utiles pour le calcul des déri-
vées, par rapport à l'une des variables, d'une fonction homogène
de deux variables, dont les dérivées par rapport à l'autre variable
se calculent aisément.

L'examen du système complet des formules qui se déduisent
des deux propositions 1 et II (n° 3), sort des limites de ce travail.
Nous laissons au lecteur cet examen qui, probablement, conduira
à des formules utiles.^

II.

7. LEMME. — Si d'1 une suite des m 4- i quantités réelles

(l) Oo, ..., 0 .̂, O^-4-lî ^A-4-2» • • • î û -̂l» «/î» . . . » Ctnt

on forme la suite de m-^r ^ quantités

\ Oo, ..., 0^, ekdk-^ ^A+lÛfAr-H» -eÂ--»-! <ï/»-+l-+- ^Â--+-î<^A+2î • • * »
w \ v.f e,t-i ûf,»-i-+• nnOn, Ctn, ..., dm

(où e^ ^4.1, ..., <?„_!, AA+I, A^2, ..., hn sont des quantités
arbitraires réelles et positives) le nombre des variations que
présente la suite des /n-t- 2, quantités (2) est moindre d'un
nombre pair ou nul du nombre des variations que présente la
suite des m -hi quantités primitives (i).

La démonstration de ce lemme est une conséquence immédiate
des considérations suivantes :

a. Les variations des quantités Oo, ..., OA et a,,, ..., ffm» ne
sont pas altérées.

b. Les couples des variations qui existent dans les portions de
la suite des quantités

(3) a/, a -̂n, ^A-t-îî • • • » ^À-IÏ û̂ n
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où entre deux quantités du même signe existe une quantité
de signe différent, peuvent être conservés, dans la suite des
quantités

j a/., ekdk -+- hfc-^i a-k-k-ï, ^k-^\ ̂ A--M -+- ^k+î <U-<-î» • • • »
( 4 ) } . .

( Cft-i ^ft—l -t- ^'n.G'ni

mais peuvent aussi disparaître.

c. Les variations qui existent dans la suite de quantités (3),
sous des conditions différentes de celles du cas précédent, se con-
servent dans la suite des quantités (4)-

8. COROLLAIRE. — La multiplication d'un polynôme entier
par {x 4- a)(a> o) diminue le nombre des variations de ces
coefficients d^un nombre pair ou nul.

9. En se basant sur le lemme précédent et sur les deux propo-
sitions 1 et II (n° 3) on peut démontrer le théorème suivant que
M. Cyp. Stéphanos a proposé. (Voirinterm.y t. VIII, avril 1900,
P . I I 7 ) .

THÉORÈME. — Si l'on transforme un polynôme entier F(a?, i)
du degré m successivement par les formules

h e e'\-hx == a -4- e -t- ———» x = a -+-———, ;y===a-+-———
-8-4-1 i •+• l Z -+- T

(a est un nombre réel quelconque et e^ h des nombres réels du
même signe) et que l'on représente par

V+^+A \fa+e va-t-e^/t' a+e î " a » 'a

les nombres des variations que présentent les coefficients des
polynômes transformés

(a) ( z - t - i ) ^ ¥ ( a ^ e ^ ^-^•»ï),

(6) (^4,i)mF^-h r^r1)1

(c) (^4-i)^F(a+ Ï^'1)'

développés suivant les puissances de z ; entre ces nombres existe
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la relation
Va+e Vfl+tf+/* -L- 9 Z—. V^647*T tf T rt-t-e -t- 2 A, — V ̂  ' ,

À: ^a/i^ un nombre entier positif ou nul.

Pour démontrer ce théorème, on écrit, dans une suite, les coef-
ficients du développement suivant les puissances croissantes de z
du polynôme (c) et puis on les divise par les coefficients des
mêmes puissances de z dans le développement de (^4-1)'»,
ce qui n'altère pas le nombre V^^ des variations qu'ils pré-
sentent.

Sur la suite de ces m 4- i quotients des coefficients, on ap-
plique successivement m fois le lemme précédent (n° 7) de la
manière suivante. Dans toutes ces applications on prend

^==^4-1==...== <?/»-!= e-^r-h > oî ^-+-1=^+2==...= /</t== ————. >0.

Dans la première application, on applique le lemme sur tous
les m + i termes de la suite. Dans chacune des m -—i applica-
tions suivantes on applique le lemme seulement sur les termes
consécutifs de la suite qui n'entrent pas dans la suite qui précède ;
c'est-à-dire on applique le lemme sur les m + a — p termes
moyens de chacune des suites successives, p étant le nombre qui
signifie le rang de l'application du lemme.

Toutes ces m applications du lemme étant effectuées, nous
formerons une suite ayant 2 m 4- i termes. Puisque, maintenant,
m étant en lier,

(m— n 4- k ) . . . (m— n-^-i) _ Cg-7'
^ --c^

il est facile de voir que ces a m -t- i termes, d'après les proposi-
tions 1 et II (n° 3), seront les coefficients du polynôme (a) ordonné
suivant les puissances croissantes de -s, divisés par les coeffi-
cients de mêmes puissances de z dans le développement de
(-s+i)"1, et puis les coefficients du polynôme (6) pareillement
ordonné et également divisés par les coefficients des mêmes puis-
sances de z dans le développement de (z + 1)^. La totalité de ces
coefficients sera 2 m -4-1 et pas 2 m + 2, puisque le dernier coeffi-
cient (de ^w) du premier polynôme (a) et le premier coefficient
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(terme constant) du second polynôme (è) sont tous les deux égaux
au F(a 4- e) et réunis en un seul, ce qui n'altère pas la somme
V^+V^î^ des variations des coefficients de ces deux poly-
nômes (a) et (6).

Si maintenant nous nous rappelons que chaque application du
lemrne (7) sur une suite des quantités diminue les variations de
ces quantités d'un nombre pair ou nul, nous serons sûrs de la
vérité de l'égalité

Vâ+<?-+-V^Eî?-^/t4-2Â:=Vâ+<î+/< (^o),

que nous voulions démontrer.

10. L'utilité du théorème précédent consiste en ce que le
nombre V^ des variations du polynôme (6) (n° 9), ordonné sui-
vant les puissances de z^ comme Jacobi l'a d'abord remarqué, est
une limite supérieure (plus grand d^un nombre pair ou nul) du
nombre des racines réelles du polynôme F(a?) qui sont contenues
entre les nombres réels a et a 4- e (puisque la formule de la

transformation étant x == a •+• ——— pour x == a, x = a 4- <?, on
a z === oo, z == o).

Cela considéré, on voit que, quand il s'agit d'appliquer la règle
de Jacobi pour trouver une limite supérieure du nombre des
racines réelles d'un polynôme F (a;) qui sont contenues entre deux
nombres réels a et b (b > a), il est préférable de partager la por-
tion b — a en deux ou plusieurs parties et d'appliquer la règle de
Jacobi à chacune de ces parties. Cela fait, il est probable de trou-
ver une limite plus petite du nombre des racines réelles du poly-
nôme F (x) qui sont contenues entre a et 6.

H. La démonstration du théorème (9) étant générale, si l'on
suppose a = o et h = A (lim A == oo) le polynôme (c) (n° 9) de-
viendra

(z^-lynpf6-^-^, w\ (w==i),

et les pariiesprincipales des coefficients de ce polynôme, ordonné
suivant les puissances croissantes de -s, seront les coefficients de
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F(.r, î), inversement ordonné, multipliés respectivement par
A m Aw—i A T, A , . . • y A) 1 . ,

De même, le polynôme (a) (n° 9) deviendra

(^-+-iy"F^+^A^.,w\ (w==o,

et les parties principales des coefficients de ce polynôme, ordonné
suivant les puissances croissantes de z, seront

A".^^, A-.^^, ..;, AF!^, F(e,,).

Enfin, le polynôme (6) (n0 9) deviendra

(^•)'»F(s^-7")

^F(.,.)+F^^^...+FO'"t-l(<••,l)^-.^F()•fft(,g•'^»..v î / i ! (w—i) î /n!

Puisque, maintenant,

VS-4-VÎ+2^==VÎ (^0),

il s'ensuit que le nombre des variations des coefficients d'un
polynôme F(a*, w), (w==i ) , surpasse d'un nombre pair ou nul
la somme des variations que présentent, pour une valeur quel-
conque positive e de a?, la suite des dérivées de F(a*. w) par
rapport à x et celle des dérivées par rapport à la variable de l'ho-
mogénéité w.

C'est pour ce cas (a==o), A==oo), que j'avais d'abord dé-
montré le théorème (9). J'avais considéré que de^ coefficients
d'un polynôme

F(a?,w)
= G0/, .\o.rw4-Ci,Alal^-» w4-...+C^^A,„-latw^--*-^-C&A,„ w^w = i),

divisés respectivement par C°^, C^, ..., C^~1, G^, on peut
former la suite des dérivées

F^p(g,i) F^,o(e,A) ..., Fi,o(e,i)
w! ' ( w — i ) ! ? i !

F^ .x Foi(g,i) Fp.^i(e,i) Fo,^(e,i)
(-€î l ; î i! ' • • • î (w-i)! > w! '
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en appliquant m fois successivement le lemme (n° 7), comme dans
la démonstration du théorème (n° 9), mais en prenant dans toutes
ces applications

eic = eic-^\ ==. . .== €n,-\ = ^î -̂+-1 = ÀA-H = • • . = hn = î

et pas
e s. L ^été =^ 6 -̂n ===...== e,t—t = ——;—.- f 'U--+-1 == ^À-»-l ==...== M,, = ———-»e •+• n e -\- h

comme dans le cas général ( ( ).

12. Si Fon représente pai* R^ le nombre des racines réelles
d'un polynôme F(;r, î), comprises entre les nombres réels a
et a -h e {e > o), d'après le théorème (n° 9) on aura

V; - V;+,= Vr-^ 2^ = Rr'-^ 'î^+ ÎÂ: (^^o, Àr^o).

On déduit de ces deux égalités que :

i° Du théorème du (n° 9) se déduit le théorème de Budan-
Fourier ;

2° Le résultat V^, auquel conduit la règle de Jacobi, est plus
approché, en général, de R^" que le résultat V^ — V^, obtenu
par le théorème de Budan-Fourier.

On trouve ces deux remarques dans la question envoyée à Y In-
termédiaire des Mathématiciens, par M. Cyp. Stéphanos.

( l ) C'est sous les conditions suivantes que j'avais fait cette démonstration
particulière (cas a = o, A = oo), qui équivaut à une démonstration générale du
théorème (n° 9), mais ne donne pas l'occasion de considérer les formules (A)
et (B) de la première partie de ce travail.

M. Cyp. Stéphanos, quelque temps après l'envoi de la question à VIntermé-
diairCf m'avait dit qu'il avait démontré son théorème et il m'avait proposé de le
démontrer aussi. Alors j'avais fait la démonstration antérieure pour le cas
(a==o, A =00) qui se trouva, comme M. Cyp. Stéphane» m'avait dit, être la
même que la sienne. C'est pour cela que je ne l'avais pas putliée.


