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SUR LA FORME CANONIQUE DES SUBSTITUTIONS LINE_AIRES;

Par M. pE Stcuirs.

On peat établir simplement comme il suit la forme canonique
des substitutions linéaires et quelques-unes de ses conséquences :

flt On démontrera d’'abord, comme M. Jordan dans son Cours
d’Analyse (t. 111, p. 173), le théoréme suivant :

Etant donnée une substitution linéaire o= (ay) des va-
riables z,, ..., x,, on peut toujours trouver n fonctions li-
néaires indépendantes des x formant une ou plusieurs suites
Vs oo Ym3 Vs oo os Yo -+ telles que o remplace les y dlune
méme suite ¥y, ..., Yu, ---+ Ym I'espectivement par s;y., ...,
Si(Yu+Yuat)s -0y Si(¥m+Ymor)(222), s; étant racine du
déterminant caractéristique Ay de a, qu'il y ait au moins une
suite répondant & chaque racine et que le nombre des y figu-
rant dans les suites répondant & une racine coincide avec la
multiplicité de cette racine.

Considérons maintenant le corps G résultant de I’adjonction
des a;x au corps des nombres rationnels ou au corps des nombres
0, 1, ..., p — 1 mod. p (p premier). Il s’agit de démontrer la pro-
position suivante :

Soit Ay=1,f;(s)%({=1, ...,8) la décomposition de A, en
Sfacteurs irréductibles dans C, f, étant de degré v, et ayant les
racines s;;,(k=o0, ...,vi—1). On peut faire: 1° qu’il y ait une
suite ¥y, . . ., ¥'m, ol les coefficients des x dans y; appartiennent
au corps Crésultant de Uadjonction de 5,0 a C; 2° qu’ily ait v,
suites Sy, conjuguées Yyny - Yimu(Ytio=1yi); 3°que s'ily a
plusieurs suites Sy (ji=1, ..., p1; Siiky = Stn)s Yijsryr -+
Yijihighy + o y”""‘lh"l( Yismy b =Yimpy), Jormées avec la méme
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racine sy, on ait ¥, m;; =5, On aura ainsi pour chaque va-
leur de k; une série 8,;, de o; variables (réparties en p, suites)
et v, séries conjuguées formant le systéme $; relatif a
f,(E"‘; vior=n); st a; est Ueffet de a sur 8;, les a; sont permu-
tables et 0. = I1;0,.

J'omettrai dans la démonstration l'indice /, sauf a a,, et j’écrirai
Mk, Sky Y jhks Sk, 8k, 8 pour myy, siz,, Yijibj ks Sitys 81k 81 respec-
tivement.

Si tous les o sont égaux & 1, la démonstration du théoréme pré-
cédent suffit. Si ¢ > 1, on peut y supposer s;==s, et elle fournit
pour « une forme ou figure 8,. Or « transforme évidemment un
polynome @(Z4y ey Zny So)=9(8y) & coefficients dans C en un
polynome de méme nature ¢(s,) et par suite ¢(sx) en ¢ (sx). Les
variables de 8, étant indépendantes, celles de 8; le seront donc
aussi. Mais de plus, cela est bien connu, les variables de 8 le
seront. Car supposons que

¢ =CcCrrYurt...7=CoumyrYomyr—=+. ..
e, rHp Y, Cuumy rp Yy myrp e e

soit nulle, les coefficients des variables de 8, n’étant pas tous
nuls. Soit ¢y le premier coefficient < o0 a partir de la droite
(9 5£7). En transformant ¢ par a et en retranchant du résultat sqo,
on aura une fonction nulle ne contenant plus y):p, maiseonte-
nant les variables de 8,. En répétant I'opération, on arriverait &
une relation entre les y de §,.

Supposons alors >~ o le déterminant des coefficients de z,, ...,
zygdansles yjax (J=1,...,0sh=1,...,mj;k=0,...,yv—1).5¢,...,8v_,
figurant symétriquement dans les équations qui lient les

re (a=1,...,v0)

ux y et aux x b= s n'=

aux y voss (b=1,...,n'; n'=n —vs), on aura
Za=ZgNak+ Ta,

T, étant une fonction des zyq,4 & coefficients dans C et 1, une
fonction des y de Sx dont les coefficients sont des polynomes en s;
a coefficients dans G indépendants de & ; « remplace x4, par une
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expression de la forme
2plor+ZcPoc®vgre (¢ =1,...,0'),  Coh=Z;n20jnkY jhks

Bsc étant dans C et 5% étant un polynome en s; a coefficients
dans C indépendants de k. En prenant pour variables les y et
les #y¢15, on voit que le déterminant caractéristique Ag(s) de la
matrice des [3 est Af~% et que par suite Ag(sx) 5% 0. Prenons alors
pour variables les y et les fonctions

Xy = Tygrb—+ Sk Voky  Vok= ZjpUbjnk ) jhks

usjax étant un polynome a coefficients indéterminés dans C mais
indépendants de k, en sorte que vgx est une fonction linéaire
des x a coefficients dans C; a transforme z; en
Zrlor+ ZcBoc(@l— Zpvor) + Zrsk(Vok—+ Sjn U, j, hat, k Y jhk)
(b, j,mj+1,6=0).
Pour que les y disparaissent de cette expression, il faut et il
suffit que les u vérifient

ZcBoctcine— Sk(Ubjni—+ Wb, j, h+1,k) = Bbjhk-

Pour &= mj, ces équations, dont.le déterminant est Ag(sx)5% o,
donnent Usjmjky vy Un'jmke Ceux-la connus, les mémes équa-
tions, pour A= mj;—1, donnent u, j Mt ky oy Untyjommit kS
et ainsi de suite. Les u étant ainsi déterminés, ou aura & — a, ay,
a, étant 'effet de « sur les y, a, une substitution a coefficients
dans C n’opérant que sur les 2’ (fonctions linéaires des z a coeffi-
cients dans C) et |az| = Ay /9. On est donc ramené  canoniser ay
et la proposition est démontrée.

2. Soient
lr. l

! _
)’xhhmkl—}:tnh,hk, Lighy, l Fiiglj by
de nouvelles variables. Pour qu’elles soient canoniques, il faut
d’abord que a leur fasse subir la méme substitution qu’aux y,
chaque y' correspondant 4 'y de mémes indices, d'ou la condi~
tion
u P, — Liyhyj Ry
m Uiy 1 (SN — $141) Stk¥yjpn, }»n,"“lh l]:h, '}

u,,’},,"‘l;"‘ étant nul si &), est <1 ou > myj, ou si hyj est <1 ou

> myj,.
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Soit 152} ou k5% ky. En faisant hyj,=1 et successivement

. — i i Ajgrky —
Illh-— nmyj,y +.., 1, on voit que uli’ﬁ‘z,-,lz_ o et, par récurrence,

pour hyj,=2, 3, ..., que u?i’;‘,"‘?‘i}:‘z o si {£ ) ou si k;3£ k.
Les y' d’une série doivent donc étre des fonctions des y corres-
pondants seulement. Le changement de variables pourra donc
s'écrire yjje = Zjntis* ¥ jnk et la condition (1) qui devient (en ne
considérant qu’une série et en omettant l'indice k) wif'== w/F!
(établie pourh =12, ..., mj+1, k=1, ..., mjy, mj et m; étant
les nombres de variables de la j° et de la j'* suite respectivement)
donne, par récurrence, wf'=o pour k>FW, ui¥=o0 pour
K=1, ..., my--mj; (si my>m;) et ne laisse indéterminés
que uif pour h'>>mj— m;. Ainsi, x étant le nombre des suites
de la série,

[ Ly o B
Y= =g Wy Vi

Iy [k VR 1 S
(2) }’j'z—-‘x(ujt Y+ U, .7/2)1
YA - 2 ., 1,
Yis= 2 (u/Il Y+ iy ja+ ul, Jiz)s

Jh r__ i . o )
ul"=o pour A=1, ..., my—m; si mj/>m,.

Il faut encore que dans yj;;, considérée comme fonction
linéaire des z, les coefficients soient des polynomes en s a coeffi-
cients dans C indépendants de 4. Or, les . yj, étantindépendants,
on peut supposer que le déterminant des coefficients de z, ...,
zy y est % o. En écrivant que les coefficients de z,, ..., zy
dans y}, ont la forme voulue, on a des équations montrant que
les u/{ sont des polynomes en sx & coefficients dans C indépen-
dants de £. On le verra de méme ensuite pour ), puis pour
uwE, ...

Ce changement de variables définit la forme générale &
d’une substitution linéaire des x a coefficients dans C permu-
table d a (*). Car(2) montre la forme nécessaire de a' avec les
variables y, et pour que o’ soit une substitution linéaire des x a
coefficients dans C, on voit, comme tout & I'heure, que les uw/¥

doivent étre des polynomes en si & coefficients dans C indépen-
dants de 4.

(') JorDAN, Traité, p. 128; DicksoN, Linear Groups, p. 22q.
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3. Cherchons le nombre de ces changements de variables (ou
des substitutions o’') quand C est un corps d'imaginaires de Galois
d’ordre ® = p™ (p premier). :

Tout d’abord le nombre des &/} non nécessairement nuls est,
pour chaque couple 7, j’, le plus petit mjj des deux nombres m;,
mj.. Mais ces Emjj coefficients sont liés par la condition que le
déterminant D de (2) soit £ o. Pour calculer D, rangeons les y
et les ' de maniére que m; 2 mj,,, my 2 mj,, [alors

Zjpmyy = 2y mip— Emy= £;(2f — ymy],
et soit

my =...= Mg, > Mg 41 =...= Mg g, > Mg 5,41 =
> Mgt g+ oo o= Mg 4. +e, (e1+...4ep=p).

Il y aura ¢, suites contenant m, , ., variables et, si
Mgy 4, 20 > Mgt et

(en faisant my, =o0), pp=r¢,-+...4 ¢, suites contenant au
moins ? variables (py = ). Rangeons alors les y’ de maniére que
les se suivent dans I’ordre croissant des ;' et que y;,,, siive
te yIP J'etqueyig,
yp_ p» puis ordonnons yj, de maniére que les p, yj, se suivent
dans Pordre croissant des j et que y,,,, suive =+ D se ré-
J et que yip, Ve
duira évidemment a un produit de mineurs prmcnpaux

|u"|(]j =1, .00, Bpi P=My, one D).

Or, dans Dy, u;?',‘_—_ o pour 1Smj — mj, c’est-a-dire pour m;j<< mj.
Donc D, se réduit aussi & un produit des mineurs principaux

Il

Dpl—_‘Al | l l(.],.]—l,-'wel)a
Dpy = Ay = ju "‘[(_1,_].-e.+l,...,s.+a,),...,
Dor =4r = |“,| | (JyJ =e1=4.. .o gpg 1, uu, ..o 6p)

A, entrera dans tous les D, ou p,2¢,, c’est-d-dire dans D, ...,
D"'z.; ...; A, entrera dans tous les D, o0 po2¢,+...4 ¢, clest-
a-dire dans D, ..., D,,,‘+ e .Donc =D =729 Ajest--+&r, A, con-
tenant ¢} éléments, il y a, hors de A, K = Zm;; — Z{¢} arbitraires
dont chacune a =¥ déterminations, v étant le degré du facteur irré-

ductible annulé par sz, et I'on sait que le nombre des détermina-
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tions du Tableau des éléments de A, qui donnent A,3£0 est

Oi ! (wrer — mvi) = w(r, v).

Donc le nombre des déterminations. du systéme considéré des
¥pwir que je supposerai étre le )°, est

nAvIe., w(r, v)‘-:-= Y(A).

Le nombre des changements de variables (ou des o) est I3 ¢ ().

L’ordre du groupe L formé par les substitutions linéaires a
coefficients dans C, étant I} (n” — =), on connaitra par la le
nombre des conjuguées de a dans L.



