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SUR UN PROBLEME MIXTE AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. Hapamarp.

1. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles du
second ordre, ayant la forme de Laplace
")z =
() 5‘;—;—y+a%+b:§+c5=o
(équation qui admet pour caractéristiques les paraliéles aux axes)
et une ligne L.

Si celle-ci n’est coupée qu’en un point par une paralléle quel-
conque & l'axe des x et en un point par une paralléle & I'axe
des y, une solution de I'équation (1) sera déterminée si 'on
donne, en chaque point de L, les données de Cauchy, c’est-a-dire
les valeurs de 5 et de ses dérivées premiéres.

Si, au contraire, la ligne L, tout en continuant a n’étre coupée
qu’en un seul point par une parall¢le quelconque a 'axe des y,
cst composée de deux arcs BA, AC (fig. 1) tels que toute paral-
1¢le 4 axe des z qui rencontre I'un rencontre aussi 'autre (chacun
d’eux n’étant d'ailleurs rencontré qu’en un point), le probléme
de Cauchy, comme I'a montré M. Picard, devient, en général, im-
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possible par surabondance des données. Ainsi que je I’ai remarqué
dans un article précédent ('), celui qu’il convient de lui substi-
tuer est un probléme mizte, intermédiaire entre celui de Cauchy

A A

/* |
B i

ct celui de Dirichlet, lequel consiste a se donner :
Suar I'un des deux arcs (AB par exemple) les donnéces de Cauchy;
Sur l'autre arc, AC, les valeurs de 5 seulement. '
Cette derniére série de données est d’ailleurs supposée concor-
der avec la premiére au point A, c’est-d-dire fournir, en ce point,

-

la méme valeur pour s et la méme valeur pour la dérivée de s

A’

prise suivant AC.

Le probléme ainsi posé est possible et déterminé (2), ainsi que
je I'ai établi dans Particle cité. Il peut, si I'on veut, se ramener a
un autre qui a été étudié par M. Picard (*), puis par M. Gour-
sat (*), et dans lequel on se donne les valeurs de I'inconnuc 5,
d’une part sur AC, d’autre part sur une caractéristique issue de A,
en 'espéce, la paralléle AA’ a 'axe des y.

(') Sur Uintégrale résiduelle, ce Bulletin, t. XXVIII, 1900, p. 81 et suiv.

(*) Il est intéressant de rapprocher ce résultat de cclui auquel est parvenu ré-
cemment M. Goursat (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 8 juin 1903)
relativement au cas ou les lignes AB ct AC sont dans un méme angle formé par
les caractéristiques issues de A; on détermine alors une solution en sc donnant
uniquement les valeurs de 5 sur AB ct sur AC. Au contrairc, si AB ct AC sont
dans deux angles adjacents, le probléme ainsi posé cst indéterminé, comme l'ob-
serve M. Goursat. Notre remarque de 1goo consiste en ce qu’on le détermine cn
adjoignant aux données précédentes lcs dérivées premiéres de 5 sur AB. Enfin,
siles deux segments de L sont dans deux angles opposés, les données a prendre
seront, bien entendu, celles de Cauchy sur chacun d’eux.

(*) In DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. IV, nolc 1.

(') Lecons sur Uintégration des équations aux derivees particlles du second
ordre, t. 11, p. 303-308. ’
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Le probleme mixte (et non le probléme de Cauchy) est celui
quiintervient dans la plupart des questions dynamiques, dés qu’on
abandonne le cas tout théorique d’un milieu indéfini en tous sens
pour passer a celui d’un milieu limité. C’est a lui qu’on est con-
duit, en particulier, dans la théorie de la propagation de I'élec- .
tricité le long d’un cable limité au moins dans un sens. Aussi
les vecherches sur cette théorie poursuivies, cetle année, par
M. Brillouin, dans son cours au Collége de France, m’ont-elles
engagé a rcprendre 'étude du probléme mixte et & en chercher
une solution analogue a celle qui résulte, pour le probléme de
Dirichlet, de la considération de la fonction de Green et, pour le
probléme de Cauchy relatif a I'équation (1), de la méthode de
Riemann. C’est cette solulion que je vais exposer : appliquée a
I'équation des télégraphistes, elle conduit, bien entendu, aux ré-
sultats que M. Brillouin a obtenus par des calculsdirects (). Elle
permet méme, comme nous le verrons, de simplifier la solulion

de M. Brillouin.

2. La formule que nous appliquerouns sera toujours la formule
fondamentale employée dans la méthode de Riemann (2) et que
nous écrirons sous la forme suivante :

1/ ds du
(2) ‘/‘[;(um——zl—lv—>ds+uz(bd.z'—ad)')]=o,

dans laquelle

s est une solution réguliére quelconque de 'équation proposée (1);

u©, une solution réguli¢re de I'équation adjointe;

s, Parc de la ligne d'intégration, laquelle est supposée fermée;

v, la direction conormale (*) a cette ligne, direction qui n’est
autre que la symélrique, par rapport aux axes, de celle de la
tangenle, et qui est définie par les relations

dv _dz dy _ dy

&~ ds’  dv T ds’

(') Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, 23 mars 19o3.

(*) DanBoux, Legons sur la théorie des surfaces, t. 11, § 358, p. 75.

(*) D’ApueEman, Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences,
11 février 1gor.
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Soit alors O (2, »') un point situé entre les lignes AB, AC et
ou I'on veut calculer la valeur de 5. Menons par ce point la carac-
téristique .= const.; nous considérerons uniquement le cas ou
cette caractéristique coupe [en un point P (2/, y,)] I'arc AC et
non I'arc AB, le probléme pouvant étre considéré comme résolu
{par la méthode de Riemann) dans le cas contraire Par les
points O, P menons les caractéristiques y = const., qui coupent
Parc AB aux points Q, R respectivement.

Soit, d’autre part, U (z, ; 2/, ') une fonction de z, y définie’
par les propriétés suivantes :

1° Entre les paralleles OQ, PR, elle se réduit a la fonction de
Riemann u(z, y; ', y') (');
2° Au dela de PR, elle satisfail encore a I'équation adjointe, et

»
. bdx
se réduit, sur PR, & u—upe’> , ol
¥
—f a(x,y)dy
o . .
(3) up = (&, yr; &,y ) =€ ;

3° Sur 'arc AP elle est nulle.

Cette fonction est, comme on le voit, discontinue sur PR. Les
conditions 2° et 3° (qui concordent au point P, grice au choix dw
facteur u,) la définissent dans toute la portion du plan comprise
entre PR et la paralléle a cette droite menée par le point A.

De méme que la recherche de la fonction de Green est un cas
particulier du probléme de Dirichlet, la détermination de U, a
Paide des deux conditions précédentes, est évidemment an cas
particulier du probléme mixte (ou, plus exactement, du probleme
équivalent de MM. Picard et Goursat, auquel nous avons fait
allusion tout' a I'heure), I'équation (1) étant remplacée par son
adjointe et la caractéristique AA’, paralléle a I'axe des y, élant
remplacée [ comme nous le faisait prévoir une premiére solution
théorique obtenue précédemment (2)] par la caractéristique PR,
paralléle a 'axe des z. Quant & 'arc AP, il est le méme dans les
deux cas, de sorte que, comme nous devions également nous y

) DarBoux, loc. cit., p. 78.
) S

( 1
(?) Sur Uintégrale residuelle, n° 9, p. 83.
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attendre ('), la solution dépend cssentiellement de la forme de
cet arc.

Appliquons successivement la formule (2), ott nous remplace-
rons u par U, au quadrilatére mixtiligne OPRQO, puis au
triangle mixuligne PARP, et ajoutons les résultats obtenus. L’in-
tégrale prise le long de OP est, comme on sait (), égale a
é[so — (uz)p], et celle qui est prise lelong de QO, a 7;[:(, — (us)q]-
De plus, une réduction toute semblable s’appliquera & ’ensemble
des deux intégrales prises le long de PR. En effet, celles-ci, comme
les premiéres, ne dépendent que des valeurs de 5 et de « sur PR
méme, puisque PR est caractéristique, de sorte que toute la partie
de U qui est continue sur cette ligne s’éliminera dans I'addition et

que la variation brusque [U] de U interviendra seule. Or celle
varialion vérifie, le long de PR, I'équation dilférentielle

d[U]

dx

—b|U] =0,

analogue a celle par laquelle sont déterminées les valeurs de u«
sur OQ. Donc la somme des deux éntégrales prises le long de PR

n
( f bdrx )
¢ L |
se réduit a - wp\sge’r —s5p /.

Considérons enfin les termes relatifs 3 AR, RQ et AP. Lecs
deux premiers ne dépendent que des données de Cauchy sur AB
et sont entiérement connus. Enfin il en est de méme du dernier,

puisque, grice a la troisiéme condition imposée a U, il ne contient
as dz
Pas
On obtient donc la solution du probl¢me par la formule
R

. q «fp bdx
By = ;(u:,)Q + (us)p — S ure 3R
(4) ‘

Uri/ o ds _dU " _au
—v/A‘ [5<UE—z—gi—v—>ds+Uz(bdx—ady)]—L/‘; ;z-d—_~ds.

2

3. L’intégrale prise de A a Q est, en réalité, la somme de deux

(1) 7bid., n° 10, p. 84.
(*) Darvoux, loc. cit.
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autres de nature différente, puisque la fonction U n’a pas la méme
forme lorsqu’on la considére le long de I'arc AR ou le long de

Pare RQ. Les coeflicients de 5 et de g}" sont méme tous deux
discontinus au point R. Cetle discontinuité n’a rien qui doive
nous surprendre. Si, en cflet, on applique la méthode précédente
d un probléme physique quelconque, par exemple silon part de
I’équation

0z 0%z

Jx? Jat2

:(),

qui définit les mouvements des cordes vibrantes ou les mouve-
ments rectilignes infiniment petits d’un gaz, la ligne AC corres-
pondra aux conditions & I'extrémité; la ligne AB & D’état initial ;
I'arc QB de cette ligne (fig. 1) représentera la partie de I'état
iitial qui ne peat influer au lieu et a 'instant représentés par le
point Oj Tarc QR, la partie qui, dans les mémes conditions,
influe uniquement par ses ondes directes; I'arc RA, la partie qui
agit a la fois par ondes directes et par ondes réfléchies a 'extré-
mité. La discontinuilé dont nous avons parlé plus haut ne repré-
senle donc autre chose que le phénoméne de la réflexion.

4. Si, au lieu des données de Cauchy sur AB, on donnait les
valeurs de 5 sur AA’, il suffirait de placer les points Q et R sur cette

droite ; la formule(4) deviendrait <en transformant, a I'aide d’unc
intégrati - parties, le terme (U %2 as=— (U % ay
intégration par parties, le terme 7 ds=— o Y

AR
bx e oU Py _dU
So=(us)p+ (us)y —upe*r :“—V[\ :.d_y_(@;—-aU>—v[ ;;—(Ea’s.

3. Notre fonction U présente une propriété de symétrie ana-
logue a celle que posséde la fonction de Riemann.

Autrement dit, si, en méme temps que le point O qui sert a
former la fonction U (en menant la parall¢le OP a 'axe des y et la
paralléle PR a I'axe des z), nous considérons un second point O’
(fig. 2, 2 bis), par lequel nous menons la paralléle O'P' a P'axe
des z, pour mener par P’ la parallele P’R’ a 'axe des y (les demi-

droites P’O’, P’V étant du méme coté de la ligne AC), ct si nous
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définissons une fonction Z des coordonnées d’un point M par les
condilions suivantes :

1° Pour les positions du point M, situées du méme c6té de P'R
que le point O’, Z coincidera avec la fonction de Riemann s rela-

Fig. 2. Fig. 2 bis.
R o P’
| f
NI\
- 1
S—r —
Q R’ 0

tive aux points O’ et M [solution de I'équation (1), lorsqu'on la
considére comme fonction des coordonnées de M];

2° Pour les positions de M situées au dela de P'R’, mais en deca
de la ligne AC, Z sera également une solution de I'équation (1),

M
prenant sur P'R’ les valeurs 5 — zp,e‘/"" mly(z,.. étant la valeur de s
au point P’) et sur 'arc P'C la valeur zéro. La valeur de Z au
point O sera égale a la valear de U au point O'".

Dans le cas ot le point O’ est du méme c6té de PR que le
point O (fig. 2) et ou, par conséquent, la fonction U coincide
avec la fonction de Riemann u, nous pouvons considérer cette
proposition comme déja démontrée, du moment que la fonctionZ,
coincide, elle aussi, avec 5,, c’est-d-dire que le point O est du
méme coté que O par rapport a4 P'R’ : et ¢’est ce quiamanifeste-
ment lieu, car ce fait et eelui duquel nous sommes partis (O et O’
situés du méme coLé par rapport & PR) reviennent tous deux a
dire que le point d’intersection.de OP, O'P’ est du méme c6Lé de
la ligne AC que les points O, O’ eux-mémes.

Lorsque, au contraire, les lignes OP, O’P’ ne se coupent pas
entre elles avant de rencontrer AC (fig. 2 0is) ('), on peut élablir

(') Ea ce qui concerne la position relative des points O et O', il y a, géométri-
quement parlant, d’autres cas dc figure & considérer que ceux qui sont repré-
scntés par les figures 2 ct 2 bis, mais ccux-ci sont les sculs qui intervicnncnt
dans I'étude du problémc mixte.
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Pégalité Z,= U,, en montrant que la fonction Uy, considérée
comme fonction du point O, vérifie toutes les conditions qui
caractérisent Z. Mais on peul aussi, ce qui revient au méme en
somme, employer encore la formule fondamentale (2). Soient, a
cet effet, OQ une paralléle menée par O a 'axe des 2, O'Q une
paralléle menée par O’ al’axe desy; R, R'les points d’ntersection
de PR, P'R’ aveec O'Q, OQ respeétivement; I, le point d’inter-
section de PR, P’R’.

On intégrera le long des trois rectangles OPIR/, R'IRQ, IPPO'R
et du triangle mixtiligne IPP'. Si 'on tient comple de la valeur
des discontinuités éprouvées par les fonctions Z, U le long des
lignes PR, P'R’, on verra aisément que ’équation qui résulte des
quatre formules ainsi obtenues se réduit & 'égalité annoncée.

6. Considérons I’équation des télégraphistes, réduite a la forme

02z 0%z

B on +z=o0;
I’étude de la propagation de I'électricité dans un fil indéfini dans
un sens (') conduit 4 la détermination d’une solution de celle
équation par les données suivantes :

0z .
1° Valeurs de 5 et de — pour t =o, £E2o0;

2" Valeurs de 5 pour §=o, 0.
Autrement dit, ramenant I'équation a la forme de Laplace

0%z
(5) W —&5=0
par le changement de variables
(6) =y
t=y+ax,

(') On sait que le cas du fil limité dans les deux sens ne présente aucune dif-
ficulté essentielle nouvelle, toute la question étant de tenir compte des réflexions
successives dont chacune peut se calculer par les formules du texte. On devra
diviser le plan des ¢ (ou du moins la portion de ce plan définic par £2 o,
oSt oul est la longueur du cAble) en régions en forme de {riangles ou de
losanges, telles qu’elles sont figurées dans mes Lecons sur la propagation des
ondes et les équations de U’hydrodynamique (/fig. 10, p. 148), les formules
étant différentes pour chacune de ces régions.
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nous sommes ramenés au probléme qui vient d’étre ¢tudié, la
ligne’ AB ayant pour équations

(7) =y +x=o0, x = o, yZo
et la ligne AC
(8) t=xr—y=o, xrZo, yZo.

La fonction de¢ Riemann, w, symétrique, ici, par rapport aux
deux points (z, ), (2', »') dont clle dépend, puisque I'équation
est identique a son adjointe, a, comme on sait, la forme

() u=j[(x—2a)(y—r"l

ot la fonction j n’est autre, au changement prés de 'argument en
son carré, que la fonction de Bessel d’indice zéro:
X2 X~

(10) j(_l‘{)—_—n»k%ﬁu———L

(2!)2 I (’75—2‘-1-‘

7. La forme de la fonction u suggére immédiatement un pre-
mier mode de solution du probléme mixtc, lorsque la ligne AC
est représentée par Iéquation (8) (ou, plus généralement, par
I'équation  — y = const).

Si, en effet, on prend pour (z, y) un point de la droite AC et,
pour le point (z', y'), successivement deux points Q, Q, symé-
triques I'un de 'autre par rapport a cette ligne, la fonction « aura
¢videmment la méme valeur dans les deux cas. v

Supposons, dés lors, qu’on se donne les valeurs de 'inconnue 3
sur AC et aussi sur la caractéristique AA’, paralléle a 'axe des y.
Il sera aisé de calculer s en tout point de l'autre caractéris-
tique AA, menée par le point A et qui est I'image de la premiére
par rapporta AC. Soient, en effet, Q un pointde AA’, Q, I'image
de Q par rapport & AC, c’est-a-dire un point de AA; P, le qua-
tricme sommet (situé sur AC) du carcé AQQ,P.

1l suffit d’ajouter 'une a 'autre les deux formules

M

I . 1 M d; dth
50 =—(5y+ 3p)— - w — —s5—=|ds
‘ ° 2( A v) 2[,( 2oy v ’

(1) <

' LSy Sp) - W B i is
50, == (3\+ 3p) -+~ 0o — 4 —— ) a
(A3 > A p) - 5o [ORry : 3

v
\
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qui expriment (') 3¢ et 34 cn fonction des valeurs de = ct de ses
dérivées sur AC, pour éliminer la dérivée conormale de s.

Connaissant les valeurs de cette quantité sur AA’ et sur AA',,
on pourra la déterminer dans tout I'angle de ces deux droites par
une formule connue (?).

Rien n’empécherait d’ailleurs d’appliquer ce mode de calcul a
la fonction U, qui est nulle sur AC et dont on connait ies valeurs
sur la droite nommée plus haut PR. Sur la droite PR, prolonge-
ment de OP, les formules (11) donneront simplement Uy = — Uy
(pour PR, = PR), et la formule dont nous venons de parler fera
connaitre les valeurs cherchées par une quadrature; ce seront ces
valeurs qu’il conviendra de reporter dans la formule (4).

Que I'on emploie I'un ou l'autre de ces deux procédés, on voit
qu’on serait conduit, pour le calcul de 3, & deux quadratures su-
perposées. On retomberait ainsi sur des résultats semblables &
ceux qu’a obtenus M. Brillouin, dans le travail cité.

8. La fonction U ne joue qu’un rdle secondaire dans le calcul

Fig. 3.
0

———m———————

qui précede, puisqu’il peut étre opéré sans son intervention. C'est
elle, au contraire, qui va nous permettre d’en simplifier le résultat

ds
5t dans chacun des
N

termes qui figurent sous le signefall second membre de la for-

et de montrer que le coefficient de 5 ou de

(') Darsoux, loc. cit. Le changement du signe de P'intégrale définic lorsqu’on
passe de la premiére formule (11) a la seconde correspond évidemment au chan-
gement de role qui se fait entre les points A ct P, lorsqu’on passe du point Q au
point Q.

(*) Darboux, ibid., n° 359.
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mule (4), peut s’exprimer explicitement sans nouvelle quadra-
ture.

Soit, en effet, O,(z,y) I'image du point O par rapport a
AC (fig. 3), c’est-a-dire un point obtenu en portant sur la
droite RP, prolongée au dela du point P, une longueur PO,
égale a PO. ,

Considérons la fonction -

(12) wy — uy -

Nous avons déja utilisé, il y a un instant, deux propriétés de
cette fonction : celle de satisfaire a I'équation et celle de s’annuler
sur AC.

Mais il est également évident, d’aprés sa forme méme, que cette
fonction posséde la troisiéme propriété caractéristique de la fonc-
tion U, celle qui est relative aux valeurs sur PR. Sur cette der-
niére droite, en effet, le terme «), se réduit & 'unité, et, d’autre
part, cette valeur est aussi celle que prend la discontinuité

r‘rbd.x'
upe’*  de la fonction U.
Donc Uexpression (12) représente la fonction U cherchée.

Ia formule (4) peut, par conséquent, s’écrire immédialement.
Les dérivées normales qui interviennent dans cette formule seront
prises par rapport i ¢ sur AB et par rapport a § sur AC; sur cette
derniére droite, d'ailleurs, la dérivée conormale du second terme
de 'expression (12) vient doubler celle du premier.

D¢s lors, si I'on désigne par j et j, les valeurs que prend la
fonction j lorsqu’on y remplace 'argument X successivement par
les expressions

FU— P =G =] ==+

par j’ et j', les valeurs que prend, dansles mémes conditions, la
dérivée j'(X), on aura

J_l[" 93 L I”f”-"lt
.2. ']()[+;"I (1‘}—;5;0 <] di,



— 219 —

ou ¢, r sont les abscisses des points Q, R, savoir
g=v+¥, r=i=t,
et p=r =1t'—¥§ la valeur de ¢ correspondant au point P.

9. 1l est intéressant de comparer le calcul tel que nous venons
de le faire avec celui qui s’était présenté a nous tout d’abord (n° 7).
En particulier, nous avions indiqué le moyen de former (moyen-
nant une quadrature) la fonction U.

- Egalons I'expression ainsi obtenue a 'expression (12); il est
aisé de voir que nous obtiendrons I'identité suivante, relative a la
fonction j :

‘/Cj[a(c— t)].bj'(bt)dt = j(ac + bc) — j(ac),
0

ou, si l'on veul,

=1

(13) Jla—01d[j(bt)] = j(a+ b)—j(a),

(=0

en faisant ¢ =1, ce qui ne diminue pas la généralité.

Autrement dit, si nous faisons correspondre, & un point quel-
conque (X, Y) du plan, un second point de coordonnées j(X),
J (Y), et que le premier point décrive le triangle rectangle dont
les cOtés, dirigés suivant les axes de coordonnées, ont pour lon-
gueurs @ et b, le second point décrira une figure dont ’aire sera
J(a+0)—j(a)—j(b)+j(o).

On démontre directement sans difficulté 'identité (13) en rem-
plagant la fonction j par son développement en série (9) et utilisant

1
la valeur connue de l'intégrale 1-—t)Pt9~V dt.
° 0

D’autre part, cette identité est caractéristique de la fonc-
tion j et pourrait, par conséquent, servir 3 définir la fonction de
Bessel [4 un facteur constant prés figurant dans argument, et
qui sera déterminé si I'on adjoint la condition j'(0) =1]; il suffit,
en effel (du moins siI'on suppose la fonction continue ainsi que
sa dérivée), de faire b = o aprés avoir divisé par ¢ pour retomber
sur Péquation linéaire a laquelle satisfait ;.

10. On peut se demander s’il existe une relation du méme genre



— 220 —

entre les fonctions de Besscl d’indice non nul. C'est ce qui a licu,
en effet; pour le voir, nous multiplicrons une telle fonction par
une puissance de la variable et nous la considérerons sous la
forme

) i < Xp+m
Jp(X) —'Z Vm—+1)Tip—+m-—+ l).

m=0

Ia fonction ainsi écrite est liée a la fonction J,, telle quion la
considére habituellement ('), par la relation

r .
jl‘(X) = (—)()2 Jp(z‘/—— X).

Nous prendrons deux quelconques j,, j, des fonctions ainsi
définies, les indices p, ¢ étant toutefois positifs (ou, plus exacte-
ment, Uindice ¢ positif ou nul et p supérieur & —1) et nous for-
merons l'intégrale

=1

(1) Jela(r—0)1d[j,(be)].

1=0

La quantité sous le signefest une série double dont le terme
général est

ap+rmhy+n(y— t)pm d( [7+Il)
m!'n!T(p+m-+1){g+m+r1)

(myn=o0,1,2,..., ).

Or, on a

=1

L

1
(1 —t)yp+md(tr+n) = (q +n) [ (1— t)p+mq+n=1dy

“0
_(p+rm+0T(g+n+1)
T T(pHqg+mn-—a)

Il est, dés lors, clair que intégrale (14) est égale a

ar by

(ax oy drrala+)

si ¢ est différent de zéro, et & cette méme quantité diminuée de
Jp(a)siq estnul.

11. Les raisonnements qui viennent d’étre développés (n°8)

(") Voir, par exemple. Jornax, Cours d'analyse, L. 111, Ch. 1L
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ne sont pas particuliers a I'équation d'Euler : ils reposent, au
fond, sur ce seul fait que 'équation ne change pas de forme quand
on y permute x et y.

Pour toute équation & invariants égaux

ou X est symétrique en z eten y, ces raisonnements sont valables
et prouvent que la fonction U a la valeur (12), lorsque la ligne
AC a pour équation £ — y =o.

Considérons, par exemple, I'équation d’Euler, que I'on peut
réduire a la forme

(15)

023 BB —1)
szoy T (w—y)n

5 =0.

Elle offre le genre de symétrie dont nous venons de parler rcla-
tivement i la droite  — y = o; seulement celle-ci est unc ligne
singuliéve, de sorte qu'il n’y a point lieu de la considérer a notre
point de vue actuel.

Mais I'équation (15) présente également la méme symétrie
relativement a toute droite z -y = const. : une telle droite
pourra donc étre prise pour la ligne AC, et nous pourrons
résoudre le probléme ainsi posé.

12. L’équation (15) est celle qui régit le mouvement rectiligne
d'un gaz contenu dans un tube cylindrique. Les données par les-
quelles il est le plus naturel de déterminer un tel mouvement sont
constituées par I’état initial du fluide et les mouvements des pis-
tons placés aux extrémités du tube.

Ce probléme est, dans le cas général, beaucoup plus difficile
encore que celui dont nous venons de nous occuper. L'équation
du mouvement n’est, en effet, ramenée a la forme (15) que moyen-
nant une transformation de Legendre, de sorte que x ety sont
des fonctions de la vitesse et dela densité, et 'on ignore comment
cetle derniére quantité varie au voisinage du piston mobile, autre-
ment dit ('), les données fournies par le mouvement de ce piston
sont relatives a une ligne inconnue du plan des zy.

(') Voir mes Lecons sur la propagation des ondes el les équations de V'l)-
drodynamique, n° 180, p. 172-173.
XXXI. Is
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Il est toutefois un cas ot Ic probleme rentre dans la catégorie
qui vient d’étre étudiée : c’est celui du piston fize. Alors,
r +

Y, est constamment nulle, et

pour @ = o, la vitesse, égale a

il en cst de méme (') de la variable z.

Par conséquent, non seulement nous sommes ramenés & notre
probléme mixte, mais méme & un cas dans lequel nous savons
résoudre ce probléme. .

Il en serait de méme si la vitesse du piston était constante. On
serait encore ramené au probléme mixte, mais dans un cas non
résolu jusqu’ici, si, au lieu de se donner le mouvement du piston,
on s’imposait la condition que la pression au contact de ce piston
fat égale a une constante donnée.

13. Les calculs du n° 11 conduisent évidemment a des iden-
tités analogues a celles du n° 9, mais relatives a la série hyper-
géométrique.

La question du probléme mixte n’est pas d’ailleurs seule a les
fournir. Toute expression quireprésente la fonction de Riemann
relative & une équation du type (1) donne lieu a de telles iden-
tités; on les obtiendra en utilisant la formule qui exprime une
intégrale de ’équation en fonction de ses valeurs sur deux carac-
téristiques.

Soient, en effet, O'(z’, y'); O(x,y) deux points du plan;
& = z,, une paralléle a I'axe des y qui coupe en P, I’ les paral-
léles a I'axe des # menées par O, O'. La quantité «(0O, O’), lors-
qu’'on I'envisage comme fonction du point O, est une solution
de I'équation proposée; comme telle, elle peut étre considérée
comme définie par ses valeurs sur les deux caractéristiques PO,
PP’ et calculée en O’ d’aprés ces données : on a ainsi I'identité

Y ]
[ w(z, y; 1, 1) [5—,‘ u(zy, ;@' y') — a@y, v) u(z, ”l;f’""}")] dy,
sy N i N
‘1; (v, y') da
2

=w(z, y; &, y)—u(x, y; z, y') €

En appliquant a ’équation d’Euler et de Poisson, on trouvera,

(') Loc. cit., ne 170, p. 162-163.
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pour la série hypergéométrique (B3, 8/, 1, 7), I'identité

I —a
r—a\B , 1—a e AN N
. <l— l—i—(ll) I(‘a’p’l’l-i-at)'d - b r(*’"‘""_z

1+ -

N\

=abbBF(B, B, 1, 1—ab)y—ab F(B, B, 1—a) (a>o0,b>0)

a laquelle on pourrait donner diverses formes en utilisant les di-
verses transformations que I'on peut effectuer sur la série hyper-
géométrique. On pourrait, par exemple, écrire

F[B, 1—f,r, (l——i)u].dl" [@’, 1— B, 1, <!———%>([-lt)]

:bB‘ﬁ'F(B',l~—p,l,l—~l6>-—F(\ﬂ',l—-lg,l,l—--(—[l)_-

n=t

L

a

Il y aurait, d’ailleurs, intérét a établir directement cette formule :
on arriverait ainsi, sans doute, a la généraliser, comme 'nous
I'avons fait au n°® 10 pour la formule (13).

14. Je présenterai, en terminant, une remarque relative au pro-
bléme mixte relatif a 'espace. ‘

J'ai fait observer, dans mon article sur l'intégrale rési-
duelle ('), que le principe de Huyghens cesse de s’appliquer

I’équation du son

2

{t>

<

)

1
Az — oy
a?

=o,

Y

lorsque 'on considére, relativement a cette équation, le probléme
mixte et non le probléme de Cauchy.

Il semble que, l1a encore, la forme du domaine joue un role
essentiel. Si, en effet, au lieu de la sphere que j'avais envisagée
dans larticle cité, on prend comme surface initiale le planz = o,

Jz
surlequel on se donnera les valeurs de z pendant que z et 57 seront
)

donnés pour t =0, £ 2o, il est aisé de voir que le principe de
Huyghens subsiste.

On peut, en effet, résondre le problé¢me mixte ainsi posé, en
considérant 'image O, du point O par rapport au plan cn ques-

(') N 15, p. 88
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. . . (
tionet formant non sealement la fonction classique u= - f(r + at),

mais la fonction analogue dans laquelle les rayons vecteurs sont
comptés a partir du point O, et non da point O.

11 suffira de substituer la différence de ces deux fonctions a la
premiére d’entre elles, dans la solution de Kirchhoff, pour I'appli-
quer au cas actuel; et I'an constatera sans difficulté queles seules
données qui interviennent dans la solulion sont relatives a des
multiplicités doublement (et non triplement) étendues.



