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PROPRIETES GEOMETRIQUES DES MILIEUX CONTINUS;
Par M. L. Lecornu.

Toute équation ¢(z, y, 35) = C dans laquelle C désigne une
conslante arbitrairc délinit une famille de surfaces; mais la réci-
proque n’est pas vraie, el une méme famille de surfaces corres-
pond & une infinité d’équations obtenues en remplacant ¢ par une
fonction arbitraire de 9. Si I'on veut avoir une représentation
adéquate de P'équation o= C, 1l faut considérer une variable de
plus et imaginer, par exemple, un milieu matériel dans lequel
o(x, 3, 3) serait la densité au point (z, ¥, 5). Les surfaces o = C
sont alors les surfaces d’égale densité. Parmi les propriétés d’un
pareil milieu, les unes se confondentavec les propriétés purement
géométriques du syst¢me de surfaces et demeurent invariables,
quelle que soit la loi de variation de la densité dans le passage
d’une surface a une autre; les autres dépendent essentiellement

de cetle loi de distribution.
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Je me propose d’établir ici quelques théorémes de géométrie
infinitésimale concernant ces deux sortes de propriéiés.
L’origine O des coordonnées rectangulaires étant placée en un
point de la région élémentaire qu’on veut étudier, nous considé-
rerons z, y, 5 comme des infiniment petits du premier ordre, el
nous écrivons, en négligeant les quantités du troisiéme ordre,

(1) :p_—-%—f—px-(—quv—:—rz—k%(a.r'-’+b)'2+czﬁ—"—tzf‘y:+2gz.z-+-z/:.rvy)‘
Posons
Sz, y,3)=ar+—byr+cs2+ ofys+ogsr -+ 2hzy.
[’équation
(2) Sz y,2) =c¢,

dans laquelle ¢ désigne une constante arbitraire, représente une
quadrique 3 centre, que jappellerai la surface indicatrice, ou
simplement U'rndicatrice du systeme, et que je désignerai par I.
Cette indicatrice ne change pas quand, laissant ¢ invariable, on
modifie la direction des axes. On pourrait le vérifier par un
calcul direct, mais on le voit géométriquement de la maniére sui-
vante : Soient A et B deux points symétriques par rapport a I'ori-
gine. La moyenne des densilés en ces deux points est évidemment

1 ~ . .
Pot e La surface | est donc le lieu des points tels que la

moyenne des densités en l'un de ces points et au point symé-
trique par rapport a O posséde une valeur donnée, et cette défi-
nition est indépendante du choix des axes. .

Les directions principales de I'indicatrice ont une signification
mécanique assez remarquable. Orientons les axes de coordonnées
suivant ces directions, de maniére a annuler les coefficients £, g, h.

Sil’on calcule alors les intégrales fyz:p dw, [zxcpclw, fx_ycpdw

étendues a tous les éléments dw d’une sphére infiniment petite
de centre O, on reconnait immédiatement que ces intégrales sont
nulles. Par suite :

Les axes de ’indicatrice coincident en direction avec les
azxes principaux d’inertic d’une sphére infiniment petite
appartenant au milieu considéré.
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J'ai démontré cette proposition, avec plusieurs autres da méme
genre, dans une Note communiquée a I’Association frangaise pour
I'avancement des Sciences (18go).

Soit S la surface d’égale densité passant au point O. Son indi-
catrice de Dupin est, par définition, sa courbe d’intersection
avec un plan paralléle au plan tangent en O et infiniment voisin.
Pour tous les points de cette ligne, 'expression px +qy + 13
a une valeur constante; en méme temps, ¢ est égal a ©,. La com-
paraison des équations (1) et {2) montre alors que, pour tous les
points de l'indicatrice de Dupin, la quantité ¢ a une valeur con-
stante. En d’autres termes :

La surface indicatrice contient la courbe indicatrice de
Dupin.

Si nous cherchons !’'intersection de la surface indicatrice
(z z)=-¢ avéc le plan tangent lui-méme P, nous trouvons
y Y p g ’

que cetle courbe appartient & la surface d’égale densité p=¢,+ i €

infiniment voisine de la surface passant en . Cette courbe est
infiniment peu différente de I'indicatrice de Dupin, et c’est elle
que nous désignerons désormais sous le nom de courbe indi-
catrice.

En modifiant la loi de distribution des densités, c'est-a-dire en
remplagant 9 par une fonction F(¢), on fait varier la forme de la
surface indicatrice. A un systéme donné de surfaces d’égale den-
sité S correspond donc, pour chaque point de 'espace, une
infinité de surfaces indicatrices. Si I'on appelle ' et F” les dé-
rivées premiére et seconde de F(©), I'équation générale des sur-
faces indicatrices qui correspondent au point O est

Fflz,y,s)+F(pr+qy+ri)t=nr.

L’intersection avec le plan P est donnée par F/f = =, et, en dé-
terminant la constante arbitraire n par la condition F'e= 1, toutes
les surfaces indicatrices passent par la méme courbe indicatrice
le long de laquelle elles sont tangentes entre elles.

Si I’on fait en particulier ¢ = o, toutes les surfaces indicatrices
se réduisent a des cones coupant le plan P suivant deux droites
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fixes, réelles ou imaginaires, qui sont les tangentes aux lignes
asymplotiques de S; ce sont les cdnes indicateurs.

La direction conjuguée du plan P est Ja méme pour toutes les
surfaces indicatrices. Elle est définie par les équations

ar+hy+gz _hz-rby -fs gx—fy+cz
P B q r )

3

Pour un déplacement effectué, a partir de I'origine O, suivant
celte direction, on a évidemment

b

dp _dg _dv
:

P 9

cela revient a dire que p, g, r conservent des rapports invariables
et que, par suite, l'orientation du plan P n’est pas changée. l.a
direction dont il s’agit est donc celle de la droite joignant les
points de contact de deux plans tangents menés parallélement &
deux surfaces S infiniment voisines. Nous appellerons cette droite
Vaze de parallélisme. Parmi tous les cones indicateurs, il y en
a un qui contient I'axe de parallélisme et se décompose, par suite,
en deux plans. '

Extension du théoréme des tangentes conjuguées.

Soient X, Y, Z les coordonnées courantes. L’équation du plan
tangent a 'une des surfaces S en un point A(z, y, 5) infiniment
voisin de l'origine est, en négligeant les infiniment petits du
second ordre,

pX—z)+qY—y)+rl—sz)+aXx+bYy+cls
+f(Ys+2y)+ g(Za+Xz)+h(Xy+Yx)=o0.

Sa trace sur le plan P, tangent en O, dont I’équation esl
pPX +qgY + rZ = o, vérifie la relation

@X+hY+gZ—p)z+hX+b0Y+fl—q)y+(X+[fY+cl—r)z=o0.

On reconnait ici I’équation du plan diamétral conjugué de la
direction OA par rapport a la quadrique

aXt+ oY+ cl2+of YL +28LX + 2 XY — o (pX + ¢Y+ 1) =0,

tangente en O au plan P.
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La caractéristique du plan tangent, pour un déplacement OA
du point de contact, est donc la polaire de OA par rapport a cette
quadrique Q. Elle est paralléle a la trace sur le plan P du plan
diamétral conjugué de OA par rapport & I'une quelconque des
surfaces indicalrices.

Le centre de la surlace Q se trouve sur I'axe de parallélisme,
au point défini par les équations

aX +=hY + gl — p = o,
hX - b6Y + fL— q =o,
X+ fY+¢cZ—r=o.

La quadrique Q est tangente en O i la surface S. Flle admet
la méme indicatrice de Dupin et elle est symétrique, par rapport

240, de la quadrique
aX2+ bY2+ 242 f YL +-28LX + 2~XY - 2(pX +qgY +rl)=o,

déduite de la surface S en effagant, dans le développement
de © — @, les termes d’ordre supéricur au second.

En particulier, pour un déplacement OA normal en O & la sur-
face S, la construction précédente fait connaitre la caractéristique
de la trajecloire orthogonale des surfaces S, c'est-a-dire I'axe de
courbure de celte trajectoire.

En faisant varier la loi de distribution des densités, on obtient
une infinité de quadriques QQ dont les centres se trouvent lous
sur 'axe de parallélisme el qui se touchent toutes au point O. Ces
quadriques sont évidemment homologiques.

Normalies développables.

Cherchons maintenant pour quels déplacements OA effectués

a partir de O la normale en A a la surface S passant en ce point

rencontre la normale en O a la surface initiale et engendre, par

suite, un élément de surface développable. Les équations de la

normale en un point x, ¥, 5 pour lequel p, ¢, r désignent les

paramétres du plan tangent peuvent s’écrire '
X—2x Y—yp Z—z

P q9 ”

‘e
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4) X=wx-+kp. Y=y+kig, Z=3—+kr.
Si on veut que deux normales infiniment voisines se ren-
contrent, on est conduit aux équations

dr+hdp +pdk=o,
(5) « dy+hdq +qdk =o,
dz 4+ hdr +rdk=o,

d’ou, par I’élimination de X et d),

dz dp p
dy dgq q |=o.
dz dr r

1

Appliquons ceci a 'origine O et remplagons alors d.r, dy, dz
par x, ¥, 5, puis dp, dq, dr pavr ax +hy -+ 23, .... 1l vient

)
ainsi
z «x—+hy+gs p
(6) Yy ax+by+ fz q|=o0
3 yx—+fy—+cz r

Il est aisé de reconnaitre que la somme des coefficients de 2,
2, z* estidentiquement nulle et que, par suite, le cone du second
degré C représenté par I'équation précédente est capable d’une
infinité de triédres trirectangles. Ce cone admet comme géné-
ratrices plusieurs droites remarquables, savoir :

1° L’axe de pavallélisme (3);

2° [a normale a la surface S <-x— =2 = f);

P q T
3° Les tangentes aux lignes de courbure;

4° lLies droites pour lesquelles

ar+hy +gs  hx+by+fz gx—+fy—+cs
———————e == - e = 5
x Y Fg

c¢’est-a-dire les axes principaux de I'indicatrice I.

En modifiant la loi de distribution des densités, on n’altére pas
le cone C, ainsi qu’il est aisé de le vérifier directement. Les axes
principaux de toutes les indicatrices se trouvent donc sur ce cone
et, par conséquent :
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Le lieu des tangentes aux directrices des normalies dévelop-
pables en chaque point de U'espace est le cone du second degré
Jormé par les axes principaux de toutes les indicatrices.

Remarquons encore que I'équation (6) est suceptible d’une
interprélation géométrique évidente : le plan mené par une géné-
ratrice du c6ne, normalement a la surface S, contient la normale
au plan diamétral conjugué de cette génératrice par rapport a
Pune quelconque des indicatrices. Il en résulte que, pour un
déplacement effectué a partir de O suivant une génératrice, la
caractéristique du plan tangent a la surface S est perpendiculaire
au déplacement, ainsi qu’il était d’ailleurs facile de le prévoir.

Cherchons le plan tangent au céne C le long de la normale en O
a la surface S. Si ¢(z, y,3) = o est I'équation du cdne, ce plan
langent a pour équation z{'(p)+y ¥ (¢)+ z¢'(rr) = o, ce qui
peul s’écrire '

r ap-+hg+gr p
y hp+bg+jr g|=o.
3 gp+jfq+cr r

Ce plan contient la direction

x v _ z
ap+hg+gr hp+bg+fr  gp+fq+or

qui appartient évidemment au plan osculateur en O 4 la trajectoire
orthogonale des surfaces S. Donc :

Le céne des axes principaux est tangent le long de la nor-
male (p, q, r) au plan osculateur de la trajectoire orthogonale
des surfaces S.

Courbures normales.

Soient ON, AN’ les normales a deux surfaces S, en deux points
infiniment voisins O et A. Projetons AN’ sur le plan normal NOA,
et cherchons les coordonnées X, Y, Z du point de rencontre B de
cette projection avec la normale ON. Si les deux points O et A se
trouvaient sur une méme surface S, le point ainsi obtenu serait le
centre de courbure de la section de la surface par le plan normal
contenant OA. Notre calcul va donc constituer I’extension, a un
systéme de surfaces, de la théorie de la courbure.
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En appelant z, y, 5 les coordonnées de A et p + dp, ¢ + dgq,

1+ dr les valeurs de p, ¢, " en ce point, on exprime que le plan
de AN’ et AB est normal au plan NOA par I'équation

X—2 Y —y 7—s
p+dp qg—+dq r-dr |=o.
qs—ry rxr—ps py—qux

D’ailleurs, sil’on pose OB =R et \/p*+ ¢*+ /* = w, on a

Y
r g

’
(0]

7 _R
r

d’oti, en substituant, dans 'équation précédente, et simplifiant

! P q r I x v <
R
o dp dyg dr : P 1 r
qs—ry rr—ps py—qxr i qs—ry ry—ps py—qxr
. . par : vOf L Af L of
En remplagant dp, dq, dr par leurs valeurs 505" 33y 3 95

on obtient finalement

! 4 Y LA AN
, ;(p1‘+9}'—:—l';)(\[)ﬂ+q(—)7-‘.—I'— f(r.).u

R WXyl 52 ) - (P gy 4+ 152

Soient «, 3, v les cosinus directeurs de OA. On peut encore

écrire
1 A

o ;(p:z +q8+=ry) (\pi)i “+q ‘}B )“) — w2 f(a, B4

R~ (u:’—m(pi—-i—-q?b—.—l“')'

Si T'on appelle enfin ¢ I'angle de O\ avec la normale ON, il

vient

I L[ of of o/ o
5 cosi <[) or T q;z ~+ Ia—?) —wf(a, P, )

w?sin2{

al
(7) =

=l

Pour i = ;, on retrouve la formule ordinaire donnant la cour-

bure des sections normales d’une surface.
VR

.; le lieu
ll 12

Portons sur chaque direction OA un vecleur égal & ~—

3

de l'extrémité de ce vecteur est une quadrique a centre. De la
XXXI. 18
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résultent diverses relations, parmi lesquelles je signalerai seule-
ment la suivante :

Pour trois directions rectangulaires quelconques OA,, OA,,

iy
a une

sin2¢ sin2. sin?
-+ —— +

OA; issues du point O, Uezxpression |
R, R, R;

valeur constante.
La valeur de cette constante est

Jp, g, r)— (p2+ q2+r2)(a + b+ ).

3
(P*+ g2 1)?

Elle doit naturellement étre indépendante de la loi-de distribu-
tion des densilés; c’est ce qu'on vérifie sans peine par un calcul
direct.

Si I'on considére en particulier le triédre formé par la nor-
male a la surface S et par les directions principales de cette sur-

sin2g .
face, la valeur de —— correspondant 4 la normale est nulle; pour
les deux directions principales, sinZ est égal a 'unité. La con-
stantle dont il s’agit ne différe donc pas de la somme des inverses
des rayons de courbure de la surface S, c’est-a-dire du double de
sa courbure moyenne. 1l est remarquable que la courbure moyenne

d’une seule surface S détermine ainsi, d’'une maniére compléte,

sin2¢ . . .. .
n relative a trois directions rectan-

gulaires quelconques, issues d’un point de cette surface, indépen-
damment de la forme des surfaces S infiniment voisines.

Le lieu des directions pour lesquelles R a une valeur infinie est
le cone asymptotique représenté par ’équation

la valeur de I’expression 2

J 9 ) . .
(pz—+qy-+rsz) (p;£ + q,-,-f%— r (,f> —2pP @) f(z,y,5) = o.
ou bien
P q r
(8) ar—+hy +g5 hrxaby+fs grx+fy-+czs|=o.
qgs—ry rr—ps py—qzx

Ce c6ne contient la normale en O & S et I'axe de parallélisme;
il coupe le plan tangent a la surface S suivant les deux directions
asymptoliques.
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Pour un déplacement effectué suivant une génératrice quel-
conque de ce cOne, la caractéristique du plan tangent est paralléle
a la trace du plan normal contenant le déplacement.

Courbure de la trajectoire orthogonale.

,

Nous avons précédemment déterminé l'axe de courbure de la
trajectoire orthogonale des surfaces S. On pourrait en déduire son
rayon de courbure ; mais il vaut mieux traiter la question direc-
tement. A cet effet, menons par I'origine O la normale ON, ren-
contrant en N une surface S infiniment voisine de S. Menons
anssi I'axe de parallélisme OA, rencontrant en A la méme sur-
face 8'. La déviation du plan tangent aux surfaces S est la méme
lorsqu’on parcourt le chemin AN sur la surface S' que lorsqu’on
va de O en N suivant la normale. D’ailleurs, si R, et R, sont les
rayons de courbure de S’ au point N (infiniment peu différent des
vayons de courbure de S au point O) et si ¥ désigne I'angle du
plan AON avec le plan de la section principale correspondant au
ravon R,, Pangle 2 des normales en N et en A est donné par la
formule connue

Soit § angle AON. On a AN = AO tangh et —\iﬁ = %

Le rayon de courbure p de la trajectoire orthogonale vérilie
donc la formule

1 cos2d sin2
— == tang2f <-——T —- i--qu')-
22 R? R3

Il est entiérement défini par les rayons de courbure de la sur-
face S et par la direction de I'axe de parallélisme.

Je me suis borné, dans cette étude, aux propriétés dépendant
des dérivées premiéres et secondes de la fonction <. Si I'on voulait
aller plus loin, on serait conduit 4 aborder des problémes beau-
coup plus ardus. A la fonction v sont liées, en chaque point de
I'espace, trois directions rectangulaires, correspondant aux axes
principaux de l'indicatrice. On peut tout d’abord se' demander
quelle condition doit remplir la fonction pour que ces divections

s

soient normales & un systéme triple de surfaces orthogonales.
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Cette question (énoncée sous une forme un peu différente) a été
résolue par M. Darboux dans les Proceedings of the London
mathematical Society de 19vo. 1l a trouvé que la fonction
doit vérifier une équation aux dérivées partielles du troisiéme
ordre, homogéne, ne contenant ni la fonction, ni ses dérivées
premicres. Imaginons maintenant que nous changions la loi de
distribution sans altérer les surfaces d’égale densité. Nous modi-
fions, en chaque point, 'orientation du triédre trirectangulaire.
Dans quels cas ce nouveau triédre demeure-t-il normal 3 un sys-
t¢me triple de surfaces orthogonales?

Au lieu de se donner la fonction @ et d’en déduire les directions
principales en chaque point, on peut inversement se donner ces
derniéres, puis chercher dans quels cas il existe une fonction <
corvespondante, et quelle est alors cette fonction.

On multiplierait sans peine les questions de ce genre; mais il
cst plus aisé de les imaginer que de les résoudre.



