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Sur un nouveau mode de genération des surfaces du troisiéme

degré; par M. H. Picquer.

(Séance du 19 avril 1876.)

1. Considérons le lieu des points de contact des tangentes me-
nées d’un point P & toutes les coniques

K,C. +)\2sz o

d’un faisceau défini par les deux coniques
C. =o, C, =0,

et dont toutes les courbes ont quatre points communs réels ou ima-
ginaires. Ce lieu peut encore ¢&tre défini comme le licu des couples de
points conjugués communs i toutes les courbes du faisccau, points
situés sur les droites issues du point P. De cette double facon d’en-
visager le lieu, il résulte, par des considérations élémentaires de
géométrie, que c’est une courbe du troisiéme degré passant

1° Par le point donné P;

2° Par les quatre points A, B, C,D réels ou imaginaires qui ser-
vent de base au faisceau : les tangentes en ces points sont les droites
PA, PB, PC, PD;

3° Par le point de concours Q des polaires du point P par rap-
port aux coniques du faisceau;

4° Par les sommets F, G, H des trois couples de droites qui font
partie du faisceau : les tangentes en ces points sont les droites QF,
QG, QH et la quatri¢me tangente issue du point Q de la cubique &
cette méme courbe est la droite QP qui est tangente en P.

En comptant la tangente en un point pour deux points, on con-
nait donc en tout dix-sept points de la courbe, dont il est facile de
voir que neuf au moins sont réels dans tous les cas. L’équation de
la courbe est d’ailleurs

P.C;—P,C,=o,

P, = o et P, = o étant les équations des polaires du point P par
rapport aux coniques C, et C,.



— 1929 —

Cela étant rappelé, considérons une cubique fixe, et, par un
point P de cette courbe, menons-lui quatre tangentes qui la touchent
en A, B, C,D; imaginons le faisceau des coniques qui passent par
ces quatre points réels ou imaginaires. Si, par rapport a ce faisceau
et au point P,on détermine le lieu précédent, on aura une cubique
qui aura avec la proposée les cinq points communs P,A,B,C,D,
ainsi que les tangentes en A, B,C,D, qui sont les droites PA, PB,
PC, PD, et qui, par conséquent, coincidera avec elle (). Elle pas-
sera donc par les points F, G, H, par le point Q, et sera tangentc en
F,G, H et P aux droites qui joignent ces quatre points au point Q.
Nous obtenons ainsi une propriété connue de la cubique tangente
en quatre points donnés 4 quatre droites concourantes (*), ainsi
qu'un mode important de génération des courbes du troisiéme de-
gré du a Maclaurin (*), et dont nous avons dit donner la démon-
stration qui précéde pour I'intelligence de ce qui va suivre.

2. Avant de poursuivre, indiquons deux théorémes. Si le point P
varie dans toute 'étendue du plan, I'équation de la cubique ren-
ferme au premier degré deux paramétres variables qui sont les coor-
données du point (1); on obtient donc un réseau linéaire : c’est le
réseau des cubiques passant par les points A,B,C,D,F,G, H. Si le
point se meut sur une droite, on n’a plus qu'un faisceaun, et les
deux autres points communs sont les points de contact de la droite
avec les deux coniques du faisceau ABCD qui lui sont tangentes;
d’ou il résulte que :

TutoriMe 1. — Les quatre sommets d’un quadrilatére, les trois
points de rencontre des couples de cotés opposés, et les deux points
conjugués communs & toutes les coniques circonscrites, situés sur

(*) 11 se pourrait néanmoins que les neuf points { domt huﬂ. &on[ Mnﬁndusaeu a

deux) communs a ces deux courbes fussent les neuf pplntsqqpm aux W ~
pussi

d’un faisceau. Mais, comme rious I’a fait, remarquer M. Dlrboux, cela mh
car si, pour achever de déterminer une cubique du faisceau, on se domne un pomt
sur la droite PA, par exemple, cette droite, ayant quatre potits sur la conrBe, en
fera partie tout entiére : il resterait donc une conique a laquelle on pourreit mener
du point P trois tangentes.

(*) Sarmon, Higher plane curves, 1873, p. 129.

(®) Poir ve Jonquikres, Mélanges de Géométrie pure, p. 236, & 1a proposition XIII
de la traduction du traité de Maclaurin Sur les courbes du troisidine degré.

1v. . 9
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une droite arbitrairement choisie, sont les neufs points communs
& un faisceau de cubiques.

I1 résulte encore (1) de la seconde maniére de considérer le lieu
que :

Tatorime Il. — Lorsque cing couples de points conjugués, si-
tués sur des droites concourantes, ne sont pas distincts, ¢ est-a-
dire ne déterminent pas une conique, les dix points sont situés

sur une méme cubique passant par le point de concours des
droites.

3. Ainsi toute cubique peut étre considérée d'une infinité
de maniéres comme le lieu des points de contact des tangentes me-
nées d'un point donné aux coniques d’'un faisceau. Le point donné
est sur la cubique et les coniques se coupent sur la cubique; le
faisceau correspond au point, et I’on peut dire que c’est son fais-
ceau conjugué. Outre les quatre points qui lui servent de base,
chaque conique du faisceau coupe la cubique en deux points qui
sont, par définition, les points de contact des tangentes issues du
point P i la conique, et la corde qui les joint, polaire du point P,
passe par le point fixe Q de la cubique, en vertu de la définition du
point Q (1), lequel n’est autre d’ailleurs que le tangentiel de P (*).

La cubique est aussi le lieu des points conjugués communs
toutes les coniques du faisceau, points situés sur les droites issues
du point P. Si donc on considére arbitrairement une de ces courbes,
les deux points « et 3 ot une sécante quelconque issue de P ren-
contre la cubique sont conjugués harmoniques par rapport aux
points a et b ou elle coupe la conique; et si, la sécante venant a
tourner, le point « décrit la cubique, le point 3, conjugué harmo-
nique de a par rapport a a et b, décrira aussi la cubique. En d’au-
tres termes, si, par rapport au pole P et 4 la conique considérée, on
applique a la cubique la transformation a laquelle M. Hirst a
donné le nom d’inversion quadrique (*), la cubique se transfor-
mera en elle-méme.

(*) Le tangentiel d’un point d’une cubique est le troisiéme point de rencontre avec
1a courbe de la tangente en ce point. (SaLmox, bid., p. 127.)

(*) On the quadric inversion of plane curves (Proceedings of the Royal Society,
1865, p. 91).
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A ce point de vue, on peut dire que la cubique est anallagma-
tigue en donnant i ce terme un sens plus général que celui qu’il a
recu jusqu'a présent. Il suffirait, en eflet, que la conique fiit un
cercle ayant pour centre le point P pour que la transformation in-
diquée ne différat pas de la transformation par rayons vecteurs ré-
ciproques. On peut dire aussi que la conique est pour la cubique
une conique d’anallagmasie par rapport au pole P.

On peut dés lors se demander quelles sont toutes les coniques
qui remplissent cette condition par rapport & une cubique. On
voit que, si le point P décrit la cubique, le faisceau conjugué sera
affecté d’'une indétermination du premier ordre et conséquemment
engendrera un réseau, mais ce réseau ne sera pas linéaire. Considé-
rons en eflet un point & de la cubique: a chaque position du point P
sur la cubique correspondra un faisceau conjugué dont une conique
passera par le point «; de plus, lorsque le point P sera le tangen-
tiel de «, « sera un des points communs aux coniques du faisceau.
Toutes les coniques d’anallagmasie passant par le point o seront
donc : 1° celles du faisceau conjugué du tangentiel de a; 2° celles
qui correspondent individuellement 4 chaque position du point P
sur la cubique. Parmi toutes ces courbes, si nous cherchons celles
qui passent par un second point 3 de la cubique, il y a deux cas a
examiner. Nous savons en effet que les points d’intersection d’une
conique d’anallagmasie avec la cubique sont : 1° les quatre points
communs au faisceau dont fait partie la conique considérée; 2° les
points de contact des tangentes issues a la conique du péle de trans-
formation. Si donc 3 est un des quatre premiers, en général il n’en
sera pas de méme de «, car les tangentes en ces deux points n’iront
pas concourir sur la cubique; et alors le pdle sera le tangentiel
de (3, fournissant un faiscean conjugué dans lequel une seule co-
nique passe par le point «. Si 3 est un des deux derniers, alors a
peut appartenir aux premiers et le pole est de méme le tangentiel
de a, fournissant une seule conique passant par 3. Enfin, si « et B
sont les deux derniers, la corde af8 passe par le tangentiel du pdle;
si donc on cherche le troisitme point QQ d’intersection de «f3 avec
la cubique, et si de ce point Q on lui méne quatre tangentes, les
quatre points de contact sont des poles répondant a la question et
fournissant chacun une conique passant par les points « et f3.

Trtoreme . — Les coniques d’anallagmasie d’une cubique

9.
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Jforment un réseau tel, que par deux points de la cubique passent
six coniques du réseau. Les péles correspondants sont les tangen-
tiels de chacun des deux points et les points de contact des quatre
tangentes mendes & la cubique par le troisiéme point d’intersec-
tion avec cette courbe de la droite qui joint les points donnés.

Il est évident que, sur ces six coniques, les quatre derniéres
seules satisfont a la condition que le pole de transformation soit
le pole par rapport a la courbe de la droite qui joint les deux
points donnés sur la cubique.

Dans le faisceau conjugué du point P se trouve la conique po-
laire de ce point, puisqu’elle passe par les points de contact des
tangentes issues de P a la cubique; ses deux autres points d’inter-
section avec la cubique sont confondus en P. Ainsi :

TatorkMe LV. — Les coniques polaires des points de la cubique
font partie du réseau d’anallagmasie.

4. Supposons maintenant que 'on veuille passer de la transfor-
mation quadrique a la transformation par rayons vecteurs réci-
proques. Il faut pour cela chercher si, parmi les coniques d’anal-
lagmasie, il n’y a pas de cercle ayant son centre au péle. Puisque
la cubique passe par les points de contact des tangentes issues du
péle a toute conique d’anallagmasie, on voit de suite qu’elle devra
passer par les points circulaires de I'infini, qui sont les points de
contact des tangentes menées au cercle par son cenlre; et puisque la
corde de contact passe par un point fixe Q qui est le tangentiel du
pole P, on voit encore que ce point fixe devra étre le troisiéme
point a U'infini de la cubique, de sorte qu'il y aura quatre positions
pour le pole P, & savoir les quatre points de contact des tangentes
menées par Q, c’est-a-dire parallélement 4 'asymptote réelle.

Réciproquement, si la cubique passe par les points circulaires
de l'infini, il y a six coniques d’anallagmasie passant par ces deux
points, c’est-a-dire six cercles; mais, seuls, les quatre précédents
ont leur centre au pole de transformation (3); ces quatre cercles
constituent donc la solution de la question : c’est le théoréme de
M. Moutard.

Si maintenant le troisiéeme point 4 'infini de la cubigue est pris
pour péle P, le faisceau conjugué aura pour base les centres des
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quatre cercles, et toutes les coniques du faisceau seront conjuguée
par rapport aux points cycliques, qui sont les points d’intersection
avec la cubique d’une certaine sécante issue du péle P; toutes ces
coniques seront donc des hyperboles équilatéres : d’ou il résulte
que les centres des quatre cercles sont les points communs 4 un
faisceau d’hyperboles équilatéres, sommets d’un triangle et point de
rencontre des hauteurs, ce qui est la seconde partie du théoréme
de M. Moutard; d’ou il résulte aussi que : Zoute anallagmatique
du troisiéme degré est le lieu des points de contact des tangentes
menées parallélement & I'asymptote réelle i toutes les hyperboles
équilatéres qui passent par les quatre poles principaux (*). Et 'on
peut ajouter, en prenant pour pole I'un des poles principaux :
Tatorkme V. — Zoute anallagmatique du troisiéme degré
peut étre considérée comme le lieu des points de contact des tan-
gentes menées d'un pole principal a toutes les coniques qui pas-

sent par les quatre points d’intersection situés & distance finie de
la courbe avec le cercle de transformation correspondant.

Extension a Pespace des propriétés précédentes.

5. Cherchons le lieu des points de contact des tangentes menées
d’un point P a toutes les surfaces du second degré

l|S| -+ AIS] =0
appartenant a un faisceau défini par les deux surfaces
S,=o0, S,—o,

ct qui passent toutes par une biquadratique gauche.

Les points de contact d’une droite avec les deux surfaces du fais-
ceau qui lui sont tangentes sont les points conjugués communs a
toutes les surfaces du faisceau situées sur cette droite. Le lieu peut

(*) Ce théoréme est dat 4 M. Fouret, qui nous I'a communiqué, et c’est dans le but
de I’étendre a I'espace que ce travail a été entrepris. Pour saisir 'analogic du théo-
réme qui en est la généralisation (10), nous énoncerons le premier ainsi qu’il suit :
Toute anallagmatique du troisiéme degré est le liew des couples de points conjugués
communs & toutes les hyperboles équilatéres passant par les quatre péles principaux,
couples situés sur des paralléles a U’asymptote réelle.
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donc encore étre défini comme le lieu des couples de points conju-
gués communs i toutes les surfaces du faisceau, points situés sur
les droites issues du point P. De cette double fagon d’envisager le
lieu, il résulte :

1° Que c'est une surface du troisiéme degré passant par le
point P. En effet, sur chaque droite issue du point P nous connais-
sops déja deux points du lieu. D’ailleurs, pour que le point P ap-
partienne au lieu, il faut que la surface correspondante passe par
le point P; or il y a une surface du faisceau et une seule passant
par ce point : c’est donc un point simple du lieu, qui dés lors sc
trouve étre du troisiéme degré, puisqu'il a trois points sur toute
droite issue du point P;

2° Que cette surface passe par la biquadratique B, et est tan-
gente tout le long de cette courbe au céne C; ayant cette courbe:
pour base et le point P pour sommet ; car, sur toute droite issue
du point P et passant par un point « de By, les deux points conju-
gués communs sont confondus en « ;

3° Qu’elle passe par la droite D commune aux plans polaires du
point P par rapport aux surfaces du faisceau; car, sur toute droite
issue du point P et passant par un point Q de D, les deux points
conjugués communs sont P et Q. Tout plan passant par cette
droite D coupe en outre la surface cubique suivant une conique,
courbe de contact du coéne de sommet P circonscrit a la surface du
faisceau pour laquelle le plan considéré est le plan polaire de P.
Nous connaissons donc une des vingt-sept directrices de la surface,
et le systéme des coniques correspondantes, lesquelles par défini-
tion méme appartiennent au lieu. Deux autres directrices s’obtien-
dront en remarquant que, parmi les coniques en question, celle
qui se trouve dans le plan de la droite D et du point P est la courbe
de contact du cdne' de sommet P avec la surface du faisceau qui
passe par le point P, cone qui se réduit au plan tangent de cette
surface en P et dont la courbe de contact devient les deux géné-
ratrices suivant lesquelles le plan coupe la surface. Ainsi les deux
génératrices en P de la surface du faisceau [P. B, ] qui passe par ce
point appartiennent au lieu; leur plan passe par la droite D et
coupe alors la surface cubique suivant trois droites; c’est un des
quarante-cinq plans tritangents : d’ailleurs, ces deux génératrices
étant sur la surface [P. B,] rencontrent chacune en deux points la
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courbe gauche B, ; ce sont donc les deux sécantes doubles que 'on
peut mener du point P a B,, ou encore les deux génératriees dou-
bles du céne C;;

4° Qu’elle passe par les sommets F,G,H,K des quatre cones du
faisceau; car la droite PF, par exemple, peut étre considérée
eomme tangente en F au cone de sommet F. Le plan du point F et
de la droite D, plan polaire de P par rapport au cone considéré,
coupe ce cone suivant deux droites qui, d’aprés ce qui précéde
(3°), sont sur la surface cubique; c’est donc le plan tangent en F,
ct nous avons ainsi découvert les cinq plans tangents que ’on peut
mener a la surface par la droite D (DP,DF,DG,DH,DK), en méme
temps que onze directrices rectilignes de cette surface. Les seize
autres s’obtiennent en remarquant que, si, par une des deux direc-
trices Dy, D, qui se croisent en P et qui rencontrent deux fois B;,
on méne un plan quelconque, il coupera B, en deux autres points
a et 3, et par suite la surface, outre la directrice considérée, suivant
une conique qui passera par « et 3; sile plan est tangent 4 B, en y,
il renfermera la tangente de B, en y, mais il renferme aussi la
droite Py qui est également tangente a la surface, puisqu’elle est
sur le cone C,; le plan est donc tangent & la surface en , et la co-
nique se réduit i deux droites qui se croisent en y. Par chaque
droite D,D,, corde de B,, on peut ainsi lui mener quatre plans
tangents, ce qui fournit les seize autres directrices de la surface.

L’équation de la surface est d’ailleurs

P|Sz— P2S| :0,

P, == o et P, = o étant les équations des plans polaires du point P
par rapport aux surfaces S, et S,. Il suffit, en effet, pour I'obtenir,
d’éliminer 1, et A, entre 1'équation d’une surface quelconque du

faisceau
K|S| -+ )\zS, =0

et celle du plan polaire de P par rapport a cette surface
}|P| -+ lzpz —= 0.

Nous résumerons ces résultats dans I’énoncé suivant :

Le lieu des points de contact des tangentes menées d'un point
donné aux surfaces du second degré d’un faisceau est une surface
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du troisiéme degré passant par le point donné, par la biquadra-
tique commune aux surfaces du faisceau et tangente tout le long
de cette courbe au cone ayant cette courbe pour base et le point
donné pour sommet, passant par les sommets des quatre cénes du
Jaisceau, et par la droite commune aux plans polaires du point
donné par rapport & toutes les surfaces du faisceau. Les cing
plans tangents menés par cette droite a la surface sont les plans
qui joignent la droite aux sommets des quatre cones du faisceau et
au point donné. Les vingt-sept directrices rectilignes de la surface
sont : 1° la droite précédente; 2° les deux sécantes doubles que
l’on peut mener par le point donné & la biguadratique, base du
Saisceau, et les huit droites suivant lesquelles les cones du faisceau
sont coupés par les plans joignant leurs sommets respectifs & la
premiére droite; 3° seize droites, situées deux & deux dans les
huit plans tangents que I’on peut mener & la biquadratique par
les deux sécantes doubles issues du point donné.

Toutes ces propriétés, sauf celle qui concerne le céne C, qui est
circonscrit a la surface tout le long de la biquadratique B, ont été
énoncées par Steiner, et démontrées par M. Cremona dans deux
Mémoires remarquables qui ont fait époque dans I'histoire des dé-
couvertes relatives aux surfaces du troisiéme degré (*). Steiner en
a conclu sans démonstration l'existence des vingt-sept droites; il
semble donc avoir été en possession de la proposition inverse, a
savoir que, réciproquement, toute surface du troisiéme degré peut
¢étre engendrée de la facon précédente. M. Cremona a démontré
cette réciproque sur laquelle nous allons revenir, en nous servant
de la propriété du cone C,, et nous obtiendrons alors un premier
mode de génération des surfaces du troisi¢éme degré, auquel nous
donnerons le nom de mode de génération Steiner-Cremona.

6. Considérons a cet effet une surface cubique fixe Sy. Le cone
circonscrit i cette surface d’'un point quelconque de I'espace est
du sixiéme degré; il est tangent & la surface tout le long d'unc

(*) SteiNer. — Ueber die Flichen drittéen Grades (Journalde Crelle, t. 53, p. 134)
et CREMONA. — Mémoire de Géométrie pure sur les surfaces du troisiéme ordre (méme
Journal, t. 68, p. 71 et 100).
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courbe du sixiéme degré, et la coupe en outre suivant une autre
courbe de méme degré, lieu des points ou chaque tangente issue
du sommet rencontre la surface sans la toucher; la premiére courbe
est également la courbe d’intersection avec la surface cubique de la
surface du second degré S, polaire du point par rapport a la surface
cubique. Supposons le point P sur S;, et choisissons un des cent
trente-cinq points de la surface qui sont a 'intersection de deux
directrices rectilignes.

Comme pour tous les points de la surface, la surface polaire S,
sera tangente a Sy en P, et aura les mémes lignes osculatrices; mais
ici les lignes osculatrices de la premiére sont ses deux génératrices
rectilignes, celles de la seconde sont ses deux directrices : c’est
donc dire que la surface polaire de P passe par les deux directrices
de 85 en P; lc reste de I'intersection sera donc une biquadratique,
et une biquadratique a deux points doubles, car si elle en avait
trois, la surface S, qui la renferme couperait en outre Sy suivant
deux droites qui ne se rencontrent pas, ce qui n’a pas lieu, puisque
les deux directrices se croisent en P. Cette biquadratique B, a donc
deux points doubles apparents, et les deux sécantes doubles issues
de P qui est sur S, ne peuvent éire que les deux génératrices rec-
tilignes de S; en P, c’est-a-dire les deux directrices de S; qui se
croisent en P. Le cone circonscrit du point P a S, se composera
donc du cone C, qui s’appuie sur cette biquadratique B, et qui a
les deux directrices pour génératrices doubles, et du plan de ces
deux directrices, plan tangent en P, dont nous ferons abstraction.

Imaginons maintenant le faisceau des surfaces du second degré
qui passent par la biquadratique B,. Si I'on cherche le lieu des
points de contact des tangentes menées a ces surfaces par le point P,
on aura une surface cubique passant par le point P et inscrite dans
le cone C, tout le long de la biquadratique B, (3). Cette surface
coincide avec la surface Sy car, si on la coupe par un plan quel-
conque passant par le point P, ce plan coupera les deux surfaces
suivant deux courbes du troisi¢éme degré passant par le point P et
tangentes aux mémes points & quatre droites issues de P, lesquelles
coincident par conséquent (1). On en conclut le mode de généra-
tion Steiner-Cremona :

Toute surface du troisieme degré non réglée peut étre consi-
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dérée comme le lieu des points de contact des tangentes menées
d’un point choisi sur la surface, & Uintersection de deux des
wvingt-sept directrices rectilignes, & toutes les surfaces du second
degré d’un faisceau qui aurait pour base la biguadratique gauche
suivant laquelle le cone circonscrit & la surface par le point con-
sidére touche la surface. La surface peut étre ainsi engendrée de
cent trente-cing facons différentes.

La surface passe par les sommets des quatre cones du faisceau et
par la droite D commune aux plans polaires de P par rapport aux
surfaces du faisceau; chacune de ces derniéres, outre la biquadra-
tique B, coupe la surface S; suivant une conique dont le plan, plan
polaire de P par rapport & une surface du faisceau, passe par D, ce
qui donnerait lieu 4 un énoncé complétant le précédent (*); mais
on peut lui donner une forme plus générale, en ce sens que la bi-
quadratique, base du faisceau, n’a pas besoin d’¢tre la courbe de
contact d’un cdne circonscrit, et 'on peut dire :

Tatorime VI. — Lorsqu'un faisceau de surfaces du second
degré a pour base une biguadratique situce sur une surface du
troisiéme degré, chaque surface du faisceau coupe en outre la
derniére suivant une conique dont le plan passe par une des
vingt-sept directrices restilignes, fixe.

La premiére partie du théoréme résulte immédiatement du théo-
rémeanalogue de Géométrie plane; il suffit de couper toute la figure
par un plan quelconque, variable.

7. Si nous revenons au cas précédent, nous voyons que la sur-
face cubique pour laquelle nous venons d’obtenir un premier mode
de génération peut éire considérée comme le lieu des couples de
points conjugués communs & toutes les surfaces du faisceau, points
situés sur les droites issues du point P. Si donc on considére arbi-
trairement une de ces surfaces S,, les deux points « et 3 ou une
sécante quelconque issue de P coupe la surface cubique sont con-
jugués harmoniques par rapport aux points a et b ou elle rencontre

(*) CreMoNA. — Mémoire de Géométrie purs sur les surfaces du troisiéme ordre
(Journal de Crelle, t. 68, p. 100).
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S;, et si, la sécante venant i tourner, le point a décrit S,, le
point (3, conjugué harmonique de o par rapport & a et b, décrira
aussi S;. En d’autres termes, si, par rapport au pole P et a la sur-
face du second degré considérée, on applique a S, la transformation
quadrique, la surface S; se transformera en elle-méme, et I'on peut
dire que la surface S, est anallagmatique par rapport au pole P et
ala surface S,, laquelle sera une surface d’anallagmasie.

D’aprés ce qui précéde, ces surfaces forment cent trente-cing
faisceaux distincts. Chacune d’elles coupe la surface S, outre la
biquadratique B,, suivant une conique dont le plan passe par une
directrice rectiligne D de S, et le pole P correspondant est le point
de contact de I'un des cinq plans tangents menés par D a Sy; enfin,
par la définition méme de S;, la conique est la courbe de contact
du cdne de sommet P circonscrit i la surface du second degré con-
sidérée; de sorte que, par une conique C, de S,, passent cinq surfaces
d’anallagmasie, les biquadratiques B, correspondantes étant les
courbes de contact des cones circonscrits a Sy de chacun des points
de contact P des plans tangents menés par D a Ss. A chacune des
directrices D correspondent ainsi cinq faisceaux d’anallagmasie,
pour un desquels le pole est un des cent trente-cinq points P.
Ainsi :

Tutorime VII. — Les surfaces d’anallagmasie d’une surface
du troisiéme degré forment cent trente-cing faisceaux distincts.
1l en passe en général cent trente-cing par un point donné de
Uespace; par une conique de la surface, il en passe cing, et les
péles correspondants sont les points de contact des plans tangents
mends & la surface par la directrice de la surface correspondant
& la conique considérée.

8. Considérons maintenant toutes les surfaces du second degré
appartenant & un méme systéme linéaire du quatriéme ordre, sur-
faces dont I’équation générale serait

(l) )\|S|+)\:S2+)\383+l‘s‘+)\5$5:o’

Sy =0, ..., 5;=o0 étant les équations de cinq surfaces quelcon-
ques du systéme.
Un plan quelconque détermine dans le systéme un systéme plan
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de méme ordre, dont les coniques renferment aussi quatre indéter-
minées, et conséquemment sont assujetties & une condition; on sait
que cette condition est d’étre harmoniquement circonscrites & une
conique fixe C dont on peut écrire I'équation lorsque I'on connait
cinq coniques du systéme : c'est la conique harmoniquement in-
scrite a ces cinq courbes (!). Cela posé, supposons que le plan
sécant vienne a tourner autour d’une droite fixe D, et cherchons
la surface lien des coniques C. Remettant & une autre occasion
Pétude géométrique de cette surface qui exige au préalable une
étude spéciale du faisceau, du réseau et des systémes du troisiéme
et du quatriéme ordre, nous nous bornerons a constater analyti-
quement quel en est le degré. Rappelons pour cela que, si

(2) Ac?+BB*+ Cy*+ 2FBy + 2Gyx +2Haf =0

et
a, x* -+ b.y’—l— c 22+ zj:yz “+ 28 32 + 2lzlxy: o

sont les équations tangentielle et ponctuelle de deux coniques, la
condition pour que la premiére soit harmoniquement inscrite 4 la

seconde, ou la seconde harmoniquement circonscrite a la premieére,
est

Aa,+Bb, +Ce,+ 2Ffi+2Gg +2Hh =o.

Si la premiére doit également étre harmoniquement inscrite a quatre
autres coniques, on aura, entre les coefficients tangentiels de cette
courbe, quatre conditions analogues, et, en éliminant ces coeffi-
cients entre I'équation (2) et les cinq équations de condition, on
aura, pour I'équation tangentielle de la conique harmoniquement
inscrite aux cinq coniques données, I'équation

al By By yx of
a b ¢ _ﬁ 8 h,
a b, e i & h
a; by ¢ ﬁ 8s hs
a b ¢ _ﬁ 8 hq
a b o fi g bk

=0,

(*) Poir notre Mémoire Sur les invariants communs & deux fonctions quadratiques
(Comptes rendus du Congrés de Lille, 1874, p. 1211). Si une conique est harmonique-
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dans laquelle les mineurs correspondant aux éléments de la pre-
miére rangée sont précisément, au signe prés, les coefficients tan-
gentiels A, B, C, 2F, 2G, 2H, et I’équation ponctuelle de la méme
courbe sera, comme on le sait, en faisant z = 1, pour revenir aux
coordonnées cartésiennes,

A H G =2
HB F y
(3) G F ¢ 1| ¢

z y 1 0
Revenons maintenant au systéme (1), et supposons que

azxi+by*+c s +d +2lyz+2m 2z
+2nzy +2pix +2qy +2rz=0

soit I'équation ponctuelle de la surface S,. Considérons un plan
quelconque

(4) 3=y,

passant par I'axe des x; il coupe la surface suivant une courbe dont
la projection sur le plan des xy a pour équation

a, 2 (b4 2L A+, B)y*+2(m A+ n,)zy
+2p x +2(¢+nd)y+d=o.

On aura de méme les projections sur le méme plan des coniques
d’intersection des quatre surfaces Sy, Sy, Si, S5 avec le méme plan
sécant, et 'équation tangentielle de la conique harmoniquement
inscrite aux cinq premiéres, projection sur le plan des xy dela
courbe génératrice du lieu dans le plan (4), s’en conclura comme il
a été dit; D'équation ponctuelle (3) en résultera de méme. Elimi-
nant ensuite A entre cette équation et I'équation (4), on aura la
surface cherchée, lieu des coniques du systéme contrevariant du
systéme (1), coniques situées dans les plans passant par ’axe des x.

ment circonscrite 4 une autre, celle-ci est harmoniquement inscrite a la premiére;
et la conique harmoniquement inscrite & cinq coniques données joue dans lc plan un
réle tout a fait analogue a celui que joue sur une droite le couple des points conju-
gués communs & deux couples donnés.
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Mais on peut commencer par remplacer A par sa valeur dans les
coefficients A, B, C, F, G, H de 'équation tangentielle, de sorte
que I’équation n’est autre que l'équation (3) dans laquelle A, B,
2H, 2G, 2F, C seraient les mineurs, pris alternativement avec le
signe -+ et le signe —, correspondant aux éléments de la premiére
ligne du déterminant

ﬁ’ a@ @ p} I
ay* by'+2lyz+c 2 y+mz) py ylgy+nz) dpy
Py ylgy+nsz) dy

y(n ) (¢

ayt b.y*+a2byz+czt y( ) (
ay? biy*+2lyz+ ¢z y(ny+msz) py* y(gsy—+rn3z) diy?

x( z) x(

x( ) x(

n:] +m;z

ayt biyr+20yz+ ezt ylny+mz) py' y(quy+nrz) dy

ayt by +2hys+czt y(ny+mz) py' y(gy+nrz) dy

Tous ces coeflicients seront du dixiéme degré et homogénes en y
et z3 A, G, C seront divisibles par y®, H et F par ", B par y*. Fi-
nalement, I'équation (3), qui, développée, peut s’écrire

2?(BC—F?) + »*(CA — G*) + 22y (FG — CH)
+ 22 (HF — BG) + 29 (GH — AF) +~AB— H*=o,

parait étre du vingt-deuxiéme degré ; mais le bindme coefficient de
* est divisible par y*?les coefficients de xy et de y par y*?, et ceux
des termes indépendants de y par y**,de sorte qu'en somme I'équa-
tion est divisible par y**; elle s’abaisse au huitiéme degré et peut
s’écrire, en désignant par A,, B,, C, Fy, G,, H, les coefficients di-
visés chacun par la plus haute puissance possible de y,

A H G =
H| B. F| 1 .
(5) G| F| C. 1 =

x 1 1 (]

Ay, By, C, sont du quatriéme degré, H, et F, du troisiéme, B, du
second en y et z.

Ainsi la surface cherchée est du huitiéme degré; par suite I'axe
des x est une directrice singuliére du sixiéme ordre : elle renferme
en outre dix autres directrices rectilignes. On sait en effet que le
lieu des droites de I'espace sur lesquelles se trouvent deux points
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conjugués a toutes les surfaces du systéme (1) est une surface réglée
du dixiéme degré (*). Chacun de ces couples de points est une
conique infiniment aplatie, harmoniquement inscrite au systéme;
comme I'axe des x rencontre cette surface en dix points, il y aura
dix plans passant par I'axe des x pour lesquels la conique généra-
trice de la surface (5) se réduit a deux droites confondues.

Si les surfaces du systéme (1) ont un point commun, toute droite
passant par ce point les coupe suivant des couples de points conju-
gués par rapport a deux points confondus au point fixe, et peut
dés lors étre considérée comme conique infiniment aplatie, harmo-
niquement inscrite au systéme.

11 en résulte immédiatement que le plan passant par 'axe des x
et le point fixe fera tout entier partie de la surface (5), laquelle
enfin, s’abaissera au troisiéme degré, si toutes les surfaces ( 1) ont
cinq points communs. La droite fixe qui est ici I'axe des x, étant
une fois dans chacun des plans suivant lesquels se décompose la
surface compléte, demeure une fois sur la surface cubique, et
chacun des cinq plans est tangent a la surface au point corres-
pondant,.

Trtorime VIII. — Le lieu de la conique harmoniguement in-
scrite aux coniques du systéme du quatriéme ordre que l'on ob-
tient en coupant par un plan tournant autour d’une droite fixe
toutes les surfaces du second degré passant par cing points est
une surface du troisiéme degré passant par la droite fixe. Les
cing plans tangents menés & la surface par cette droite sont les
cing plans qui la joignent aux cing points, lesquels sont les points
de contact.

9. Réciproquement, si I’'on considére une surface cubique S, et
une directrice D de cette surface, on sait que parmi tous les plans
passant par cette droite, lesquels sont bitangents a la surface, il y
en a cinq qui la touchent encore une fois en dehors de la droite. Si,
relativement A la droite et aux surfaces du second degré passant
par les cinq points de contact @, on cherche le lieu précédent, on
obtiendra une surface cubique passant comme la premiére par la

(') Damsoux, Bulletin des Sciences mathématignes et astronomigues, t.1, p. 357.
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droite D, et tangente a cette surface aux cinq points 7. Ces deux
surfaces satisfont a dix-neuf conditions linéaires communes, savoir
quatre provenant de la droite D et trois de chaque point de contact.
Elles ne peuvent donc que coincider, 3 moins que ces dix-neuf
conditions ne soient pas distinctes. Faute de démonstration suffi-
samment rigoureuse, nous admettrons que ces conditions sont di-
stinctes, sauf 4 justifier cette proposition par ses conséquences (10).
La surface S; considérée peut donc étre engendrée comme le lieu
précédent, relativement a chacune de ses vingt-sept directrices, et
I’on obtient ce nouveau mode de génération :

Trtorime IX. — Zoute surface du troisiéme degré peut étre
considérée de vingt-sept facons différentes comme le lieu de la
conigue harmoniquement inscrite aux coniques du systéme du
(]uatriéme ordre obtenu en coupant par un plan tournant autour
d’une droite fixe des surfaces du second degré ayant cing points
communs. La droite fixe est une des vingt-sept directrices, et les
cing points communs sont les points de contact des cing plans tan-
gents que l’on peut mener & la surface par cette droite.

11 est bien entendu que la conique génératrice de la surface ne
peut étre réelle si la directrice correspondante est imaginaire;
mais, comme il y a toujours au moins une directrice réelle, ce
mode de génération peut convenir pour toutes les surfaces du troi-
si¢me degre.

10. Cela posé, sil’on veut qu'une surface cubique soit anallag-
matique dans une transformation par rayons vecteurs réciproques,
il faut chercher s’il n’y a pas, dans les faisceaux d’anallagmasie (7),
de sphéres ayant leur centre au péle de transformation. On voit
d’abord que la surface devra passer par le cercle de l'infini, puis-
qu’elle est le lieu des points de contact des tangentes menées du
pole a toutes les surfaces du faisceau d’anallagmasie correspondant,
et que, pour la sphére considérée en particulier, les points de con-
tact des tangentes menées du centre sont sur le cercle de I'infini.
Réciproquement, si la surface passe par le cercle de l'infini, il y a
cinq surfaces d’anallagmasie passant par cette courbe, c’est-a-dire
cinq sphéres. Les poles correspondants sont les points de contact
des cinq plans tangents menés par la droite & I'infini de la sur-
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face:(7) et sont les centres des cinq sphéres, puisque le cercle de
Linfini est alors pour 'une d’elles la courbe de contact du céne cir-
conscrit dont le sommet est le pole de transformation (5).

Ainsi toute surface du troisiéme degré qui passe par le cercle de
Vinfini est anallagmatique par rapport a cinq poles de transforma-
tion par rayons vecteurs réciproques. C’est la premiére partie du
théoréme de M. Moutard; la seconde consiste en ce que ces cing
points sont les sommets et le point de rencontre des hauteurs d’un
tétracdre dont les hauteurs se rencontrent : elle résulte de ce qui
précéde, sil’on admet notre mode de génération.

En eflet, d’aprés ce mode de génération, tout plan passant par
la droite 4 l'intini de la surface ou, si I'on veut, paralléle & la di~
rection de plans déterminée par cette droite, coupe encore la sur-
face suivant une conique harmoniquement inscrite i toutes les
coniques suivant lesquelles il coupe toutes les surfaces du second
degré qui passent par les cinq poles, lesquelles coniques sont alors
harmoniquement circonscrites a la premiére.

En particulier, le plan de l'infini coupe toutes ces surfaces sui-
vant des coniques harmoniquement circonscrites au cercle de I'in-
fini qui est la conique & l'infini de la surface cubique : c’est dire
que toutes ces surfaces sont des hyperboloides équilatéres (*). Pour
tous les couples de plans passant par les cing points, cette condi-
tion se traduit par la perpendicularité: donc, tout plan passant
par deux des points, ct par suite la droite qui joint ces deux points,
sont perpendiculaires sur le plan des trois autres ; donc quatre quel-
conques des cinq points sont les sommets d'un tétraédre dont les
hauteurs se rencontrent au cinquiéme.

Si, au contraire, on admet cette relation réciproque entre les po-
sitions des cinq points, elle confirme notre mode de génération, en
tant qu'il paraitrait reposer sur une hypothése gratuite (9), et le
démontre alors rigoureusement. Si, en eflet, les cinq points satis-
font a cette relation, toutes les surfaces du second degré qui les

(*) Poir notre Mémoire déja cité, p. 1233. Il y est démontré que, si la conique
a linfini d’une surface du second degré est harmoniquement circonscrite au cercle
de Pinfini, la somme des carrés des coefficients des variables, en coordonnées carté-
siennes rectangulaires, est nulle.

Iv. 10
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renferment sont des hyperboloides équilatéres (), ct par suite sont
harmoniquement circonscrites a la conique a I'infini de la surface
cubique. Au moyen d’une transformation homographique, ce théo-
réme devient :

Trtorkme X. — 8 un plan coupe une surface du troisiéme
degre' suivant une conique et une droite, et si, par la droite, on
méne les cing plans tangents a la surface, toutes les surfaces du
second degré passant par les cing points de contact sont harmo-
niquement circonscrites & la conique (*).

Ce qui n’est qu’une autre maniére d’énoncer le mode de généra-
tion; il suffit, pour le voir, de faire tourner le plan autour dela
droite. Appliqué 4 la conique & l'infini d’une surface anallagma-
tique, ce théoréme devient la généralisation du théoréme de M. Fou-
ret, et peut s’énoncer ainsi :

Tutorime XI. — Zoute surface anallagmatique du troisiéme
degré peut étre considérée comme le lieu de la conigue harmoni-
quement inscrite aux hyperboloides équilatéres passant par les
cing péles principaux, conique située dans des plans paralléles
dont la direction est déterminée par la droite a Uinfini de la
surface.

Les poles principaux sont les points de contact des cinq plans
tangents menés a la surface par une de ses directrices rectilignes,
qui est la droite a 'infini de la surface : ils font donc partie des
cent trente-cinq points auxquels on peut appliquer le mode de gé-
nération Steiner-Cremona. On obtient ainsi la généralisation d'un
théoréme précédent (4):

(*) Poir notre Mémoire déja cité, p. 1234. Si un hyperboloide équilatére est
circonscrit 4 un tétraédre dont les hauteurs se rencontrent, il passe par le point de
rencontre des hauteurs, d’ou résulte la réciproque que nous invoquons. Elle peut
d’ailleurs se voir directement en remarquant que, si cinq surfaces d'un systéme du qua-
triéme ordre sont des hyperboloides équilatéres, il en est évidemment de méme de toutes
1es autres; or toutes les surfaces du second degré passant par les cing points forment
un pareil systéme dont tous les couples de plans étant rectangulaires sont des hyper~
boloides équilatéres.

(*) C'est-a-dire coupent le plan de la conique suivant une conique qui lui est har-
moniquement circonscrite. ( ¥oir notre Mémoire déja cité, p. 1226.)
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Tutorkme XII. — Zoute surface anallagmatique du troisiéme
degré peut étre considérée comme le lieu des points de contact
des tangentes menées d’un péle principal a toutes les surfaces du
second degré qui passent par la biquadratique, courbe d’inter-
section & distance finie de la surface et de la sphére de transfor-
mation correspondante.

Nous ne terminerons pas sans faire ressortir 'importance du
théoréme sur lequel est basé le dernier mode de génération des
surfaces du troisiéme degré. Il permet en effet de construire la sur-
face du troisiéme degré qui passe par une droite et qui est tangente
en cinq points a cinq plans menés par cette droite. Si, en effet, on
considére les traces sur un plan fixe mené par la droite des couples
de plans passant par les cinq points, on aura des couples de droites
qui, étant harmoniquement circonscrits a la conique d’intersection,
seront conjugués par rapport a cette courbe. L’une des droites d’un
couple est la trace sur le plan du plan passant par trois des points
donnés; la seconde est la trace d’un plan quelconque passant par
la droite qui joint les deux autres. On a donc sur le plan considéré
deux droites conjuguées dont 'une est fixe et ’autre est variable,
en tournant autour d’'un point : ¢’est dire que le point doit étre le
pole de la droite fixe.

Ainsi le pentagone des cinq points de contact est conjugué ala
conique cherchée, puisque la trace sur le plan de la conique du
plan passant par trois quelconques des cinq points est la polaire du
point, trace sur ce plan de la droite qui joint les deux autres, et
I'on sait construire par la régle et le compas la conique située dans
un plan donné et conjuguée 4 un pentagone gauche. Le théoréme
peut alors s’énoncer ainsi :

Tutorime XIII. — Le lieu de la conique conjuguée & un pen-
tagone gauche, conique située dans un plan tournant autour d’une
droite fixe, est la surface du troisiéme degré passant par la droite
et tangente a clzat]ue sommet du pentagone au plan passant par
ce point et par la droite fixe.

Ce qui donne, pour le théoréme de M. Fouret étendu a P’espace,
ce nouvel énoncé :

Tatorime XIV. — Toute surface anallagmatique du troisiéme

10.
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degré peut étre considérée comme le lieu de la conique conju-
guée au pentagone des cing péles principaux, conique siluée
dans des plans paralléles dont la direction est déterminée par la
droite & Uinfini de la surface.



