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NOTE DE GÉOMÉTRIE VECTORIELLE SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ;

Par M. E. GENTY.

1. L'objet principal de celte Note est de montrer avec quelle
simplicité les procédés de la géométrie vectorielle conduisent à
l'équation différentielle du troisième ordre dont dépend la recherche
des familles de Lamé, c'est-à-dire des familles de surfaces qui
peuvent faire partie d'un système triple orthogonal. Mais, avant
d'aborder cette question, nous allons donner quelques indications
sur certaines notations différentielles dont nous aurons à faire
usage et sur les formules principales qui s'y rapportent.
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Nous emploierons, dans ce qui va suivre, les notations de

M. Gibbs, savoir: a, j3, y... étant des vecteurs, a. j3 désignera Sa(B,
c'est-à-dire le produit projectif des vecteurs a et j3, et ax j3
désignera Va [3, c'est-à-dire le moment orienté de ces deux vec-
teurs. On aura ainsi a, (3, a x j3... désignant les longueurs ou
modules des vecteurs a, (3, a x j3...,

a.P=«^cos(a,p) ;

ax P = = a p sin (a,jî).

Enfin la notation apy désignera l'un ou l'autre des trois scalaires
égaux

a . ( jSxY) , P . (YXa) , T . (axp) .

2. Soit M une fonction scalaire de p et p.rfp la différentielle de
cette fraction. Pour rappeler l'origine du vecteur u, nous pose-
rons

U==VM,
et, par suite,

du = Û??.VM.

Si l'on remplace dans cette équation û?p par dl\ \ étant un
orienteur quelconque, constant ou fonction de p, on aura

du ^ _-„ ==X.VM;dl

c'est ce que nous appellerons dérivée de la fonction u prise sui-
vant la direction À.

3. Soit de même <r un vecteur fonction de p ; on aura

ûfor == (p û?p,

y^/p étant une fonction vectorielle linéaire de la différentielle
dç qui, en général, n'est pas conjuguée à elle-même, et

^ .
dl^^

sera la dérivée de o- prise suivant la direction \.
Si de plus a, 3 et y sont trois orienteurs rectangulaires quel-

conques, nous poserons

A(T == a x <pa4- ? X <pP+Y X <pY = S (a x (pa);

D(T=a.<?a -hô.csj3 -+- y.^Y ==S(a.<pa).
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On sait (Tailleurs que, si co est un vecteur quelconque, on a

(ÎCO —— (p'O) — AO- X 0),

^ désignant, comme d'usage, la conjuguée de la fonction y, et
que l'expression Do- est égale au coefficient M^ de Péquation svm-
bolique

cp3 — May2 -(- Mi<p — M == o,

à laquelle satisfait la fonction o.
Dans le cas où <p est une fonction conjuguée à elle-même, on a

Aor == o.

C'est ce qui a lieu lorsque, G- étant le V d'une fonction sca-
laire M, l'expression o-.rfp est une différentielle exacte.

Dans le cas plus général où cette expression n'est pas une diffé-
rentielle exacte, mais peut le devenir lorsqu'on la multiplie par
un certain facteur, on a, ainsi que l'a démontré Hamilton,

( ï) CT.Aff == 0;

c'est la condition d'inlégrabilité de l'équation

ï.û?p == o.
4. Soit maintenant

(•2) ^X==<ï^X,âfp) ,

\ étant un vecteur qu'on suppose constant dans la dérivation.
<Ï>(X,û?p) sera une fonction vectorielle linéaire tout à la fois par rap-
port à 5. et par rapport à rfp. Nous allons montrer que, dans cette
fonction,), et dç sont interchangeables, c'est-à-dire qu'on a

<^(X,^)==4>(û?p,X) .

Soient, en eflet, d et S deux symboles de différentiation complète-
ment indépendants.

Si dans l'équation (2) nous remplaçons \ par Sp, il vient

Mais

donc

clîQ S? == 4» ( 8p, dçi).

dvf op == 6?8? == o d's == 09 dçf ;

o^ dçj == 4» (^p. //p).
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ou, en remplaçant dp par X,

(3) S < ? X = = < ï > ( 8 p , X ) ,

et la proposition est démontrée.
Comme conséquence, si <pX est conjuguée à elle-même par rap-

port à X, la fonction 0 (X, rfp), qui jouit évidemment de la même
propriété, est aussi conjuguée à elle-même par rapport à rfp.

S. Voici quelques applications.
Soit le vecteur uv : on aura

d (uv) === V(A.â?pŒ-t- u^dç ;
d'où

A (MŒ) = Vu X (J-+- ttAcr ,

(4) D(uv) == 2a.VMa.<r-4- ^2(0.90) == <r.V^+ M D(T.

Soit encore le scalaire T.T.
Si

rfr == 6â?p,
on aura

â?( (^ .T )==T . îpâ?p4-<T .6â?p==(o / T-+ - 6'(T).û?p;

d\)ù
Va-.T = <p''c 4- O'ar.

Si l'on a identiquement
Œ.T == 0,

c'est-à-dire si <r et T sont deux vecteurs rectangulaires, on aura
aussi identiquement

(5) ^T;4-0'T=0.

Considérons enfin le vecteur <r x T. On aura

o ? ( ( y X T ) = = < p û ? p X T - 4 - < T X O â ? p
et, par suite,

A ( ( T X T ) = S[ax (90 x T ) ] — £ [ a x ( 6 a x <r)],
D ((T x T) = Sacoar — SaôaT.

Or
H[a x (cpa x i:)] === C?T — D(TT,
2[ax (Oa X ar}] == O(T — DTCT,

Sa^ar = T.Aa-,

SaGao = T.AT.
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Donc on a

W A (<î X T) == <OT — 0<T —— D(TT .4- DT<T,

(7) 0 (<T X t) = AT.T — At.Œ.

Dans le cas où <r et T sont deux vecteurs rectangulaires, l'expres-
sion de A (a-xr) peut se mettre sous une autre forme q u i nous
sera très utile plus tard.

On a, en effet, dans ce cas (5)

V / T ^ - O ' d = 0;

on peut donc écrire

A (<T x T)= cp— c ; / ) T - 4 - ( 0 — ( / ) < j — 2 0 f f — D ( ï T - + - D T ( r ,
ou

(8) A ( ( T X T ) = ACT x T-+-AT x »—20a--D<rT-}-DT7.

On obtient de même la formule

(9) A ( f f X t ) ^ •2(p0 — A(Ï x t — A t x 7 — Dtyï 4-DT<T.

6. Arrivons maintenant à la question que nous avons en vue et
considérons les familles de surfaces qu^on obtient en égalant à des
constantes trois fonctions scalaires données //, u\ et //.> de o.
Soient d'ailleurs

et
du = 'j.</p, diti = ui .dp, du.î == ua.^pî

û?u == cpû?p, </-j^ = o, ^p^ ^,ĵ  == ̂  ̂ /p,

Les fonctions <p, ©1 et 03 de rfp seront conjuguées à elles-mêmes,
de sorte qu'on aura

(îo) Au = AU] == A'ja = o.

Ceci posé, si deux surfaces quelconques appartenant a deu\
familles différentes se coupent partout à angle droit, on aura iden-
tiquement

( l ï ) L» i . ' j 2==0; U2.u=0 lît U . 'J i==0;

d^où
•Jl -= -j2X '->.

L^équalion
'^'2 U ^/O == 0.
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qui ne diffère de

DI . rfcp = o

que par nn facteur scalaire, est donc intégrable, et l'on a, par
suite,

(•J2 X U).A(U2 X U)== 0,

OU

U I . A (ui x u) == o.

Mais la formule (8) devient ici

A(l>2 X u) === 2(pU2—— Dus'J 4- D UU3 ,

et l'équation qui précède se réduit à

(12) ^1.9^2 == 0.

Sous cette forme, elle montre qu'au point p, u, et u^, qui sont
des vecteurs situés dans le plan tangent de la surface de para-
mètre u, sont deux directions conjuguées, et comme ces deux
directions sont rectangulaires, ce sont celles des lignes de cour-
bure de cette surface.

On a donc la propriété suivante, qui est due, comme on sait, à
Dupin :

Les surfaces appartenant à deux familles différentes d'un
système triple orthogonal se coupent mutuellement suivant
leurs lignes de courbure.

7. Il en résulte qu'on obtiendra les conditions qui expriment
qu'une famille de surfaces fait partie d'un système triple ortho-
gonal, en écrivant que les lignes de courbure des surfaces qui la
constituent sont normales respectivement à deux familles de sur-
faces, c'est-à-dire qu'on a, Ui et Ua étant des vecteurs de modules
quelconques tangents aux lignes de courbure,

(l3; Ui.Aui==o; U2.Aua==o.

Il est facile de voir, d'ailleurs, que ces deux conditions se rédui-
sent à une seule.

Le vecteur <Ji ne diffère, en effet, de \ï^ x u que par un facteur
scalaire, de sorte que la première condition (i3) peut cire rem-
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placée par la suivante :

UI.A (UîX U) == 0.

Or on a (8)

A ( 1)2 X U ) == A'JS X U — 2 (?Ug = DUg U -h DU Ug,

et, en tenant compte de la relation ( la) , la condition qui précède
devient

ou
'j'JiA'jg == o,

'J2.A'J2 = 0.

On est conduit ainsi à la proposition suivante, qui comprend et
complète celle de Dupîn :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles
de surfaces se coupant à angle droit fassent partie d'un sys-
tème triple orthogonale c7 est-à-dire pour qu'il existe une troi-
sième famille de surfaces coupant les premières à angle droit,
est que les signes d'intersection de deux surfaces de familles
différentes soient lignes de courbure pour les surfaces de Vune
des deux familles.

Ces lignes d'intersection ne peuvent pas d'ailleurs être lignes
de courbure pour les surfaces de l'une des deux familles sans
être aussi lignes de courbure pour les surfaces de l'autre famille.

8. L'une ou l'autre des conditions (i3) nous conduirait, ainsi
que nous le montrerons plus loin, à l'équation différentielle des
familles de Lamé. Mais nous pouvons obtenir aussi cette équation
par le procédé suivant, qui est plus simple et plus élégant.

Reprenons la condition

( l4) ^\ *<OU2 == 0.

Si M est le point où la normale au point p à la surface de para-
mètre u rencontre la surface de paramètre u x du^les surfaces de
paramètre u\ et u^ passeront en M et leurs normales en ce point
devront être tangentes aux lignes de courbure de la surface de
paramètre u-\-du. On obtiendra la condition pour qu'il en soit
ainsi en prenant la dérivée de l'équalion (i4) suivant le vecteur r,
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ce qui donne

<?lU.(&U2-1-Ul.<?(p2U-+-Ui.4» (l>2i ^)== 0,

ou, en tenant compte des identités

yil>-+-<&Ul = 0, ya U -+- (p'Jî = 0,

et posant
<Ï> (ua.U ) == «î> (U, 1)2) = V^,

(l5) . Ui.(T—-202)== 0.

Si maintenant on élimine Ui et Ua entre les équations (i i), (i4)
et (i5), on aura une relation qui ne contiendra plus que la fonc-
tion u et ses dérivées jusqu^au 3e ordre; ce sera donc l'équation
différentielle définissant les familles de surfaces qui peuvent faire
partie d'un système triple orthogonal.
Il suffit d^aillcurs, pour faire cette élimination, décrire la con-

dition bien connue qui exprime que le plan

U.CT == 0

coupe les quadriques

zîy.cpro==i, J3,(W—îy2)^ == i,

suivant deux coniques coaxiales. Il vient ainsi

U. [y 7^ — <pU X. ( W — 2 <î2 ) UJ == 0

ou

(16) u y.7)—UÇU^FI) -h au^'J^u = o,

où l'on a posé, a, [3 et y étant trois orien leurs rectangulaires quel-
conques,

ï) == 2[oa x (^ — 29») a] == 2(<?a x Wa) == 2(a x y<pa).

La relation vectorielle
7 } = = 0

exprime, ainsi qu'il est facile de le voir, que les deux fonctions
conjuguées à elles-mêmes y et W OD(t les mêmes directions princi-
pales.

9. Dans le cas particulier où les directions principales a, jî et^
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de la fonction p sont fixes, on a

<pX == 5ia.Xa = s^ jî. À (à x SSY.^X,
d'où

yX=u.V5ia.^a-+-u.V^iî.).p-+-ij.V^Y.XY.

On a alors 7^ == o cl, si l'on pose

a.u = a, P.'J c= ^>, Y.U = c,

l'équation (16) devient

^7) a6c
i i i

Si Sî Sy

y.V^i— ' is { u.V^a—-sj y .V^—5j

Cherchons, par exemple, une solution de la forme

M=X-+-Y+Z,

où X,Y et Z sont des fonctions de a.p, jî.p et y. p respectivement,
On aura

u = X'a d- Y'p -4- Z'Y,
rfu == <p^p = X^a.^pa + Y^.^p p-h Z'Y.rfpY,

d'où
a = X\ ^ = Y\ c = Z',

.1 = X-, ^ == Y", ^3 = Z-,
y. V^i = X'X^ u. V^ = Y'Y", 'j. V53 = Z'Z"

et Féquation (i^) devient

X'Y'Z'
i i i
X" Y" ï"

X'X" — X^ Y'Y w — Y'^ Z'Z" — Z'2

ce qui est conforme à un résultat obtenu par Bouquet.

10. L'équation (i5) peut évidemment se mettre sous la forme

(18) ^p.(y—. f2<p l)8p=o

où d et 5 sont des symboles de dérivation relatifs à des déplace-
ments suivant les lignes de courbure de la surface (u). Si d'ail-
leurs nous désignons par p du la distance des surfaces de para-
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mètres u cl u X du, on aura

Si nous différentions cette équation pour un déplacement rfp
suivant une des lignes de courbure de la surface de paramètre u^
il vient

— dp == p^ u. d\î == p3 dp. ©u == (o. o?p,
en posant

(0 == /?3 OU ;

et l'on aura

(19) rf(*)==<j^p ^^(^•-^o^^p—S/?5^.^^;

d'où

(20) 8p.Vû?p =^38p.(<{/4-(p2)û?p—3/?8(pu.Sp(py.s?.

Or les vecteurs u x orfp et u X o Sp sont respectivement paral-
lèles à dp et 5p : donc on a

(u x <p rfp).(u x cp 8p) = o,
d'où

u dp.Q2 Sp == u .© âîpu.cp §p.

En tenant compte de cette relation, l'équation (20) devient

^p.4^p==^3rfp.(Xl^--2(p^)Sp^

de sorte que l'équation (18) peut s'écrire sous la forme

rfp.iWp == o,

où la fonction ^ définie par l'équation (19) est conjuguée à elle-
même.

L'équation (16) d'une famille de Lamé peut donc elle-même
être remplacée par la suivante :

(2l) u £.y—U<pU(pU == 0,

OU

5 == 2(<pa x ^a) == S(a x 4^<pa).

H. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que l'équa-
tion de la famille de surfaces de paramètre u était résolue par rap-
port à u. Considérons maintenant le cas où cette équation est de
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la forme

/(p, u)==o

et ne peut pas être résolue par rapport à u.
Si nous différentîons cette équation, il vient

àf,
u. ap -+- — du = o,

et la quantité que nous avons désignée parjo aura pour valeur

V
au
u

11 est évident d'ailleurs que tous les résultats du Paragraphe qui
précède subsisteront en partant de cette valeur de p et en laissant u
constant dans les dérivations.

12. L'équation (21) est vérifiée pour/? === constante, c'est-à-dire
quand la famille de paramètre u est composée de surfaces paral-
lèles.

Toutes les solutions de Inéquation

(22) / ? = a p - + - 2 X . p - t - 6 ,

où les scalaires a et b et le vecteur X sont des fonctions de M, ap-
partiennent également à Inéquation (21) et feront par suite con-
naître des familles de Lamé.

On a, en effet, u restant constant,

dp = ï ( a p. û?p 4- X. û?p ),

(x)==2(ap-t -X)

dtû == (]/ o?p == 2 a d^ ;

d'où

et

en sorte que l'équation

se réduit à
dç. ̂  8p =o

c?p. Sp === o,

et elle est toujours vérifiée par les directions rectangulaires da
et 8p.

Les familles de sphères et de plans rentrent dans ce cas par-
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ticiilicr et peuvent dès lors faire partie d\m système triple ortho-
gonal.

En effet, une famille quelconque de sphères a une équation de
la forme

p — a == R2,

a et R étant des fonctions de </, et l'on a

y = p — a, u == p — a == R,
a \ (p—a)

P==- R

a' étant la dérivée du vecteur a par rapport à u\ et celte équation
est bien une forme particulière de l'équation (22).

13. Nous allons enfin montrer comment on peut obtenir Féqua-
tion (16) en exprimant que les lignes de courbure des surfaces de
la famille considérée sont normales respectivement à deux familles
de surfaces. Mais, auparavant, nous ferons quelques remarques
sur l'orieAtcur normal d'une surface et ses différentielles.

14. Désignons par v Forienteur de la normale, et soit

d'f = +û?p.

On a, puisque v est un orienteur,

v. d'f == o
OU

v. ̂  dy = û?p. (j/v = o ;

et, comme rfp est un vecteur quelconque, on a identiquement

<j/\ = o.

On voit donc que la fonction A appliquée à un vecteur quel-
conque l'amène dans le plan tangent et que l'équation vecto-
rielle

CT X ^CT = 0

n'a que deux racines distinctes pour lesquelles ATO est différent de
zéro.

Si s et £1 sont les deux orienteurs qui satisfont à cette équation,
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on aura
^ 2 = = 5 £ , 4 / £ i = = = ^ 6 i ,

s et s^ étant les racines de l'équation

(î3) 5 2 —m254-Wt==0 .

La fonction ^ satisfait d'ailleurs à l'équation sjmbolique

<K4/2—7712^4-Wi) ==0,

qui, pour un vecteur situé dans le plan tangent, se réduit à

(9.4) ^2—m^ -+- mi = o.

On voit immédiatement que s et e< satisfont également à l'équa-
tion des lignes de courbure de la surface (u)

vû^^p==o ou v4'^P^P==°5

ce sont donc les orien leurs des lignes de courbure de la surface (//)
au point p.

Les orienteurs v, e et £ { déterminent ainsi un système de trois
directions rectangulaires.

P'autre part, la relation

(^ — <j/)v = Av X v

se réduit, dans le cas actuel, à

(j/v == Av x v.

L'équation v.rfp == o étant d'ailleurs intégrable, on a

v. Av == o
et, par suite,

Av == v X <j/v.
Si donc on pose

^ === r)., Av = r(Ji,

). et y. étant des orienteurs, on aura un second système d'orien-
teurs rectangulaires X, y. et v dont on aperçoit immédiatement la
signification géométrique : v est l'orienteur de la tangente, X celui
de la normale principale et y. celui delà binormale des trajectoires
orthogonales de la famille de surfaces considérée, et /• est la cour-
bure de la trajectoire qui passe au point p.
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Si, de plus, /'i est la torsion de cette courbe, on aura

^ r \
^ = = / 1 Â Î

-,- étant un symbole de dérivation suivant la normale à la sur-dii J

face ^, c'est-à-dire suivant la tangente à la trajectoire ortho-
gonale.

L'équation
Av == v X ̂

montre enfin qu'on a
À X <1^ 4- [ï. X (pp. = 0.

13. Revenons maintenant à la question que nous avons en vue.
Nous avons montré précédemment que, si u < et Ua sont des vec-
teurs de modules quelconques tangents aux lignes de courbure de
la surface u^ la condition qui exprime que les lignes de courbure de
toutes les surfaces de la famille sont, pour chaque système, ortho-
gonales à une famille de surfaces, est indifféremment

UI.A'JI=O OU U2.Al)2==0.

Il est clair dès lors qu'on peut mettre cette condition sous la
forme

(î^bis) Ui.Aui4- U2.Aus= o.

Or on obtiendra deux vecteurs dirigés suivant les lignes de
courbure de la surface v en opérant avec ^ — s et avec A — s^ sur
un vecteur quelconque du plan tangent; par exemple, sur le vec-
teur a. L'équation (îi^bis) peut donc s'écrire

(^--^).A(^i—^)+(^ji—.îi^).A(^--.îi^)-=o,

ou, en développant et remarquant que s +^i == ^2 et ss^ === //ii,

(25)
(2<(^—m2^).A^u

• (/nj p. — 2/ni y. — /7i2^{jL).A^. — p)^V/n2 = o«

Nous allons calculer séparément chacun des trois termes du pre-
mier membre de cette équation.

Posons
d\ v == 0 ofp et dy. = ̂  c?p ;
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nous aurons
rf<j^=^(^, d'p)+4^p.

On aura donc, en employant, selon le cas, l'un ou l'autre des
deux systèmes d'orienteurs rectangulaires que nous avons signalés
dans le paragraphe qui précède,

A^ji==S[aX(K^, a) ]+2Xx^À.= —v 4-S(X X 47^).
Ufft

Mais, dans F expression S(X x ^Y^)? nous pouvons négliger les
termes À x ^yX et [JL x Ay[ji, qui sont dirigés suivant la normale,
ainsi qu'on le reconnaît en les projetant avec \ et avec [A, et qui
n'influent pas dès lors sur le résultat que nous avons en vue.

On a donc
. , </Av , . , du.

A<P{JL = ,— 4- v x (j/p = Ô^JL 4- v x <}/—•+...,

ou enfin
A^jJL == 6{JL4- 7'iV X ^X 4-. . ..

Le premier terme de l'équation (sS) peut donc s'écrire

(2^(J i—-W2p.) . (epL+riv x^),

ou encore, en remarquant que

m\ == SV<^X^IA == v^X^,
( 2 ̂ [S. — Wî (A). 0(A 4- 2 Wl î — 771^ 7'i X . <)A.

Pour calculer le second terme de l'équation (20), nous allons
chercher les composantes du vecteur A[JI suivant les directions X
et (JL.

On a
___ du.

À.Ap. == (AV Ap. =— ^.(^.—/Jv ==—(x.^-+-v.yjA == V.^ÎA

û?a û?v ,= = v . « _ ^ — ^ ^—t^.^.
of/ît ' rfw • Tl

De même
i / i \ €^ -\ ^V-^.A^^X^^-^^v-X.^-v.^^^-v.^

rfv , > ^ ,
==ri-^y..-. = /•i-h^.^ == ^i-4- ^^î^

car (^ -— ̂ ) }JL ==: Av X |A === o.
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Donc
^ ==— (A.^X -h /-i-l-À.<]^)pl-+-... .

En tenant compte de cette expression de A[JL, le deuxième terme
de l'équation (23) se ramène immédiatement à la forme

mj/'i-h /y i jX .<) / ( J i—2 mi/ ' i— amiX.^^— m^ (i.^pL.

Enfin le troisième terme de l'équation (20) est égal à

dm^.
^ ' ^ '

En réunissant tous ces résultats, Féquation (a5) devient

(-26) (2^—m^ji).0{ji4- (fn^—'î.m^ dm2-} X . ^ { J L = = O .

On peut simplifier l'écriture en remarquant que

^v ^^(v, ̂ p)^^2^;
d'où

D<i/v===Sa.^(v, a)4-2a.^a==wj—2mi4-^2 .
a/i

L'équation (26) peut donc s'écrire

(•<7) (2^|Jl— 7^2^). OP.-T- D^vX.^JL = 0.

On donnera une autre forme à cette équation en introduisant la
fonction conjuguée 0' à l'aide de la relation

(O—O^t j^Aîvx tJ i ,

où l'on a posé A ( A v ) = = A2^.
Il vient en effet, en tenant compte de cette relation,

( '2 ̂ [i — m^ \i.). O;JL = ( 2 (Ĵ JL — m^ (JL ). 0' (JL -+- ^{jKJ^A2'/

= ( '2 ̂ [j. — m^ [s. ) 0' (JL -i- '2 (v x ^)^;JlA2v
= f24/(Jl— /^2^)0'{Jl -—2(X.^JL)(v .A2v) .

Or on a (n° 9)

A2 v = A ( v x ̂  ) == '-î 4'̂  — Av x <)^v — A<j^ v x v — Dv <j/v + Dd/v v

d*où
—2

v.A^ == Av 4- D^v.
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On a donc enfin

(2<^a— /?i2^).6v == (a^—wg^.ô 'v —-^A^D^X.^.

En tenant compte de ce résultât, Inéquation (27) devient

(t28) (^^—^^^-—(aAv D<(/v)x.<|/^ === o.

On obtient enfin une dernière forme de Inéquation cherchée en
additionnant les équations (27) et (28), ce qui donne

(2<J^— /?l2^).(ô-(-^)^—2Av <^.4/Av == o,
ou

(^9) Av.(6 -i- 0 ' ) ( 2 < I / A v — W j A v ) — a A v ^v.^Av == o.

16.. Il est intéressant de montrer que l'équation que nous ve-
nons d'obtenir est identique à l'équation (16).

On a
V ==JOU,

dp = — p3 u. y ûfp,
^ ==^âfp ==7)(y^p—JD2û?p.yuu)=/?(9^p—û?p.(pvv),

d'où
(j/v =^(<pv —v .yvv ) ,

W2= Sa.^a =^)(M2— v.yv),

en désignant par des lettres majuscules les invariants de la fonc-
tion <p,

Av == v x ̂  = /^ X yv = ̂ u x <pu
et, par suite,

v.Av = o, Av.cpv == o
et

et enfin

——2 ——————2
Av == 7?2 v x yv ,
^ Av = /? y Av

Oo?p==â?Av==/?3((p^p X9 'J+uxy2^p4-u X ̂  â?p ) — 3/?^p. yu u x y-J

=/?2(9o?p X yv -t-v x y2^? -h vVù?p — 3 â?p.yvv x yv).

Or l'équation (29) peut s'écrire

(3o) Av.O^Av + ^ A v . 6 A v — / ? i 2 ^ v . O A v - - A v ^v .^Av == o,

et les formules qui précèdent permettent d'obtenir par des calculs
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1res simples, pour les quatre termes du premier membre de cette
équation, les valeurs suivantes :

Av.O^Av =^[(v.(p2v_ 2lVÎ2V.(?v 4- MI—MI-— 3vx'pv2) Av.ySy

4- Av. cp W <pv — v. (pv vcpvcp ̂  v J,

^ Av. 0 Av = /?4 [( MI — M2V. <pv 4- v. (p2 v ) Av. y2 v 4- v. y2 v Av. ̂ Fv _ Av. Wff1 v

4- Ma (A^. ̂ (pv — v. cpv v<pv ̂ rv)] 5

W z A v . O A v ==7? 4 (M2—v.9v) [ (M2—2v.çv)A^.y2v -H Av^F<?v-—v.yv Av.Wv] ,

Av ^v .< j /Av = ^4v x (pv Av.<p 2^/ .

En réunissant tous ces résultats, l'équation (3o) devient

/ ——2
/•).\ \ Av ( a A v . ^ v — A v ^Fv)

( 4-/?2(v.yv Av^VF^ 4- Av.^F^v — Av.y^F^v — v.<pv Av Vov) = o.

Or on a

v. <pv ( Av .v ̂ Fv — Av. ̂ Fçv ) 4- Av. ̂ Fy2 v — Av. (pTcpv

=Av.OFy—y^F)<pv--v.<pvAv.(^F<p—<pW)^

== Av 7)<pv — Av y^v == [( Av X ï] ) 4- v ]. ( <pv X v )
—2

i Av
= — — ( Av X TT] ) . (v x A v ) == —— Y] . v.

Donc enfin Féquation (3i) peut s'écrire

p v. 7) — Av. ̂ Fv 4- % Av. y2 v == o

et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu'elle est iden-
tique à l'équation (16).


