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NOTE DE GEOMETRIE VECTORIELLE SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX;
Par M. E. Genty.

1. L’objet principal de cette Note est de montrer avec quelle
simplicité les procédés de la géométrie vectorielle conduisent a
Péquation différentielle du troisiéme ordre dont dépend la recherche
des familles de Lamé, c’est-a-dire des familles de surfaces qui
peuvent faire partie d’'un systéme triple orthogonal. Mais, avant
d’aborder celle question, nous allons donner quelques indications
sur certaines notations différentielles dont nous aurons a faire
usage ct sur les formules principales qui s’y rapportent.
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Nous emploierons, dans ce qui va suivre, les notations de
M. Gibbs, savoir: «, §, y... étant des vecteurs, o.. 3 désignera Saf3,
c’est-a-dire le produit projectif des vecleurs a et 3, et a>< 3
désignera Vo f3, c'est-a-dire le moment orienté de ces deux vec-
teurs. On aura ainsi E,E,ax ... désignant les longueurs ou
modules des vecteurs z, 3, «>< B...,

a.f =aBcos(a,B);
a > B=ap sin (a,B).
Enfin la notation afy désignera I'un ou 'autre des trois scalaires
égaux
a.(Bx<), B.(y < a), Y-(2x<B).

2. Soit « une fonction scalaire de p et ¢.dp la différentielle de
cette fraction. Pour rappeler 'origine du vecteur v, nous pose-
rons

v = VU,
et, par suite,
du = d>.Vu.

Si I'on remplace dans cette équation dp par diX, X étant un

orienteur quelconque, constant ou fonction de p, on aura

du

:l,—zzl.Vu;

c’est ce que nous appellerons dérivée de la fonction u prise sui-
vant la direction A.

3. Soit de méme & un vecteur fonction de p; on aura
ds = odp,
@dp étant une fonction vectorielle linéaire de la différentielle
dp qui, en général, n’est pas conjuguée i elle-méme, et

ds
dil

=0

sera la dérivée de ¢ prise suivant la direction A.

Si de plus o, 3 et y sont trois orienteurs rectangulaires quel-
conques, nous poserons

Ao =ax oa+ B pf 47 X ¢y = Z(a X ¢a);
Do =a.ca  +8.08 +y.07y =23Z(x.02).
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On sait d’ailleurs que, si w est un vecteur quelconque, on a
ow — @' == Ac X w,

¢’ désignant, comme d’usage, la conjuguée de la fonction ¢, ct
que 'expression Do est égale au coefficient M, de I’équation sym-
bolique
3 — Myo2 +Mip — M = o,
a laquelle satisfait la fonction ¢.
Dans le cas oti ¢ est une fonction conjuguée a clle-méme, on a

Ag = o.

C’est ce qui a lieu lorsque, o étant le V d’unc fonction sca-
laire u, 'expression ¢.dp est une dillérenticllc exacte.

Dans le cas plus général ou cette expression n’est pas une diffé-
rentielle exacte, mais peut le devenir lorsqu’on la multiplic par
un certain facteur, on a, ainsi que I'a démontré Hamilton,

(1) s.Ac = o0;
c’est la condition d’intégrabilité de 'équation

s.dp=o.
4. Soit maintenant

(2) do) = ® (1, dp),

)\ étant un vecteur qu’on suppose constant dans la dérivation.
® (), dp) sera une fonction vectorielle linéaire Lout a la fois par rap-
port a ) et par rapport a dp. Nous allons montrer que, dans cette
fonction, A et dp sont interchangeables, c’est-a-dire qu’on a

® (X, d3) = (dp, 1).
Soient, cn effet, d et 3 deux symboles de différentiation compléte-
ment indépendants. ‘
Si dans I'équation (2) nous remplagons A par 3p, il vient
do 8p = ¥ (3p, dp).
Mais

dedp =dip =8ds =0y dp;
donc

O
)

sz dg = & (35, dp).
XXX, 1

ER
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ou, en remplagant dp par ),
(3) Sed =@ (3p, 1),
et la proposition est démontrée.

Comme conséquence, si o) est conjuguée a elle-méme par rap-
port a ), la fonction ® (), dp), qui jouit évidemment de la méme
propriété, est aussi conjuguée a elle-méme par rapport a dp.

5. Voici quelques applications.

Soit le vecteur us; on aura

d(us)=Vu.dpo+ usdp;
d’on
A(us)=Vu <o+ uls,

(4) D(uo) =Z22.Vua.s + uZ(a.gx) = 6.Vu + u Ds.

Soit encore le scalaire 5.71.

Si
dv = 6dp,
on aura
d(s.t)=1.9dp+c.0dp = (o't + 0c).dp;
d’ou

Vot =o't +0'c.

Si I'on a identiquement

6.t = o,

c'est-d-dire si ¢ et t sont deux vecteurs rectangulaires, on aura
aussi identiquement

(3) ¢'t+0c=o0.
Considérons enfin le vecteur ¢ >< 7. On aura
) d(cxt)=¢dp>x1+0x0dp
et, par suite,

A(ex1t)=3[ax(pax 1) — Z[2x (82 X< g)],

D (¢ x ) = Zagat — Sabar.
Or
E[ax (92 < 1)] = ¢t — Dor,

E[2x (b2 < 0)] = b6 — Dro,
Sapat = 1.4Aq,

Yalrs = 5. A1.
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Donc on a
(6) A (s x 1) =9t — O — Dot + Do,
(7) D (¢ x 1) = As.t — At.c.

Dans le cas o & et = sont deux vecteurs reclangulaires, Ucxpres-
sion de A (¢><7) peut se metire sous une autre forme qui nous
sera trés utile plus tard.

On a, en effet, dans ce cas (5)

o' t+ 0o =0,
on peut donc écrire

A(oxXt)=0~0 )T+ (0—0)s—~205 — Dot + Dns,
ou

(8) A(6 X 1)= A0 X T+ AT X 6 — 205 — Dot + D=s.
On ebticnt de méme la formule
(9) A€o xt)=2¢0 — A6 > T = At X ¢ — Doz + D=o.

6. Arrivons maintenant & la question que nous avons en vue et
considérons les familles de surfaces qu’on obtient cn égalant a des
conslantes trois fonctions scalaires données wu, u, ct «, de .
Soient d’aillears

du =v.dp, du,=v,.dp, dug = v,.dp,
et .
dv = ¢dp, dvy = oy do, dvy = vy da.

Les fonctions o, o, et 0, de dp seront conjugudécs i elles-mémes,
de sorte qu’on aura

(10) Av = Av) = Avy=o.

Ceci posé, si deux surfaces quelconques apparienant & deux
familles différentes se coupent partout & angle droit, on aura iden-
tiquement

(11) vi.ut =0} V.0 =0 et V.V =0 ;

d’ott
Dy == Uy X V.
L’équation

vivda =o,
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qui ne différe de
vi.dp=o0

que par un facteur scalaire, est donc intégrable, et I'on a, par
suite,
(va < v).A(vy X V)= o,
ou
v;.A (v X v) =o.

Mais la formule (8) devient ici

A(vz X v) = 29vs— Dusv + Duy;,
et 'équation qui précéde se réduit a
(12) V1.9Ug = O,

Sous cette forme, elle montre qu’au point p, v, et vy, qui sont
des vecteurs situés dans le plan tangent de la surface de para-
métre u, sont deux directions conjuguées, et comme ces deux
directions sont reclangulaires, ce sont celles des lignes de cour-
bure de cette surface.

On a donc la propriété suivante, qui est due, comme on sait, a
Dupin :

Les surfaces appartenant & deux familles différentes d’un
systéme triple orthogonal se coupent mutuellement suivant
leurs lignes de courbure.

7. 1l en résulte qu’on obtiendra les conditions qui expriment
qu'une famille de surfaces fait partie d’'un systéme triple ortho-
gonal, en écrivant que les lignes de courbure des surfaces qui la
constituent sont normales respectivement & deux familles de sur-
faces, c’est-a-dire qu’on a, v, et v, étant des vecteurs de modules
quelconques tangents aux lignes de courbure,

(13) v1.Avy =0} V3.4V, = 0.

Il est facile de voir, d’ailleurs, que ces deux conditions se rédui-
sent & une seule.

Le vecteur v, ne différe, en effet, de v, >< v que par un facteur
scalaire, de sorte que la premiére condition (13) peut étre rem-
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placée par la suivante :

v.A (VX V) =o0.

Or on a (8)
A (vg > V) == Avy X v — 265 = Duyv + Duv,,

et, en lenant comple de la relalion (12), la condilion qui précide
devient
VY Avg = 0,

ou
V3. A0 = 0.

On est conduit ainsi & la proposition suivante, qui comprend et
compléte celle de Dupin :

La condition nécessaire et suffisante pour que deuz familles
de surfaces se coupant a angle droit fassent partie d’un sys-
téeme triple orthogonal, c’est-a-dire pour qu’il existe une troi-
siéme famille de surfaces coupant les premiéres ¢ angle droit,
est que les signes d’intersection de deux surfaces de familles
différentes sotent lignes de courbure pour les surfaces de I'une
des deux familles.

Ces lignes d’intersection ne peuvent pas d’ailleurs étre lignes
de courbure pour les surfaces de 'une des deux familles sans
étre aussi lignes de courbure pour les surfaces de 'autre famille.

8. L’une ou T'autre des conditions (13) nous conduirait, ainsi
que nous le montrerons plus loin, & I'équation différentielle des
familles de Lamé. Mais nous pouvons obtenir aussi cette équation
par le procédé suivant, qui est plus simple et plus élégant.

Reprenons la condition

(’4) V1.0V = 0.

Si M est le point ou la normale au point p a la surface de para-
métre u rencontre la surface de paramétre u < du, les surfaces de
paramétre u, et u, passeront en M et leurs normales en ce point
devront éire tangentes aux lignes de courbure de la surface de
paramétre « + du. On obtiendra la condition pour qu’il en soit
ainsi en prenant la dérivée de I'équation (14) suivant le vecteur ¢,
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ce qui donne
D1V G0y + V1. 9PV 4 V. P (Vg, V) = 0,
ou, en tenant compte des identités

P10+ GV = 0, P20+ Pua= 0,
et posant

P (03.0) =P (v, V) = Wo,,

(15) ,_ v (¥ —20%) =o.

Si maintenant on élimine v, et v, entre les équations (11), (14)
et (13), on aura une relation qui ne contiendra plus que la fonc-
tion u et ses dérivées jusqu’au 3¢ ordre; ce sera donc ’équation
différentielle définissant les familles de surfaces qui peuvent faire
partie d’un systéme triple orthogonal.

II suffit d’aillcurs, pour faire cette élimination, d’écrire la con-
dition bien connue qui exprime que le plan

V. =0
coupe les quadriques

B.o® =1, T (¥ —29)m =1,
suivant deux coniques coaxiales. Il vient ainsi
—2
u.[u N —ou X (¥ — 292)0] =o0
ou

(16) yu.'q—ocpullfu—o-mucpucp’u =o,

ou I'on a posé, a, {3 et y étant trois orienteurs rectangulaires quel-
conques,

n=3Zoa X (¥ —292)a] = Z(oa x Wu) = Z(a x Vpaz).

La relation vectorielle
n=o0

exprime, ainsi qu'il est facile de le voir, que les deux fonctions
conjuguées a elles-mémes ¢ et W ont les mémes directions princi-
pales.

9. Dans le cas particulier ou les directions principales «, 3 ety
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de la fonction p sont fixes, on a

oA = spa.ha = 53 B. AP X s37. AL,
d’ou
Wl =u.Vsya.la +5.Vs; 8. 0B + v.Vszy. Ay,

On a alors n = o et, si 'on pose
1.0 = a, B.v =0, Y. =c,
I’équation (16) devient

1 f 1 |
\17) abe $s S3 Sy = 0.

v.Vsy — ost v.Vsy— 52 v.Vs3— 53
Cherchons, par exemple, une solution de la forme
u=X+Y~+1Z,

ou X,Y et Z sont des fonctions de a.p, 3.0 et y.p respectivement,

On aura
v=Xa+ YP+ZY,

dv=¢9dp =X"a.dpa+ Y'B.dp B + Z'y.dp¥,

d’out
a=X, b=Y, c=17,
s; = X", se=Y", s3 =17,
v.Vsy = X'X", 9. Vs, = Y'Y", v.Vs3 = Z'2Z"

et I'équation (17) devient

1 1 I
xIYIZI xll Y' ZII — 0,
X'X"—X"  YY'—Y?  LL'—1I"

ce qui est conforme a un résultal obtenu par Bouquet.
10. L’équation (15) peut évidemment se mettre sous la forme
(18) do. (¥ —29h)dp =0

ou d et 3 sont des symboles de dérivation relatifs a des déplace-
ments suivant les lignes de courbure de la surface (u«). Si d'ail-
leurs nous désignons par p du la distance des surfaces de para-
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métres u© ct i < du, on aura

Si nous différentions cette équation pour un déplacement dp
suivant une des lignes de courbure de la surface de paramétre u,
il vient

—dp = p?v.dv=p3dp.ov = w.dp,

en posant
w = p3oy;
et I'on aura
(19) dw =Y dp =p3(¥ + o?)dp — 3pSeu.dpou;
d’ot
(20) 8p.Wdp =p38p.(4+ ¢2)dp— 3 pSou.8pgu.8a.

Or les vecteurs v < o dp et v >< 9 3p sont respeclivement paral-
leles a dp et 3p : donc on a

(v < odp).(vxodp)=o,
d’ott
o dp.o28p =v.0dpv.odp.
En tenant compte de cette relation, 'équation (20) devient
dp.§ 8o = p¥dp.(¥ — 2¢) 8p,
de sorte que I’équation (18) peut s’écrire sous la forme
dp.Ydp = o,

ou la fonction ¢ définie par I'équation (19) est conjuguée a elle-
méme.

L’équation (16) d’une famille de Lamé peut donc elle-méme
étre remplacée par la suivante :

(21) V E.V —UEUPY =0,

ol
e =X (pa X ¢a) = = (a < ypa).
11. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que ’équa-

tion de la famille de surfaces de paramétre u était résolue par rap-
port & «. Considérons maintenant le cas ot cette équation est de
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la forme

Sflp,u)y=o0

et ne peut pas étre résolue par rapport a u.

Si nous différentions cette équation, il vient
A
Ju

v.dp + ~~du=o,

et la quantité que nous avons désignée par p aura pour valeur

11 est évident d’ailleurs que tous les résultats du Paragraphe qui
précéde subsisteront en partant de cette valeur de p el en laissant u
constant dans les dérivations.

12. L’équation (21) est vérifiée pour p = constante, c’est-a-dire
quand la famille de paramétre u est composée de snrfaces paral-
léles.

Toutes les solutions de I’équation

-2
(22) p=ap +2hp+b,

ou les scalaires a et b et le vecteur A sont des fonctions de u, ap-
partiennent également a I'équation (21) et feront par suite con-
naitre des familles de Lamé.

On a, en eéffet, « restant constant,

dp =2(ap.dp+ \.dp),
d’on
w=2(ap+1)
et
dw = {dp =2ads;

en sorte que 'équation

dp.\PSp =0
se réduit a

dp.8p = o,

et elle est toujours vérifiée par les directions rectangulaires dp
et 3p.

Les familles de sphéres et de plans rentrent dans ce cas par-
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ticulicr et peuvent dés lors faire partic d’un systéme triple ortho-
gonal.

En effet, une famille quelconque de sphéres a une équation de
la forme

2
p—a =R2,
o ct R étant des fonctions de u, et 'on a

v=0p—a v=p—a=R,

a.(p—a
p=— (pR ),

o' étant la dérivée du vecteur a par rapport a u; et celle équation
est bien une forme particuliére de I'équation (22).

13. Nous allons enfin montrer comment on peut obtenir I’équa-
tion (16) en exprimant que les lignes de courbure des surfaces de
la famille considérée sont normales respectivement 3 deux familles
de surfaces. Mais, auparavant, nous ferons quelques remarques
sur I'orieateur normal d’une surface et ses différentielles.

14. Désignons par v l'orienteur de la normale, et soit
dv =4 dp.
On a, puisque v est un orienteur,

v.avy =0

ou
vWdp=dp.yv=o0;

et, comme dp est un vecteur quelconque, on a identiquement

Y'v=o.

\

On voit donc que la fonction ¢ appliquée a un vecteur quel-
conque 'améne dans le plan tangent et que l'équation vecto-
rielle

wxX{m=o0
n’a que deux racines distinctes pour lesquelles dw est différent de
zéro.

Si ¢ et ¢, sont les deux orienteurs qui satisfont a cetle équation,
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on aura
¢z = se, ey = 85184,

s el s, étant les racines de I’équation
(23) $2— mys + my=o.

La fonction ¢ satisfait d’ailleurs & I’équation symbolique

$(§2— may + m,) = o,

qui, pour un vecleur situé dans le plan tangent, se réduit a
(24) 42— myy + my=o.

On voit immédiatement que ¢ et ¢, satisfont également a 'équa-
tion des lignes de courbure de la surface (u)

vdirdp =o ou wWdpdp = o;

ce sonl donc les orienteurs des lignes de courbure de la surface ()
au point p. ,

Les orienteurs v, ¢ et ¢; déterminent ainsi un systéme de Lrois
directions rectangulaires.

D’autre part, la relation

(b — )y =Av v
se réduit, dans le cas actuel, a
v =Av < v.
L’équation v.dp = o étant d’ailleurs intégrable, on a

v.Av = o0
et, par suite,
Av = v X {v.
Si donc on pose
v=rd, Av = ry,

A et p étant des orienteurs, on aura un second systéme d’orien-
teurs rectangulaires X, 1 et v dont on apergoit immédiatement la
signification géométrique : v est orienteur de la tangente, A celui
de la normale principale et i celui de la binormale des trajectoires
orthogonales de la famille de surfaces considérée, et r est la cour-
bure de la trajectoire qui passe au point p.
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Si, de plus, ry est la lorsion de cetle courbe, on aura

éﬁ = "l)‘y

dn

d . . .
2,; €tant un symbole de dérivation suivant la normale a la sur-

face u, c’est-a-dire suivant la tangente a la trajectoire ortho-
gonale.
L’équation
Av =v x v
montre enfin qu'on a
A< A+ pxop=o.

15. Revenons maintenant a la question que nous avons en vue.
Nous avons montré précédemment que, si v, et v, sont des vec-
teurs de modules quelconques tangents aux lignes de courbure de
la surface u, la condition qui exprime que les lignes de courbure de
toutes les surfaces de la famille sont, pour chaque systéme,ortho-
gonales & une famille de surfaces, est indifféremment

V. Avy =0 ou Vg.Avy = 0.

Il est clair dés lors qu’on peut mettre celte condilion sous la
forme

(‘24 bis) Ug.AVg + Vg.AVg = O.

Or on obtiendra deux vecteurs dirigés suivant les lignes de
courbure de la surface v en opérant avec { — s et avec ¢ — s, sur
un vecteur quelconque du plan tangent; par exemple, sur le vec-
teur p. L’équation (24 bis) peut donc s’écrire

(fp—sp)-A(gp—sp) + (Y —sip)-A(gp —s1 ) =0,
ou, en développant et remarquant que s + 5, == n, et 55, = m,,

. | (29— map). Ay
(25) N
+(mip—2myp— myp).Ap — pduVm, = o.

Nous allons calculer séparément chacun des trois termes du pre-
mier membre de cette équation.
Posons
dAv=10ds et dp=yds;
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nous aurons
dyp =¥ (p, dp) + §y dp.
On aura donc, en employant, selon le cas, 'un ou 'autre des

deux systémes d’orienteuars rectangulaires que nous avons signalés

dans le paragraphe qui précéde,
Adp = Z[ax G, )] + TA X Yk = %L‘i + 200 x dyd)-

Mais, dans I'expression Z( >< ¢X), nous pouvons négliger les
termes % >< g\ et p >< dyp, qui sont dirigés suivant la normale,
ainsi qu'on le reconnail en les projetant avec A et avec p, et qui
n’influent pas dés lors sur le résultat que nous avons en vue.

On a donc

A¢g=%+vx¢xv=0p+vx¢g—5+.. )

ou enfin
Adp =08u 4+ ryv <X YA +....
Le premier terme de 1’équation (25) peut donc s’écrire

(2¢p— map). (0 + ryv < {d),

ou encore, en remarquant que

my = Zvphp = vy,
(24— map).0p + 2myri— mary A YA,

Pour calculer le second terme de I'équation (25), nous allons
chercher les composantes du vecteur Ap. suivant les directions A

et p.
On a
T A ' dl“l
MAp = pvAp =— p..(x—x)v:-—p..:{—,—‘ VLR = YR
—y. g _ v _
=v.- _—,M.‘m =— m.pu.
De méme

.\ du. du.
F"AF=)"(X""X)"=)"E_"'X)‘ =r—v.—;

=r+ p-% = ri+ pogh =i Ay,

car (W —d)p=Avy X p=o.
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Donc
Ap = — p.Ypd + ri+ A dp)p+....

En tenant compte de cette cxpression de Ap, le deuxié¢me Lerme
de I'équation (25) se raménc immédiatement a la forme

miri+mih dp—2myri—2m A Yp— myry podp.
Enfin le troisitme terme de ’équation (25) est égal &

dm,
an Mp

En réunissant tous ces résultats, I'équation (25) devient

(26) (2dp— myu).0p+ (:ng —amy+ tf;::) Ao = o.

On peut simplifier ’écriture en remarquant que
1 P q

dyy =V (v, dp) + §2dp;
d’otl

DYyv=232a.W(y, a)+ Za.y2a=mi—2m;+ ii%? .
I’équation (26) peut donc s’écrirp
(27) (2¢p — myp).0p 4+ DY vA.dp = o.
On donnera une autre forme & cette équation en introduisant la
fonction conjuguée (' a I'aide de la relation

(0—0")p =A%y X p,
ol 'on a posé A(Av) =A%y,

1l vient cn effet, en tenant compte de cette relation,

(20— my ). 0p = (adpe — my ). 0" 0 + 2 pdpazy
=(afp— map)0' 1 + 2 (v < A)PuAzy
=(adp—map)0'p —2(A.Yp)(v.A2v).

Ocona(n9)
Aty = A(v X dv) = 2¢v — Av X $v — Adv X v — Dv §v + D¢v v,
d’olt

—
v.A%v = Av —+ Ddv,
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On a donc enfin
(24 — map).0v = (2¢p— myp).0'v — Q(EzD'{/V))\.!h.L.
En tenant compte de ce résultat, I’équation (27) devient

(28) (24— map)0' e — (a3 Dy )N gp = o.

On obtient enfin une derniére forme de I'équation cherchée en
additionnant les équations (27) et (28), ce qui donne

—
(24— map). (0 +0)p—24v dv.dAv = o,
ou

(29) Av.(6+0')(2'.!aAv—m,Av)—zEzq:v.q;Av=o.

16.. 11 est intéressant de montrer que ’équation que nous ve-
nons d’obtenir est identique a I'équation (16).

Ona
Y = pv,
dp =—po.¢ dy,
dv =4 dp=p(edp—p*dp.¢uv) =p(pdp —dp.evv),
d’ou

v =p(gpv —v.gvv),
my=Za.¢x=p(My—v.qv),

en désignant par des lettres majuscules les invariants de la fonc-
tion o,

Av=y X {v=pv X ov=p3u X ¢
et, par suite,

v.Ay = o, Av.ov =0
et
—t —_—
Av = pv Xov ,
YAv=poAv
et enfin

0dp =dav=p3(pdp X 9o +0XxX 92dp +v X Wdp)—3psdo.ouu X gu
=popdp <X v +v X 9rdp+vWdp—3do.ovy X ¢v).

Or I'équation (29) peut s’écrire
—2
(30) Av.0G Av + G Av.0 Av — myAv. 0 Av — Av dv. Y Av = o,

et les formules qui précédent permettent d’obtenir par des calculs
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trés simples, pour les quatre termes du premier membre de catte
¢équation, les valeurs suivantes :

Av.0¢ Av =p”[(v.cp’v —2M,yv.¢v + M3 — M1—3W:pv2> Av.g2y
-+ Av.oWov ——v.cpvm],
Y Av.0 Ay =p5[(M,—-M,v.gw +V.02v) Av. 9ty 4 v. 92y Av. Wy — Ay Wely
4+ My (Av. Wov —v.gv W)]:
myAv.0 Ay = p¥(My— v.¢v) [(M2— 2v.¢v) Av.¢2?v + Ay Wov — v.gv Av. Wv],

—a —
Av dv.dAv = phy <X v Av.gv,

En réunissant tous ces résultats, 1'équation (30 ) devient

(31) { A—vz(-), Av.o?y — Av Wy)
+ pr(v.pv Ave Wy 4+ Av. Woly — Av.oWoy — v.ov Ay Wov) = o.

Orona

v.ov(Av. vy Wy — AV . Wov) + Av. Wolv — Av.p Wov
=Av. (¥ —oW)gv —v.ov Av. (Vo — o W)y
= Avngy —Av v = [(Av <X ) +v].(gv X V)
A—-2
) v
= — —(Avy X . > A = -—7.v.
P( 1) (vxbv) = -7

Donc enfin I'équation (31) peut s’écrire
pyv.n— AWy 4 2Av.Q?y =0

ct, sous cette forme, on reconnait immédiatement qu’elle est iden-
tique a I’équation (16).



