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SUR UNE CERTAINE CLASSE DE GUBIQUES GAUCHES
ET SUR DES SYSTEMES ARTICULES QUI S'Y RATTACHENT;

Par M. R. Bricarp.

1. Jai signalé, dans un travail antérieur ('), certaines relations
entre les cubiques focales (cubiques planes circulaires qui con-
tiennent leur foyer singulier) et le quadrilatére articulé. Ces
résultats s’appliquent en particulier & la strophoide, qui est une
cubique focale a point double.

Je me propose d’étudier ici une classe de cubiques gauches,
auxquelles je donne le nom de cubigues strophoidales, parce que
leurs propriétés généralisent celles de la strophoide, qu’elles com-
prennent d’ailleurs comme cas particulier. Le principalintérét de
ces courbes me parait résider dans le fait qu'on peut y rattacher
divers systémes articulés gauches : en premier lieu, {’octaédre
aplatissable auquel j’ai été conduit autrefois par des considéra-
tions toutes différentes (2) et c’est I'obtention de ces systémes
articulés qui constituera l'objet essentiel de cette Note. J'attirerai
cependant l'attention sur un résultat d’un caractére analogue au
théoréme de Poncelet, qui se trouve énoncé au n° 7.

2. Voici la définition des cubiques gauches strophoidales (ou,
plus simplement, des strophoidales). J’appelle ainsi une cubique
gauche jouissant des propriétés suivantes :

1° Elle rencontre ’'ombilicale en deux pointsieti;

2° Sa projection orthogonale sur un plan (1) ayant pour
droite de U'infini ii' a son point double a tangentes rectangu-
laires : cetle projection, qui contient les points cycliques du
plan (II), est donc une strophoide (*).

(1) Ce Bulletin, t. XXVIII, 1900, p. 39. ‘
(?) Mémoire sur la théorie de Uoctaédre articulé (Joumal de Math. pures
et appl., 1897).

. (®) Il existe une corde unique de la strophoidale, perpendiculaire au plan (II);
si les deux extrémités de cette corde viennent a se confondre, la strophoidale se
réduit & une cubique planc circulaire, ayant un point double a tangenles rec-
tangulaires, c’est-a-dire a une strophoide.
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Une cubique gauche, pour étre strophoidale, est assujettie, on
le voit, a trois conditions. La strophoidale la plus générale dépend
doac de 12 — 3 = g paramétres, dont frois seulement sont des
paramétres de grandeur, les six autres étant des paramétres de
position.

3. Soient T une strophoidale, et, conservant les désignations
précédentes, i et ' les points ou elle rencontre 'ombilicale, (II) un
plan dont la droite & l'infini est i7'. Il existe une corde unique deT
perpendiculaire au plan (IT). Soient a et § les extrémités de cette
corde.

Les points a, §8, i, i forment une division harmonique surla
strophoidale T (les deux premiers points étant conjugués).

Soient, en effet, at et Bu les tangentes 4 T, en a et 3. Les
plans («f3¢) et (afu) sont rectangulaires, d’aprés la définition
méme des strophoidales. Autrement dit, les quatre plans («3¢),
(aBu), (aBi), (2B¢') forment un faisceau harmonique (les deux
premiers plans étant conjugués); mais le rapport anharmonique de
ces quatre plans est égal a celui des points a, 3, £, ¢'; donc, etc.

La plupart des propriétés ultérieures se rattachent a I'involution
définie sur T par cette condition que « et 3 sont ses points doubles.
Je dirai que deux points de T' qui se correspondent dans cette
involution sont associés.

Le théoréme précédent apprend que les points 7 et & sont
associés.

4. Considérons deux points associés variables, m et m'. La
corde mm’ engendre une quadrique (P) qui, ayant une généra-
trice i/ rejetée tout entiére a l'infini, est un paraboloide. Je dirai
que les cordes mm' sont, dans ce paraboloide, les génératrices ().
Les autres génératrices seron! dites : génératrices (2); chacune
de ces derniéres ne rencontre I' qu’en un seul point.

Soient alors s un point quelconque de T, sz la génératrice (2)
de (P) qui passe en ce point. Cette génératrice sx est un aze
principal du céne (S) qui a son sommet en s et qui a pour
directriceT.



— 211 —

Considérons en effet (fig. 1) la trace T du cdne (S) sur le
plan (). T, qui contient les points cycliques i et ¢/ de ce plan,
est un cercle. Menons sa et s3 et soient a, et 3, les traces de ces
droites sur le plan (II); ¢ et ¢ doivent étre conjugués, sur le
cercle T, dans une involution 34 qui a pour points doubles «, et 3, ;
cela exige que les points ay et B, soient diamétralement
opposés sur T.

Fig. 1.

Cela posé, soient m et m' deux points associés de I'; sm et sm/
ont pour traces sur le plan (II) les points m, et my, qui appar-
tiennent au cercle T et sont conjugués dans l'involution 3,; la
corde mym; est donc perpendiculaire au diamétre aof,. On voit
ainsi que tous les plans tels que (sm,m}) contiennent la droite sz,
menée par le point s perpendiculairement au plan (s«f3) : toutes
les cordes mm' rencontrent cette droite sz, qui est par consé-
quent la génératrice (2) de (P), issue de s.

Mais le plan (saf) est un plan principal de (S); sz est donc
bien un azxe principal de ce céne. C. Q. F. D.

Les considérations précédentes metlent encore en évidence les
faits suivants, dont il suffit d’énoncer les deux premiers :

Si m et m' sont deuzx points associés de T, les droites sm
et sm' qui joignent ces deux points & un point quelconque s
de T sont également inclinées sur le plan (II) et font, par
conséquent, des angles égaux avec af.

Tout point de af est équidistant des droites sm et sm'.

Enfin, si (m, m'), (n, n') sont deuzx couples quelconques de
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-

. ., . P
points associés, s un point quelconque de T, les angles msn,

/\

m'sn’ sont égaux ou supplémentaires, et, de méme, les angles

<N /\/
m'sn, msn'.

Cela résulte immédiatement de ce que la droite sz est bissec-

. . ) » P ’ /\I
trice, intérieure ou extérieure, de chacun des angles msm/, nsn'.

Ce dernier énoncé peut, d’ailleurs étre précisé.

Remarquons, a cet effet, que la cubique T ayant deux asymptotes
imaginaires, n'a qu'une seule branche réelle, et que (m, m'),
(n, '), formant sur I' deux couples de points conjugués harmo-
niques par rapport aux points réels «, 3, se succédent nécessaire-
menl dans un ordre tel que les arcs mm/, nn' n’aient aucune
partie commune, ou bien que I'un de ces deux arcs soit entiére-
ment contenu dans Pautre. On peut évidemment supposer les
notations tellement choisies que 'ordre dans lequel les quatre
points en question se succédent sur I' soit 'un des deux suivants :

’ ’ ’ 1
m, n, n', m ou m, m', n, n'.

Considérons, par exemple, la premiére hypothése; si le point s

o PN /"\, .
est trés éloigné sur T, les angles msn, m’sn’ sont tous deux trés
voisins de zéro et sont, par suite, égaux; il en est ainsi, par raison
de continuité, jusqu’au moment ot le point s franchit le point m

" S
pour entrer dans l'arc mn. Alors I'angle msn passe brusquement

d’une valeur i la valeur supplémentaire tandis que I'angle m'sn’
varie toujours d'une fagon continue. On a donc, a partir de ce
moment, et taut que le point s reste dans I'arc mn,

msn =®"-—msn,

et ainsi de suite. On raisonnera de méme sur la seconde hypothése,
et I'on se rend aisément compte que ’énoncé suivant s’applique a

N TN .
tous les cas possibles : les angles msn, m'sn' sont égaux si le
point s appartient a la fois aux arcs mm', nn' ou s’il n’est sur
aucun de ces arcs; les mémes angles sont supplémentaires si le
point s est sur un seul des arcs mm', nn'.
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5. Outre les points ¢ et ¢/, la strophoidale I' posséde un point &
P'infini ¢’. Soit ¢ le point de I' associé & ¢’. Je vais montrer que :

Le céne (), qui a pour sommet s et pour directrice T',est de
révolution; son axe est paralléle a af.

Joignons, en effet ( fig. 2), chacun des points o et 3 au point &
et au point ¢,
D’aprés un résultat précédent, as et as’ sont également incli-

Fig. 2.

nées sur 2.3, de méme o et 3¢'; mais as’ et 3o’ sont paralléles : le
triangle oaf3 est donc isoscéle (oo = oB).

Par conséquent, si ’on construit & nouveau la figure 1, en rem-
placant le point s par le point &, on voit que le triangle s, 3, est
aussi isoscéle (cay =0B,), et que le point & se projette, surle
plan (IT), au centre du cercle T. Le c6ne () est donc de révolu-
tion, et son axe est paralléle a af3. C. Q. F. D.

Tous les cOnes du second ordre qui contiennent I ont, comme
on I'a vu, une série de plans cycliques perpendiculaires a «3. On
est donc conduit a la nouvelle définition que voici des cubiques
strophoidales :

Une telle cubique est 'intersection incompléte d’un céne de
révolution et d’un céne du second ordre ayant une série de
plans cycliques paralléles a U'axe du premier céne, les deux
cones ayant, d’ailleurs, une génératrice commune.

Un cas particulier remarquable est celui ot le sommet du cone
de révolution est rejeté a l'infini : la strophoidale est alors le
cercle cubique dont M. Scheenflies a signalé I'intérét pour I'étude
du déplacement infiniment petit d’une figure de grandeur inva-
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riable (). M. Scheenflies avait reconnu I'existence des couples de
points associés sur le cercle cubique, et démontré, relativement a
ces couples, le théoréme obtenu plus haut, a la fin du n° 4.

6. Soient (m, m'), (n, n') deux couples de points associés
deT.

Le quadrilatére mnm'n' est circonscrit a une infinité de
sphéres dont chacune a son centre sur 2f.

En effet, comme onl'a vu au n° 4, tout point w de af} est équi-
distant de mn et de mn'. 1l existe donc une sphére de centre
qui touche les quatre cotés du quadrilatére mnm'n'.

On peut dire aussi que le quadrilatére mnm/n' est tracé sur
un hyperboloide de révolution ayant pour aze of.

En rapprochant ce résultat du théoréme obtenu i la fin du n° 4,
on voit que :

Etant donné un quadrilatére mnm'n’ tracé sur un hyper-
boloide de révolution (ou, ce qui revient au méme, circons-
criptible a une infinité de sphéres), le lieu des points s tels que
les angles msn, m'sn’ soient égaux ou supplémentaires, et, de

) o e ..
méme, les angles msn', m’sn, comprend une strophoidale T

qui passe par les points m, m', n, n' (*).

Ce théoréme ne peut encore étre considéré comme démontré
en toute rigueur : on pourrait craindre, en effet, que le quadrila-
tére mnm’n’, ayant pour sommets deux couples de points asso-
ciés d’une strophoidale, ne posséde quelque propriéié autre que
celle d’étre circonscriptible 3 une infinité de sphéres. Il faut
montrer qu’il n’en est pas ainsi et, a cel effet, établir directement
le théoréme énoncé.

Soient donc (H) I'hyperboloide dont il est question dans
I'énoncé, X son axe. Effectuons une projection orthogonale sur le

(') Voirla Géometrie du mouvement, de M. Scheenflies, pp. 119-122 de la tra-
duction francaise.

(*) Le lieu complet comprend, outre la strophoidale I', une courbe dont il y
aurait peut-¢tre lieu de faire P’étude.
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plan équatorial (IT) de (H), supposé horizontal, pour simplifier
le langage ( fig. 3).

Le quadrilatére m nm'n' est circonscrit, en projection, au cercle

de gorge de I’hyperboloide.

Fig. 3.

won

Menons, dans 'espace, les tangentes en m, m/, n, n/, aux paral-
léles de (H) qui passent par ces points respeclifs. Les quatre droites
ainsi obtenues sont celles des bissectrices des angles m, n, m/, n’,
qui ne rencontrent pas X.

Elles appartiennent a un méme paraboloide (P) : en effet,
toutes sont paralléles a (IT) et rencontrent les deux droites de
Yespace mm/, nn'.

Menons les perpendiculaires communes 3 X et aux diverses gé-
nératrices horizontales du paraboloide (P). Le lieu des pieds de
ces perpendiculaires sur les génératrices de (P) est, comme l'on
sait,une cubique gauche I', qui contient évidemment les points m,
m!, n, n'. Je dis que c’est une strophoidale.

En effet, et tout d’abord, T contient les points cycliques du
plan (IT) : ce sont les points qui correspondent aux génératrices
horizontales isotropes de (P). En outre, X est une corde de T,
parce qu'il existe deux génératrices horizontales D et D', rencon-
trant X, en des poiats « et 3 qui appartiennent visiblement 4 T
Les plans tangents menés a I' par X sont respectivement perpen-
diculaires 3 D et a D'. Je dis que ces plans tangents ou, ce qui
revient au méme, que les génératrices D et D' sont rectangu-
laires.

En effet, les droites mm', nn' sont conjuguées par rapport a (H),
puisque I'une de ces droites est l'intersection des plans tangents a
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I'hyperboloide aux points ot I'autre droite le rencontre. Il en
résulte que D et D’ sont aussi conjuguées par rapport & H. En
effet, D rencontre mm/, nn’, X et la droite 4 I'infini du plan (II).
Sa conjuguée doit rencontrer les conjuguées de ces droites, qui
sont respecltivement nn', mm/, la droite a I'infini da plan I, et X :
ce ne peut étre que D’.

D’ doit donc conlenir en particulier le péle du plan (D, X).
Or, ce pole est rejeté 3 I'infini dans la direction horizontale per-
pendiculaire a celle de D. D et D’ sont donc bien rectangulaires.

Il résulte de 1a que T a bien les caractéres d’une strophoidale;
(m, m') et (n, n') sont, sur cette courbe, deux couples de points
associés, puisque mm' et nn' sont deux génératrices non horizon-

. N 7
tales de (P), et tout point s de T est tel que msn = m's7 ou
/\ T . e
w—m'sn, m'sn =@ ou T -@. La proposition que nous
avions en vue est ainsi complétement établie.

7. Considérons maintenant sur I' trois couples de points asso-
ciés (m, m'), (n, n'), (p, p'). Joignons ces six points deux a deux,
en évitant de joindre les points d'un méme couple. On forme ainsi
un octaédre a faces triangulaires : je l'appellerai I'octaédre

(mnpm'n'p').

Fig. 4.

P

Cet octaédre est circonscrit a deux sphéres dont les centres w
et o' appartiennent aT.

Soient, en effet (fig. 4), w et v les deux points ot les plans bis-

secteurs dudiedre mn de I'octaédre rencontrent la droite 3. Consi-
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dérons, par exemple, le pointw : il est équidistant des plans (mnp),
(mnp'). D’autre part, le plan (m223) qui, on I'a vu, est un plan

bissecteur de chacun des angles I@, pmp, est un plan de symé-
trie pour 'angle tétraédre m.npn'p’. Le point w, qui appartient a
ce plan, est donc équidistant des faces (mnp) et (mn'p'), ainsi
que des faces (mnp') et (mn'p). En résumé, le point w est équi-
distant des quatre faces de 'octaédre qui se rencontrent au som-
met m, et il existe une sphére (Q), de centre w, et tangente a ces
quatre faces. En appliquant le méme raisonnement aux aulres
angles tétraédres, on voit que (Q) est langente aux quatre autres
faces de l'octaédre. On reconnaitra de méme qu’il existe une
sphére (Q'), de centre ', tangente aux huit faces de I'octaédre
(mnpm'n'p').

Remarque I. — Toute face de I'octaédre, étant tangente aux
deux sphéres (Q) et ('), doit contenir un de leurs centres de
similitude. Or, deux faces qui ont en commun une aréte de
Poctaédre, mn par exemple, ne peuvent, en général, contenir un
méme centre de similitude : il faudrait en effet que mn rencontrit

af, ce qui n'a pas lieu, si m et n sont arbitraires sur I'. On en
conclut ’énoncé suivant :

Les faces de Uoctaédre peuvent étre réparties en deux
groupes de quatre faces, deux faces quelconques d’un méme
groupe ayant en commun un sommet et un seul de l’octaédre;
les quatre Saces d’un méme groupe contiennent un méme
centre de similitude des deux sphéres (Q) et (Q'), et les quatre
autres faces contiennent l’autre centre de similitude.

Remarque II. — 1l existe «® octaédres ayant pour sommels
opposés des couples de points associés de I'. Les sphéres qui leur
sont inscrites, en vertu du théoréme démontré plus haut, ont
toutes leurs centres sur a3, elles ne sont par conséquent qu’en
nombre o0?. On en conclut le théoréme suivant :

Soit (Q) une sphére ayant son centre sur a3 : il existe
! octaédres inscrits aT et circonscrits a (Q).

On peut rapprocher ce résultat, dont le caractére cst analogue a
pp ) g
XXXIl, 18



celui du théoréme de Poncelet, de ceux que MM. Humbert et
Fontené ont obtenus dans des travaux récents.

8. Jarrive maintenant aux propriétés métriques et aux relations
avec certains systémes articulés qui, ainsi que je I'ai dit, me pa-
raissent donner aux strophoidales leur principal intérét.

Soient encore (m, m'), (r, n'), (p, p’) trois couples de points
associés sur I', et (mnpm'n’p') Uoctaédre considéré au n° 7.

Imaginons que les arétes mn, mp, mn', mp', np, pn', n'p', p'n
(marquées en traits plus forts sur la figure4 ) soient réalisées par des
tiges rigides, articulées en leur point de rencontre. Les quatre
triangles mnp, mpn', mn'p', mp'n sont invariables, mais leur
ensemble constitue un angle tétraédre m.npn'p', évidemment dé-
formable (la déformation dépendant d’un paramétre).

Le quadrilatére npn'p’ étant, comme on I'a vu, circonscriptible
a une infinité de sphéres, on sait qu’il existe entre les longueurs
de ses quatre cOtés une relation de la forme

(1) nptpn'=n'p'p'n=o.

Imaginons que l'on déforme d’une fagon continue I'angle
tétraédre m.npn'p’. La relation (1) étant constamment satisfaite,
le quadrilatére npn'p’ sera, & un moment quelconque, circonscrit
a une infinité de sphéres. D’autre part, on aura toujours

N O N,

nmp = n'mp’ ou T —n'mp
et

N, N N

nmp' = n'mp ou T —n'mp;

par censéquent, le point m appartient toujours a la strophoidale,
lien partiel des points d'oit I'on voit les cotés opposés du quadri-
latére npn'p', sous des angles égaux ou supplémentaires (le point
m ne peut appartenir & une branche de ce lieu autre que la stro-
phoidale, parce qu'il était sur cette derniére courbe, dans les con-
ditions initiales, el que I’on suppose continue la déformation).

Cela posé, construisons, 4 un moment quelconque, le point m’,
associé & m sur la strophoidale dont il s’agit. On a

N, N PR
pam =pnm ou = —pnm,
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ct, toujours & causc de la continuité de la déformation, la rclation &
choisir est celle qui se trouve satisfaite dans les conditions initiales.

Autrement dit, Cangle ]){I;E, conserve une grandeur con-
stante.

On reconnait qu’il en est de méme pour tous les angles des
quatre triangles, faces de I'angle tétraédre m'. npn'p' : ces quatre
triangles sont donc invariables, ct il est démontré que ’octaédre
(mnpm' n'p') peut étre déformé avec conservation de ses faces.

9. Cet octaédre prend un aspect particuliérement remarquable,

quand l'un dc ses di¢dres, mn par exemple, devient égal a o ou
a =. On se rend immédialement compte que tous ses autres
di¢dres devront prendre en méme temps 'une ou I'autre de ces
valeurs; autrement dit, I'octaédre est complétement aplati. Cette
circonstance pouvant se préscnter de deux maniéres, suivant quc
Pon a

A A

mn =0 ou mn=rm,

on voit que loctaedre (mnpm/'n'p") peut étre aplati de deux
maniéres.

Considérons-le dans une de ces positions d’aplatissement. La
cubique I' est alors une strophoide, et les quadrilatéres mnm'sn',
npn'p', mpm'p' sont chacun circonscrits a un cercle ayant pour
centre le point double de la strophoide.

Réciproquement, donnons-nous deux cercles concentriques et
deux points quelconques m, m'. Construisons les quadrilatéres
mnm'n', mpm'p’, circonscrits respectivement a ces deux cercles.
Il est facile de voir que les (m,m'), (n,n'),(p, p') constituent trois
couples dc points associés sur une strophoide ayant pour point
double le centre commun des deux cercles; le quadrilatére npn'p'
est donc circonscrit & un cercle concentrique aux deux premiers.
On a ainsi construit simplement un octaédre articulé, dans
Cune de ses formes aplaties, et il est évident que la construc-
tion est aussi générale que possible.

10. On peaut établir la déformabilité de Poctaédve (mnpnm'n'p')
par une autre méthode, qui présente 'avantage de conduire & la
connaissance de nouveaux systémes articulés.
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La courbe I élant unicursale, on peut faire correspondre, d’une
fagon upivoque, un parameéire a un point variable de cette
courbe, et cette correspondance peut étre établie de maniére qu'a
trois points donnés de I' soient attachées trois valeurs quelcon-
ques, données « priori, du paramétre. Supposons la correspon-
dance telle qu’aux points «, 3 et au point réel a 'infini de T soient
atlachées respectivement les valeurs o, % et 1 du paramétre. Deux
points associés m et m’ étant conjugués harmoniques sur T’ par
rapporl a « et 3, leurs paramétres w et u’ satisfont & la relation

(1) ®+ @ =o.
Cela posé, on a les théorémes suivants :

1° Soient m, n, n', trois points de T, les deux derniers étant
associés. On a, entre les longueurs mn et mn', la relation

R mn _ (p—y)(1—v) (p—v)(+4v)
) m T (E—=)(i—v) (g+v)a—v)

u et v étant les paramétres des points m et n.

En effet, mn et mn' sont, comme on I’a vu, également inclinées
sur la droite af. Si donc I'on désigne par m,,n,,n, les projec-
tions orthogonales des points m, n, n', sur 2B, 0n a

mn myn,
— .

mn' T myn)

Or, il est clair que, lorsqu’un point parcourt T, sa projection
orthogonale sur mn lai correspond homographiquement. Soit
donc &', le point a U'infini de a3 (projection du point & l'infini ¢’
de T'). On a I’égalité entre rapports anharmoniques

mny _ (p—v)(1—V)
min, (g—v)a—v)

(mynynis))y=(mnn's") ou

d’oi résulte bien P'égalité (2).
Cette relation, on le voit, conduit & attribuer un signe au
mn N ven . , .
rapport —- Ce rapport est positil quand le point m est extérieur
mn
a I'avc nn', et négatif dans le cas contraire.
2* Soient m,n, p trois points quelconques de U'; w, v, © leurs
parametres respectifs. On a, entre les longueurs np, pm, mn,



— 281 —

la relation

’(l-+-p.)(v+m),7'! (1+v) (w4 p)—2
S(l-—p)(v—w) T ICETy

(1+w)(p+v)—2
( -(T:—W.)TXL——-—T)IN'l = Q.

(3)

Soient, en effet, n’ et p’ les points de T, associés respectivement

N /\
anetap. Les angles nmp, n' mp étant égaux ou bien supplémen-

taires, écrivons que leurs cosinus sont égaux ou bien égaux en
valeur absolue et de signes contrairves; on a ainsi 'une des deux

relations
—_—2 ——2 —2 —2 2 2
mn +mp —np ___ mn +mp —n'p
Imn||mp| — — |mn'||mp'
ou
= mn| [ mp] ——
mn + mp —-np == [ [[mp| mn’ +mp —n'p

les longueurs des segments mn, mp, etc., sont écrites entre, traits
verlicaux pour montrer que, dans la relation précédente, elles ne
figurent que par leurs valeurs absolues. Mais, d’aprés la discus-

sion qui lermine le n° 4, les angles nmp, n’mp’ sont égaux si le
point m appartient a la fois aux arcs np, n'p/, ou bien s’il est
extérieur i tous les deux ; les mémes angles sont supplémentaires
si le point m est sur un seul de ces arcs; d’autre part, le rapport

mn.mp
mn'.mp’

est positif dans le premier cas, négatif dans le second. On a donc;
dans tous les cas, en grandeur et en signe :

—_—2 —2 —2

4) mn 4+ mp —np =M(mn +mp —np2)

mn mp

Cela posé, on a

r_ (p4v)(1—v)
mn.—(—-—-——————“_v)“_‘_v)mn,

r_(p+w)(1—wm)
'np—(p.——w)(l-i—m)
o (—v—!—m)(l-—n) , (m+v)(t—v)

r= (—V—ﬁ’)(l-f-w)' vp, mp= (@—v)(1+V)

mp,

np,
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(1—v)(1—m)

" [)=_(I+v)(l+m)np"

En remplacant, dans la relation (4), mn', mp', n'p' par les

valeurs précédentes, on trouve, toutes réductions faites, la rela-
tion (3).

11. Cela posé, considérons, sur une strophoidale T, variable,
trois points m, n, p, de paramétres fizes ., v, . Comme on I'a
remarqué’ au début, T' dépend de trois paramétres de grandeur;
on peut donc déformer celte cubique en I'assujettissant & deux
conditions; je choisirai les suivantes : mn et mp restent de lon-
gueurs constantes.

Il résulte alors de la relation (3) que np reste aussi de longueur
conslante, et de la relation (2), que tloules les autres arétes de
I'octaédre (mnp m'n’p') sont aussi de longueurs constantes ; par

exemple, il en est ainsi pour les arétes mn/, n'm’, m'n, a cause
de

mn' n'm'
= const., —— == const., +—— = const,
mn n'm n

2

3

‘On a donc bien retrouvé quel’octaédre (mnp m'n’p’) est défor-
mable avec conservation de ses aréles.

Mais ce n’est pas toul. Soit [ un nouveau point de T', de para-
métre fixe A. On a

—2 —2 —
Alm +Byln +-Cyimn =o
ou

—1 -—2
Alm + Byln = const.,

A, et B étant des constantes. 1l en résulte (théoréme de Stewart)
que le point [ reste & distance constante d’un certain pointde mn ;
je dirai, plus briévement, que le point / est [{é 4 un certain point
de mn.

Le méme raisonnement peut se répéler, en considérant, au lieu
de mn, les diverses arétes de 'octa¢dre (mnp m'n'p').

En résumé :

On peut,sans géner la déformationde U octaédre (mnp m'n'p'),
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lier un point l & dousze points convenablement choisis sur les
arétes de Uoctaédre, et cela d’une infinité de maniéres.

Les points des arétes de I'octaédre, qui sont liés au point /,
forment une configuration qu’il faut signaler : les trois points qui
appartiennent aux Llrois arétes limitant une méme face, par
exemple aux arétes np, pm, mn, sont nécessairement en ligne
droite, sans quoi la figure formée par le triangle mnp et le point {
seraient évidemment rigides. En partant de cette remarque, on
reconnait aisément que les douze points en question sont répartis
trois par trois sur huit droites formant deux quadrilatéres, tels
que chaque cdté de 'un rencontre un coté de I'autre, ainsi que
I'indique le schéma suivant (fig. 5):

Fig. 5.

Ces douze droites forment donc un systéme articulé¢ gauche,
analogue a celui que MM. Hart et Kempe ont étudié dans le

plan (*).

12. On peut, pour'obtention de nouveaux systémes articulés,
tirer un autre parti des relations (2) et (3), et du fait que I dépend
de Lrois paramétres de grandeur. Par exemple, considérons sur T
quatre couples de points associés (m,m'), (n,n'), (my,m),
(n4, ny), et supposons que, les paramétres i1, v, iy, v, des points
m, n, m,, n, ayant des valeurs fixes, on déforme I' de telle ma-
niére que les longueurs mn, m, n, soient constanles. On voit, par

(') M. FoNTENE (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1904, p. 105) a déja
déterminé les cas ou le systéme articulé représenté par le schéma de la figure 5
est déformable, avec deux parameétres.
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le raisonnement du n® 11, que les deux quadrilatéres mnm'n’,
mynm', n, conservent tous deux des cotés de longueurs con-
stantes; en outre, chaque sommet de I'un reste lié 4 un point de
chaque coté de I'autre quadrilatére.

Considérons, par exemple, le c6té mn du premier quadrilatére
et le coté mn, du second; le point m et le point n sont liés
chacun a un certain point de m,n, le point m, et le point r, sont
liés chacun & un certain point de mn; en définitive, quatre points
de mn se trouvent liés & autant de points de m,n,; mais on sait
que si deux droites sont en déplacement relalif tel que (rois points
de P'une soient liés a trois points de l'autre, tout point de I'une
est 1ié 4 un point de l'autre; les deux droites sont des généra-
trices d'an méme systéme d’un hyperboloide articulé. Les consi-
dérations qui précédent conduisent donc a une combinaison de
seise hyperboloides articulés, sur laquelle je ne m’étendrai pas
davantage.



