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SUR
L'EXTENSION DU THÉORÈME DES POLYGONES DE PONCELET A L'ESPACE,

PAR DES POLYÈDRES DE GENRE un;

Par M. G. FOWTENÉ.

L^extension du théorème des polygones de Poncelet à Fespace
peut être tentée avec des polygones gauches ou avec des polyèdres.
M. Darboux a donné pour le premier point de vue le théorème
des routes de lumière; je donne ici pour le second point de vue
une prévision générale, dont je démontre Inexactitude dans un cas
particulier, suffisant pour inspirer confiance.

Je tiens à dire que la première idée de l'emploi de polyèdres de
genre un pour Pobjet indiqué ici s^est présentée au cours d'une
conversation avec M. R. Bricard.

1.

Ce premier paragraphe est, à peu de chose près, la reproduction
d\ine Note qui a paru dans les Nouvelles Annales en 1904.

I . Appelons polyèdre homogène un polyèdre dont toutes les



faces ont le même nombre x de côtés, dont tous les angles solides
ont le même nombre y d'arêtes. Un polyèdre homogène de genre
un donne lieu aux trois relations

F - + - S = A ,
F a? = Sy =2 A,

homogènes par rapport à F, S, A. L'élimination de ces trois
quantités donne

y (x—î)(^—'i)= 4.

On peut donc avoir

^=4,
x = 3,
J-=3,

y === 4 avec F == S,
y = 6 avec F ='28,

x = 6 avec S = 2 F,

c'est-à-dire trois classes de polyèdres, que Fon peut appeler respec-
tivement tétragonaux, trigonaux, hexagonaux.

Parmi les polyèdres létragonaux sont des polyèdres à un trou
ou polyèdres toriques (fig. i), dont les faces sont des quadrilatères

Fig. i.

assemblés 4 par 4 autour de chaque sommet. Si p est le nombre
des sommets sur un contour tel que ABCD.,. et si q se rapporte
au contour AA'A^A^..., le nombre des sommets ou des faces est



P 7? P^^ V>^' [M* Bricard a envisagé (Nouvelles Annales^ 1904)
un polyèdre létragonal à 8 sommets.]

Môbius, qui paraît s'être occupé le premier de polyèdres de
genre un, a indiqué une construction du polyèdre trigonal à ^ som-
mets ( 1 ) . M. Bricard en a indiqué une autre, qui a été étendue
par M. Deltour (^Nouvelles Annales, 1904) au cas de S quel-
conque.

2. De combien de paramètres dépendent les polyèdres consi-
dérés? Les sommets donneraient lieu à 3 S paramètres, si \es faces
étaient nécessairement des triangles; mais il faut défalquer x — 3
paramètres pour chaque face lorsque les faces ont x côtés; le
nombre des paramètres restant est

ou

ou

3S--F(;r—3),

3(F-+-S)—îA,

F -4- S.

Si donc le polyèdre doit être circonscrit à une quadrique
et inscrit à une autre, ce qui forme F 4- S conditions, il est
déterminé, au moins en apparence. Il y a lieu de se demander
si la recherche d'un tel polyèdre n'est pas un problème généra-
lement impossible, qui ne devient possible qu'en devenant indé-
terminé.

Les choses pourront d'ailleurs se passer un peu différemment, et
Pon en aura un exemple dans le cas traité plus loin. Les F (x—3)
conditions indiquées ci-dessus peuvent n'être pas distinctes; si À*
d'entre elles sont les conséquences des autres, le polyèdre dépend
de paramètres en nombre F 4- S + A"; quand on l'astreint à être
circonscrit à une quadrique et inscrit à une autre, il paraît dépendre
encore de À" paramètres. Il est possible que les deux quadriques
doivent satisfaire à une condition invariante, et que le polyèdre
dépende alors de k 4- i paramètres.

( ') Voir l'Ouvrage de M. MAX BRÙCK^ER ( Vielecke und Vieljlache^ Leipzig,
1()00, p. 2 2 1 ).
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II.

3. Considérons le polyèdre tétragonal torique qui correspond
aux valeurs p= 3, q == 3 (fig- 2).

Fîg. 2.

Il a 9 faces quadrangulaires

B'C'C/B^, C'A^CV A'B'B'A", 011 a , 6 , c ,
B"G'G B, C^VAC , A'B^B A , ou a', &', c ,
B C C'B', C A A ' C ' , A B B ' A ' , ou a\ b\ c\

assemblées 4 P811* 4 autour de 9 sommets

A , B , C ,
A' , B', C/,
A", B\ G";

à chaque face correspond un sommet.
Nous appellerons D le point commun aux trois plans a, b, c, ou

encore le point de concours des trois droites A'A", B'B", C'C^et
l'on aura de même les points D7 et D"; les plans ABC, A'B'C',
MWC" seront désignés par d, d\ d ' .

L'arête (a', a") ou BC correspond à Parête A7 A", etc. Nous
appellerons Jlo le point commun aux trois plans a, a', a", ou encore
le point de concours des trois droites BC, B'C', B"G', et l'on aura
de même \^ et e; les trois points <A), itl», Ç sont sur une même
droite, intersection des plans rf, dl\ rf', ou ABC,. • • On peut de
même désigner par a le plan A A'A", etc.; les trois plans a, j3, y
passent parla droite DD'D".
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Le polyèdre en question semble dépendre de paramètres en
nombre 3 x 9 —(), on 18, chaque face quadrangulaire donnant
lien à une condition; il dépend en réalité de 19 paramètres, l'une
des 9 conditions étant une conséquence des 8 autres. En effet, si
Von se donne une droite, 3 points <Jlo, ilîi, 3 sur celte droite, 3 plans
d, d', d' passant par celle droite, et si l'on trace dans le plan d un
triangle ABC dont les côtés passent respectivement en <i'L, i)î>,
©, etc., on a les 9 sommets d'un polyèdre de l'espèce indiquée;
or la figure ainsi construite dépend de 19 paramètres.

Je montrerai que la quadrique S inscrite à ce polyèdre etiaqua-
drique S'qui lui est circonscrite sont liées par une relation inva-
riante. Dès lors, si l'on se donne deuxquadriques, la recherche d'un
polyèdre de l'espèce indiquée, circonscrit à l'une et inscrit à l'autre,
est un problème indéterminé en apparence, impossible en réalité
si les quadriques sont quelconques, et qui ne devient possible qu'en
devenant doublement indéterminé.

4. Pour ne pas interrompre dans la suite le développement du
calcul, je dirai immédiatement ceci :

La quadrique inscrite S se présentera par son équation tangen-
ticlle, et la quadrique circonscrite S'par son équation ponctuelle :

( ̂  ) ait^ -}-... -r- ïfvw -+-... -h 2 lur -+-... == o,
(S') ^.r2-+-... 4-'2/^3+. ..^-tl'xt -}-...= o.

Soit pour un instant

( S ) a.3c1 -+-.. -h ̂ 'fyz -+-... -+- ïlxt -+-... == o

l'équation ponctuelle de S; l'équation en X pour la combinaison

^S-+-S'==o
est

AÂ*-+- 6X3-+- 4*Xî4- 6^ -h A^ o;

A se rapporte à a, 6, ..., cl l'on a avec les notations habituelles

6 = afA-r-...-i- •2/ /F-^-...-^-2^ rL-^-...,

^^CSc—f^Ça'd'-l^)-}-.^

sans qu'il soit utile pour le moment d'écrire tous les termes de ̂
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Pour introduire les coefficients de Péqualion (5), rappelons
que a, 6, ... sont les premiers mineurs A, B, ... du détermi-
nant

a h g l
^ h h f m

~^ 8 f c n '
l m n d

mineurs affectés de signes convenables. On a donc d'abord

A ===83.

Ensuite, les premiers mineurs affectés de signes A, B, ... sont
simplement les produits de a, &, ... par S2, et l'on a

ô = ̂ (aa'+...+ W-+-.. .4-2^-4-.. *) = o^O,

en désignant par 6 la quantité placée dans la parenthèse. Enfin,
l'on a

(6c-7»)=o(arf-/i) , . . .
et, par suite,

<!> = o[(a </— /î) (a' d1— l'ï) -+-. ..]=== oc?,

en posant (SALMON, Géométrie à trois dimensions y p. a54),

<p== (ad—l^ ) (a'd'—l'ï)-}-...
-+- (bc -/' )(..........)+...
-r-i^m—hn )(..........)-+-...
4- î(lc — ng )(..........) +... (
-^^(mh—lb )(..........)+... \
4-2(^A—a/ )(..........)-+-...
-+-ï(fd —mn) (...... ....)-h.. ..

5. Par analogie avec ce qui a lieu dans le plan pour les triangles
de Poncelet, on peut s'attendre (et celte précision se confirme) à
ce que la relation invariante annoncée au n° 3 soit

v/r± /r'± ̂ /v±. v/'A^ === o,
ou, S, désignant la somme des À, ...,

( S ? — 4 S,. )2 - 6.1 À// )/ À "'=:o,
ou

02 — \ A4* == dr 8 ̂  /AÏ.
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En introduisant 8, 0, y, et en mettant alors S' au lieu de A',
on a enfin

•j O2 — o = ± •>. /oo\

m.
6. Nous prendrons comme tétraèdre de référence le tétraèdre

D^ABG, D" étant, comme on Pa dit, le point de concours des
droites AA/, BB', CG'; les plans des faces sont d, a", V1 ^ c11 \ on
passe donc du point de vue ponctuel au point de vue tangentiel
en remplaçant, par exemple, A, A.', A" par a", a1r, a.

Les neuf sommets du polyèdre sont :

1° A, B, G, sommets de référence;
2° A', B', G', sur les arêtes de référence DA, DB, DG;
3° A", B", G".

Les neuf plans des faces du polyèdre sont :

i° a", y, c", plans de référence;
^° rt', V\ c1\ passant par les arêtes de référence (rf, a), ... ;
3° a^ &, c.

7. On a les équations suivantes :

( d ' ) ou (A'B'C'), ax 4- by -h es -}- dt === o,
(d") ou (A^B^C"), ax-^by-\- cz -h ït == o,

ii (\
(D"^B'yCf'), a x ^ - b y - ^ c z - ^ — — x ^ Q ,

Ci

(D^bC^Â"), ax^-by-^-cz-^ d— y ^ ̂

(D'CA'B"), ax-^by-^cz-^^z^o',

outre les douze paramètres du tétraèdre de référence, on a les
sept paramètres a, b, c, 8, a', b\ c ' .

On a, pour le point A",

CLX y 3 t
^.W^cc'—d1^ = Ï1 == ? == d 1 9

comme on le vérifie aisément; nous définirons une constante o1
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par la relation

(R) aa'+ bb'-t- ce'— dd'-}- (d' S 4-^3') = o,

et nous aurons

( \"\ ax - y - i - l.v / a a ' - ^ d ^ ' — d ' ) ~ b' ~ c ' ~ d1 9

ou encore, l'équation tangentielle de ce point est

(.V) a' u - ^ b ' v - ^ - c ' w ^ - d ' r - ^ ^(ô'—^) ^ = o.
CL

8. Après avoir considéré les sommets du polyèdre, considérons
les plans de ses faces.

Les trois plans BCB^C^ ... ont pour équations

x t y t z t
a ' ^ d ' 9 b' == d79 c'^'d"

ces trois plans se coupent au point D' dont les coordonnées sont
rt\ 6', c', d\ et Inéquation tangentielle de ce point est

(D') a'il -4- b'v -4- c'w 4- d ' r •= o.

Les trois plans B^'C^B'C7, . . . ont pour équations

(a) ou (ir 'C^B'G') a x - ^ b y - ^ - c z - ^ - d t ^ - ^ ( ô — ^ ) . r = = o ,
CL

11

( b ) ou (C^VC^V) a x - { - b y ~ ^ c z - ^ d t - { - j , { ^ — d ) y ^ o ,

(c) ou (A/'B'A'B') . . . . . . . . . : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

le second plan, par exemple, passe au point A' pour lequel on
a y == o, z :== o, ax 4- dt === o, et il passe de même au point G7 ;
il passe au point A", car on a

(aaf-}-dù'—ddf)-hbbt-^ccf-+-ddf-^d'o—ddl==o

en vertu de la relation qui définit la constante o'.
Ces trois plans se coupent au point

(0) ".=^=r=i,v a b c 8

comme on le vérifie parcelle même relation ; Inéquation tangcn-
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tielle de ce point est

( D} ci' u 4- b' v 4- c w 4- ô' /• == o.

On voit que Von passe des sommets aux faces du polyèdre
en échangeant x et u^ ..., a et a', ..., o et S'.

9. Considérons la quadrique S' circonscrite au polyèdre consi-
déré. Comme elle passe aux points A, B, C, A', B', C', son équation
est de la forme

(ax -t- by 4- es -h dt)t 4- ^yz 4- BZ.V •+- C;ry = o.

La section de cette conique par le plan hî'W C' est sur le cône

(d - 6) (^LtÈ^^. + ̂  + B^ + Cry = o.

En écrivant que ce cône contient le point A", on a

(d-o)d'ï-^ Ah'c'-}- Bc1 \ a'-+- ^(ô'—^)] + Cb' [a'4- d(^'— <^)1 = o

ou

(d—8)d'2•+•Ab'ct-{-Bclaf-{-Calb'-+- - (ô'— d') (Bc'4- Cb')== o;

les points B" et C" donnent deux relations analogues, que Fon peut
remplacer par celles-ci :

Bc'^-Cb' _ Ca'-^-Ac' __ A^4-Ba\
a ~ b ~ " " " " " c ;

on conclut de là, en tenant compte de (R),

_____A_____ _ _____B_____ _ _____C_____ _ Y
a ' ( b b ' - \ - c c ' — a d ' ) b'(cc'-+- a a ' - — b b ' ) c\aci1-\- bb'— ce') a ' b ' c '

^^ d'^d-?.)
{dcï 4- d'o—da')'

Si l^on pose

p == bb' 4- ce'—aa , <y=.. . , / '==...,

Inéquation de la qiiadrique S' est donc, en doublant,

(S') '2,0 b ' c\ax 4- hy 4- es 4- dt ) t 4- 2A ' ' ( a 'py^ — b' a ^JT 4- c ' r.r^y) ̂  o,

y /avan t la valeur ci-dessus.
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La quadrique S inscrite au polyèdre a de même pour équa-
tion tangenlielle

(S) îabc(a' u-\- b'v •+- c'w -+• d' r)r -4- i\(apvw -+- bqwu-\- cruv)== o,

avec
^ d^d'^y)
" ~ dd'^-d^—d'^

10. Comme les constantes S et S', liées aux autres par la rela-
tion (B-)) centrent que dans \ et )/, cette relation (R) équivaut à
une relation entrer, V et les autres constantes a, ..., rf, a', ..., d'^
Les expressions de V et de X donnent

(^-t-rf').^— X'.^o'=^(^—>/),
—X.^84-(X-hrf).^==^(rf ~X),

d'où Pon tire
„.. .,,^^X^^X+^
^ ̂  ̂  ^^d'-h+dd' î

^^ ,,„ — ï\\1 + d\'-{-dd'
dti = ̂  ^l+dl\-^ddl ;

la relation (P<.) devient

(R') 4^fXX'—(^Y-^-^X)2;aa'=^ /(^'4-2aa /),

le signe S s'étendant à a, è, c, ou encore

(ïT) (4rfV—Saa /)(4^X—Saa f)=(2rfû^ /+2aa')2.

IV.

H. 11 s'agit de vérifier la relation

2 ô2—^:^/^.

On a d'abord

o Vc'r Vb'q a'b'c'a
,_ Vc'r o Va^ a'ô'c^

:== X'^y X'a^ o a^'c'c
a'b'c'a a'b'c'b a'b'c'c la'b'c'd

Divisons les trois premières lignes par Wc^ )/cW, X'a'6', la
xxxn. 19
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dernière par a!Vc\ et multiplions les trois premières colonnes
par a', 6^ c', la dernière par 2Î/; il vient

a^h'^c^k''1

o r y laa

r o p ibb'

q p o '2 ce'
ffa' bb' ce' ^d\'

A. cause de q +/'== 2 aa', retranchons de la dernière colonne
la somme des trois premières; nous avons

o r a
S' i

n'^V^^ = 2 /' ° ^ X (4^-220^),
(7 /? o

le signe S s^étendant à a, 6, c. Finalement :

S^a^^^/a ^pqrx (^dV—^aa'),

On a pour o une expression analogue. Par suite, en tenant
compte de la relation (IV7), le produit Su' est un carré, comme
cela est nécessaire :

/§$'== abc.a'b' c' .\V .pqr x (ïdd'-^- S aa').

12. On a ensuile

^ 0 == abc.a'b'c'^dd'-^- ̂ aa!)

4- \V (aa'p2-^- bb' q^--^- ce'/'2).

13. Reste le polynôme y. L'équation (S') manquant de terme

04 ^2, yS -s2, réquution (S) manquant de termes en u2, v2^ w2,
on a (lin du n° 4)

+./v"+...
-+- •2 ( ̂ '/^ — hn ) ( g' m' — h' n' ) -h. ..
-•2///(^4-/</l/)-^...

-t- •>.ffh^'h'-r-...
-h -2(/^ - m/i)(/' d1- m'n') 4--... ;

la ([uatrième ligne contient les termes qui proviennent delà qua-
trième et de la cinquième ligne dans l'expression générale de es.
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On trouve, en développant,

<p == (^-f- mm'-^- nn1 -^ ff -^. gg'-^ hh f-^ x\\,
avec

K = —f'l\gm -4- A/i —//) —...—...
^ddÇff'-^gg'^.hh1)
— w w/' ûT —.. . —.. .
— m' n'fd —...—.... ^

d représentant ici le coefficient de r2 dans l'équation (S),
c'est-à-dire 2 abcd\ elc; on en déduit

<p = [aéc.a^c'Saa'+U^aa'/^-+-...)]2-+-2 K,
ou

y == ( - 6 — îa&c.o'&'c'.^'y-i-îK.

14. La relation à vérifier devient, en prenant le signe 4- devant
le radicale

ïabc.a'b'c'.dd'.Q— ^ aîb9cî.afîbf2c'2.d•ïd^—fiK
== 2 abc .a' b' c' .\ V .pqr x ( ï dd' •+- £ aa' ),

OU
v

abc.a'b'c' = dd ̂  —^-^c.a'b'c'.dd') --'\\'pqr('î.dd'^- Saa')
== ^^'[a^c.a^'c^rf^-h- Saa') 4- \k'(aa1 p^-^-...)]

— \Vpqr{'î.dd'-{- Saa').

Or on a, d'après l'expression de K donnée au n0 13,

K == — XX'.abc. a'b1c'[aa'p(bb'y -+- ce' r— aap) -r-...+.. .1
-+- 4 ̂ ' <ï^c. a' b' c'. dd' [ aa' p2 4- ...-+-...]
— îa^b^c^.a^b^c'^dV-r- d'\)(p 4- g •+• r),

ou, en remplaçant p + q + r par Saa', et en tenant compte
de (R'),

•vr

a b c . a ' b ' c ' == —^'[^'P^'^ -+- c e ' r — aa'p)-^...+...]
+4XX\^'(aa'/?2-4_._4_ _)

—ïabc.afbfc'[4dd'.W—ddf(ddl-{-^aaf)^,

il faut donc vérifier que le second membre de cette égalité ne
diffère pas de l'expression

ïdd'[abc.alb'cl(ddl^^aal)^\\l(aalp^^...}\^\\tpqr^dd'+^aa).
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Les ternies indépendants du produit \V sont d'abord identiques.
Il reste à vérifier :

— aa'p ( bb' q -4- ce r — aa'p ) —... —...
-h idd'Çaa'p'1-^-...+...— ^abc.a'b'c') = —pqr(îdd'-\-^aa').

Pour les ternies indépendants du produit dd!, si l'on pose

aa! = a, bb1 =- ?, cc'= y,
d'où

P = P -+- T -

on a, par exemple,

bb'q -\-cc9 r—aafp = p(Y -(- a ~ ^) + y (a -+- ^ — y) — a(p -4- y — a)

= : a 2 ~ - ( p - Y ) - 2 = ( a - 4 - p - Y ) ( a - ? ^ Y ) »

et l'on doit vérifier

-a (p-4-Y—a)(a+p-Y) (a-^+y) - . . . - . . . ==-^çr2a,

ce qui est une identité.
Pour les termes en dd\ on doit vérifier

oc(p + y - a)2-t-p(^ 4-a - p)2 + Y(a + ? - Y)2~ 4apy =-^r;

or, le premier membre admet le facteur/?, comme on le voit en y
faisant a === ^ 4- y, etc. ; il est donc divisible par pqr, et les deux
membres de l'égalité ne peuvent différer que par une constante;
ils ne diffèrent pas, puisque les termes en a3 par exemple sont
les mêmes.


