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SUR
L’EXTENSION DU THEOREME DES POLYGONES DE PONCELET A L'ESPACE,
PAR DES POLYEDRES DE GENRE un;

Par M. G. FonTENE.

L’extension du théoréme des polygones de Poncelet a I'espace
peut étre tentée avec des polygones gauches ou avec des polyédres.
M. Darboux a donné pour le premier point de vue le théoréme
des routes de lumiére; je donne ici pour le second point de vue
une prévision générale, dont je démontre I'exactitude dans un cas
particulier, suffisant pour inspirer confiance.

Je tiens a dire que la premiére idée de I'emploi de polyédres de
genre un pour l'objet indiqué ici s’est présentée au cours d'une
conversation avec M. R. Bricard. '

I.

Ce premier paragraphe est, a peu de chose prés, la reproduction
d’une Note qui a paru dans les Nouvcelles Annales en 1904.

I. Appelons polyédre homogéne un polyédre dont toutes les
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faces ont le méme nombre z de cdtés, dont tous les angles solides
ont le méme nonibre y d’arétes. Un polyédre homogéne de genre
urn donne lieu aux trois relations

F+8S=\4,
Fx =Sy =2A,

homogénes par rapport a F,S,A. L’élimination de ces trois
quantités donne

4+ ==1 ou (z —2)(y —2)=4.

9
Y

2
z

On peut donc avoir

x = {, ryr=i4 avec F=S8§,
r=3 y=6 avec F =28,
=3, r =6 avec S = 2F,

c’esl-a-dire trois classes de polyédres, que I'on peut appeler respec-
Livement tétragonaux, trigonaux, hexagonauz.

Parmi les polyédres 1étragonaux sont des polyédres & un trou
ou polyédres toriques (fig. 1), dont les faces sont des quadrilatéres

assemblés 4 par 4 autour de chaque sommet. Si p est le nombre
des sommets sur un contour tel que ABCD... et si ¢ se rapporte
au contour AA’ A" A”.,,, le nombre des sommets ou des faces est
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P q, pS3, q33.[M. Bricard a envisagé (Nouvelles Annales, 19o4)
un polyédre tétragonal a 8 sommets. |

Mobius, qui parait s’étre occupé le premier de polyédres de
genre un, a indiqué une construction du polyédre trigonal & 7 som-
mets (*). M. Bricard cn a indiqué une autre, qui a été étendue
par M. Deltour (Nouvelles Annales, 1go4) au cas de S quel-
conque.

2. De combien de paramétres dépendent les polyédres consi-
dérés ? Les sommets donneraient lieu a 3S paramétres, si les faces
étaient nécessairement des triangles; mais il faut défalquer z — 3
paramétres pour chaque face lorsque les faces ont z cbiés; le
nombre des paramélres restant est

38 — F(z —3),
ou
3(F+S)—2A,
ou
F -+ 8.

Si donc le¢ polyédre doit étre circonscrit @ une quadrique
et inscrit @ une autre, ce qui forme F 4 S conditions, il est
déterminé, au moins en apparence. Il y a lieu de se demander
si la recherche d’un tel polyédre n'est pas un probléme généra-
lement impossible, qui ne devient possible qu'en devenant indé-
terminé.

Les choses pourront d’ailleurs se passer un peu différemment, et
I'on en aura un exemple dans le cas traité plus loin. Les F (z — 3)
conditions indiquées ci-dessus peuvent n’étre pas distinctes; si k
d’entre elles sont les conséquences des autres, le polyédre dépend
de paramétres en nombre F + S + &; quand on Pastreint a étre
circonscrit a une quadrique etinscritaune autre, il parait dépendre
encore de A paramétres. 1l est possible que les deux quadriques
doivent satisfaire a une condition invariante, et que le polyédre
dépende alors de £ —- 1 paramétres.

(') Voir I'Ouvrage de' M. M.\X‘BR[]'CKNER ( Vielecke und Viel/lache, Leipzig,
1900, P. 221),
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II.

3. Considérons le polyédre tétragonal torique qui correspond

aux valeurs p=3, ¢ =3 (fig. 2).

Fig. 2.

Il a g faces quadrangulaires

B'C’'C"B", C'A’A"C’", A'B'B'A’, ou a,b,c,
B'C'C B, C'A"AC, A'B'BA, ou a,b,c,
BCCB, CAA'C, ABBA’, ou o, ¢,

assemblées 4 par 4 autour de g sommets

A, B, C,
A, B, C,
LI P O

a chaque face correspond un sommet.

Nous appellerons D le point commun aux trois plans a, b, ¢, ou
encore le point de concours des trois droites A’A", B'B’, C'C’, et
I'on aura de méme les points D' et D”; les plans ABC, A'B'C/,
A"B"C’ seront désignés par d, d', d’.

L’aréte (@', a’) ou BC correspond a I'aréte A’A’, etc. Nous
appellerons & le point commun aux trois plans a, @, a’, ou encore
le point de concours des trois droites BC, B'C/, B'C", et I’on aura
de méme W et €; les trois points &, Wb, € sont sur une méme
droite, intersection des plans d, d', d’, ou ABC,... On peut de
méme désigner par « le plan AA'A", etc.; les trois plans a, 8, v
passent par la droite DD'D".
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Le polyédre en question semble dépendre de paramétres en
nombre 3 < 9 — g, ou 18, chaque face quadrangulaire donnant
lieu 4 une condition; il dépend en réalité de 19 paramétres, I'une
des g conditions étant une conséquence des 8 autres. En effet, si
I'on se donne une droite, 3 points &, #h, & sur cette droite, 3 plans
d, d', d’ passant par cetle droite, et sil'on trace dans le plan d un
triangle ABC dont les cOtés passent respectivement en b, b,
e, etc., on a les g sommets d’un polyédre de I'espéce indiquée;
or la figure ainsi construite dépend de 19 paramétres.

Je montrerai que la quadrique Sinscrite a ce polyédre etla qua-
drique S’ qui lui est circonscrite sont liées par une relation inva-
riante. Dés lors, si 'on se donne deux quadriques, la recherche d’un
polycdre de 'espéce indiquée, circonscrit a 'une et inscrit a I'autre,
est un probléme indéterminé en apparence, impossible en réalité
si les quadriques sont quelconques, et qui ne devient possible qu’en
devenant doublement indéterminé.

4. Pour ne pas interrompre davs la suite le développement du
calcul, je dirai immédiatement ceci

La quadrique inscrite S se présentera par son équation langen-
ticlle, ctla quadrique circonscrite 8’ par son équation ponctuelle :

(%) au? ...+ afow ...+ 2lur +...=o,
(S8") azr+...+of'ys+...+2lwt+...=o.

Soit pour un instant
(S) azt+.. +ofyz+...+2lzt+...=o0

’équation ponctuelle de S; I'équation en A pour la combinaison

AS+8'=o0
est
AR* 4+ QN34 PA2- 6'A 4~ A =0;

A s¢ rapporte & @, b, ..., ct 'on a avec les notations habituelles

8=aA+...+2fF+...4+20L+...,
b =(bc—fr)(a'd —Ut)+...

sans qu'il soit utile pour le moment d’écrire tous les termes de ®.
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Pour introduire les coefficients de I'équation (), rappelons

que @, b, ... sont les premiers mineurs A, B, ... du détermi-
nant

a h g 1
,\ h b f m
A f ¢ nf
I m n d

mineurs affectés de signes convenables. On a donc d’abord

A =23,

Ensuite, les premiers mineurs affectés de signes A, B, ... sont
simplement les produits de a, b, ... par ¢2, et 'on a

~

8 =7daa +...+2ff +...+20'+...) =320,

en désignant par O la quantité placée dans la parenthése. Enfin,
P'on a

(Be—fr)=8(ad—12), ...
et, par suite,

d=3d[(ad—12)(a'd—1?)+...]= 0o,

en posant (SaLmon, Géométrie a trois dimensions, p. 254),

o= (ad—0 )(ad-—-1U)+...
4+ (be —f2 )(eninnnnn. )+
+2(gm—hn)(.oooo.nn. ) R
+2(lec —ng)(.ovvonnn. Y4+ )
d2(mh—1b Y(uvieinn.. YHee )
+2(gh—af )(....v..... )+
+2(fd —mn)(.......... )+

5. Par analogie avec ce quia liea dans le plan pour les triangles
de Poncelet, on peut s’attendre (et cette précision se confirme) a
ce que la rvelation invariante annoncée au n° 3 soit

VAN /N £/ =o,
ou, S, désignant la somme des %, ...,
(83— 482)2— 6§ A" = o,

ou
0 — fA® == 8A)/AN.
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En introduisant 3, 0, ¢, et en mettant alors &' au lieu de A/,
on a enfin

HI.

6. Nous prendrons comme tétraédre de rélérence le tétraédre
D”ABC, D" étant, comme on I'a dit, le point de concours des
droites AA’, BB/, C(’; les plans des faces sont d, ', ", ¢"; on
passe donc du point de vue ponctuel au point de vue tangentiel
en remplacant, par exemple, A, A’, A" par a’, @/, a.

Les neuf sommets du polyédre sont :

1 A, B, C, sommets de rélérence; ,
20 A’, B, (U, sur les arétes de référence DA, DB, DC;
30 All’ ]3//, Cl/.

Les neuf plans des faces du polyé¢dre sont :

1° a, V', ¢", plans de référence;

2° a', V', ¢!, passant par les arétes de référence (d, a), ...;
3 a, b, c.

7. On a les équations suivantes :

(d') ou (A'B'C), ar +by+cs+dt = 0,
(d") ou (A"B"C"), ar +by +cs+ ot = o0,

N

(D" AB"C), ax+by+cz+%—,°x=oj

B3

(D"¥HC" A", ax+by+c;+%,2y=(»,

B

(D" A" B"), ar+by +cz+

s = o
< o ’

outre les douze paramctres du tétracdre de référence, on a les
sept paramétres a, b, ¢, 8, a', V', ¢'.

On a, pour le point A’,

axr 3 t

——cc—ds V- a’

comme on le vérifie aisément; nous définirons une constante o'
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par la relation
(R) ad'+ bb' + cc'— dd'+ (d' 3 + d¥') = o,
et nous aurons

(A") !

t?;

azx
aa +~d(¢'—d’)

| &

=‘Z:
b

; =

",

ou encore, ’équation tangentielle de ce point est
" ’ U ’ r d or ’
(A") au+bv+cw+dr+zl-(o—d)u=o.

8. Aprés avoir considéré les sommets du polyédre, considérons
les plans de ses faces.
Les trois plans BCB"(’, ... ont pour équations

to
E/:

8
AN
| &

7

R
o,

ces trois plans se coupent au point D' dont les coordonnées sont
a,l,c,d, etl'équation tangentielle de ce point est

(D" adu+bv+cw+dr=o.
Les trois plans B"C"B'(¥, ... ont pour équations
b d’ >
(a) ou (B"C"B'C") a.z‘+b_y+c:.—|—dt+t—l—,(o—-d)w=o,
" n ! ’ d
(D) ou (C'A"C'N') axr+by+czs+dt+ 5,(8—d)y = o,
(c) ou (A"B'A'B') ........ e ;

le second plan, par exemple, passe au point A’ pour lequel on
ay=o0,3=0,ar+dt=o, et il passe de méme au point C;
il passe au point A”, car on a

(ad'+de'—dd' )+ bb'+cc' +dd'+~d'é —dd = o

en vertu de la relation qui définit la constante ¢'.
Ces trois plans se coupent au point

(D) =7 =

al_br_'

O] &~
-

3
?___

comme on le vérifie par cette méme relation ; I'équation tangen-



—202 —
tielle de ce point est
(D) adu+bv+cw+dr=o.

On voit que l'on passe des sommets aux faces du polyédre
en échangeant z et u, ...,aetd, ..., et d. -

9. Considérons la quadrique S’ circonscrite au polyédre consi-
déré. Comme elle passe aux points A, B, G, A’, B/, (/, son équation
est de la forme

(az + by +cs+dt)t +~ Ayz +Bsr + Cay =o.

La section de cette conique par le plan A”B"C" est sur le cone

(ax +by +c3)?

(d—2¢ + Ayzs+ Bzz + Cry =o.

En écrivant que ce cOne contient le point A”, on a

g(a'——;f)] =0

(d—3)dr+ Ab'c'+ B [a’+ gw'—d')] +Cb [a'+
ou

(d—38)d?+ Ad'c'+Bc'a'+ Ca'b' + g(a'—- d)(Bcd+ Cb')=o;
les points B” ¢t C” donnent deux relations analogues, que I'on peut

remplacer par celles-ci :

Be'+- Cb' _ Ca'+-Ac  Ab'+Ba',
a - b - ¢ 4

on conclut de la, en tenant compte de (R),

A _ B _ c ¥
a(bb+ec’—aa’)  b(cc+aa—bb)  c(ad+bb—ecc) abe’
_ davd—3)

T dd+ds=di)’

X
Si P'on pose
p=bb+ cc'— aa, qg=-..., r=...,
I'équation de la quadrique S’ est donc, en doublant,
(8') nabcazxz+by +cs+dtit+a21(a'pys+bqgse+crory)y=o,

/" ayant la valeur ci-dessus.
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La quadrique S inscrite au polyédre a de méme pour équa-
tion tangentielle

(Z) 2abc(a’'u+bv+c'w+dryr+2hapow + bgwu + crue) = o,

avec
a(d—3¥)

A= =

10. Comme les constantes 8 et &', liées aux autres par la rela-
tion (R), n’entrent que dans A et X, cette relation (R) équivaut a
une relation entre A, A’ et les autres constantesa, ..., d,a’,...,d5
Les expressions de )’ et de A donnent

N+d).dd— N.dd' = dd'(d'— V),
—Ad3+(A+d).dd'=dd(d —)),

d’ou 'on tire

s 2y — 2+ d'\+ dd'
A= dd — o ad
25— d =2 AN+ dd

d)\l+ d’k‘-}- ddl >
larelation (R) devient

(R) 4dd MW — (dN + d'\)Laa = gd'(dd' + Saa'),
‘le signe 2 s'étendant a a, b, ¢, ou encore

(R") (4dN —Zaad')(4d'N— Saa') = (2dd'+ Zaa')?.

Iv.

11. 11 s’agit de vérifier la relation

62— ¢ = £ 2y/85"

EEN

On a d’abord

o Ne'r Nb'q a'bca.
Ne'r o Na'p a'bc'd
Nbg Na'p o a'b'cec

a'b'ca a'bcb a'bcec 2a'bcd

=

Divisons les trois premiéres lignes par N'b'c/, Nc'a/, Na'b', la
XXXIL 19
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derni¢re par a'l'c’, et multiplions les trois premiéres colonnes
par a', V', ¢/, la derniére par 2'; il vient

o r q 2aa

3 v r o p 200
@b = 2 q P o acc |

! aa' bb' cc' 4dN

A cause de ¢ + r=2ad/, retranchons de la dernié¢re colonne
la somme des trois premiéres; nons avons

o

1

e T,

o2

r > (4dN'—=aa'),

q

N Y
e "R

le signe T s’étendant & a, b, c. Finalement :
8'=a"202c"2 12 < pqr < (4dN — Zaa’),

On a pour ¢ une expression analogue. Par suite, en tenant
compte de la relation (R"), le produit ¢¢’ est un carré, comme
cela est nécessaire :

V33 = abe.a'b'c¢' W .pgr < (2dd' + % aa’).
12. On a ensuile

0 =abc.a'b'c'(2dd 4+ Saa')

+ A\ (aa'p? -+ bb'q2+ cc'r?).

1
2

13. Reste le polynome 9. L’équation (S') manquant de terme
en x*, y*, 5%, Péquation (X) manquant de termes en u?, v, w2,
on a (fin du n° 4)

o= (224 ..
=
+2(gm—hn)(gm' —n')+...
—2ll'(gg'+hh')y+...
+ogh. g h—+...

+ao(fd-—-mn)(f'd—mn')+...;

la quatriéme ligne contient les termes qui proviennent de la qua-
tritme ct de la cinqui¢me ligne dans U'expression générale de o.
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On trouve, en développant,

@ = (U'+ mm'+ nn'+ ff'+ gg'+ k' 2+ 2K,
avec
K=—fU(gm+hn—fl)y—. ..—...
+ dd' (ff'+ g&' -+ k')
—mnf'd —...—...
—m'nfd—...—...

b

d représentant ici le coefficient de r* dans U’équation (%),
c’est-a-dire 2 abed', etc; on en déduit

¢ =[abc.a'b'c'Saa’+ NN (aa'p*+...) ]2+ 2K,
ou

o= (-‘) 60— 2abc.a’b'c’.dd’)2+ 2K.

14. Larelation a vérifier devient, en prenant le signe -+ devant
le radical,

aabe.d'b'c .dd .0 — §a*b2c?.a'2b'2c'?.d2d'2— 2K
=2abc.a'b' ¢’ .\ .pgr x (2dd’ + Zaa'),
ou
K

m, = (ld’(e —2(1[)0.(1’()’0’.({(1’)—)\)\,qu'(2dd'+ Eaa')
) =add [abc.a'b'c¢'(dd’' + Zaa’) + N (aa' p+...)]

— W\ pgr(2dd' + Saa').
Or on a, d’aprés Uexpression de K donnée au n° 13,

K=—M.abc.a'b'c'[aa'p(bb'q+cc'r—aa'p)+...+...]
+ 4M abc.a'b'c'.dd'[aa'p?+...+...]
—2a?brct.a2b2c2(dN +~d'N)(p+ g + r),

ou, en remplacant p + ¢ -+ r par Sad', et en tlenant compte
de (R),
K

abe.abc — M [aad'p(bb'qg +cc'r—aa'p)+...+...]
. dd (aa it )

—a2abc.a'b'c'[§dd' W —dd' (dd'+ X aa')|;

il faut donc vérifier que le second membre de cette égalité ne
différe pas de 'expression

add'[abe.a'b' c'(dd' + Laa')+ N (aa' pt+.. )| — W pgr(2dd +2 aa').
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Les termes indépendants du produit A} sont d’abord identiques.
Il reste & vérifier :

—aad'p(bb'q+cc'r—aa'p)y—...—...
+2dd'(aa'p?+...+...—fabc.a'b'c’) = — pgr (2dd + Zaa').

Pour les termes indépendants du produit dd’, si I'on pose
aa' = a, bb' =8, cc'=v,
d’ou »
p=B+yv—=u, ceey ceey
on a, par exemple,

bb'g+cc'r—aap=0(t+a—B)+vy(2+B—y)—2(B+y—2)
=a—B—yr=@+f-7)(2—8+7)

et I'on doit vérifier
—a(B+y—2)(2+B—Y)(2—P+y)—...—... = —pgria,

ce qui est une identité.
Pour les termes en dd', on doit vérifier

a(B+y—ay+ Ly +a—B)+v(2+E—y)2—4afy = —pgr;

or, le premier membre admet le facteur p, comme on le voit en y
faisant & = 3 + v, etc.; il est donc divisible par pgr, et les deux
membres de I'égalité ne peuvent différer que par une constante;
ils ne different pas, puisque les termes en a3 par exemple sont
les mémes.



