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LA RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS;
Par M. R. o MonTEssus.

Hoéné Wronski (*) a fondé la réduction numérique des équa-
tions algébrigues sur les fonctions aleph. Ces fonctions sont un
cas particulier de fonctions plus générales, permettant de résoudre,
comme celles-ci, l]a question posée.

Qui plus est, ces fonctions générales donnent la solution des
équations numériques transcendantes, au lieu que les fonctions
aleph n’y sauraient prétendre.

Je vais briévement exposer la méthode de résolution des équa-
tions numériques, telle qu’elle résulte de travaux récents (2), et
comparer les résullats de cette méthode avec ceux que H. Wronski
avait énoncés quatre-vingt-diz ans plus t6t.

Je suppose que I'équation a étudier ne posséde que des racines
simples. Deux cas sont & distinguer.

I. Les modules des deux racines les plus proches du point
z = o sont différents 'un de Uautre.
Soit
F(s)=o0
P’équation proposée et soit «, la racine de moindre module. Si
®(z) est une fonction assujettie aux seules conditions : 1° de
n’avoir aucun pdle dans le cercle de rayon |« |; 2° que la fonction

®(3)
F(z

~

soit développable en série de puissances entiéres
(1) So+ 513 + 5332 +...,
. Sp . . ..
on sait que le rapport v tendra, p croissant indéfiniment,
vers la racine « (3).

(') H. Wronski, Resolution gcnerale des équations de tous les degres
( Messianisme, t. I1I).

(?) HapaMaRD, La série de Taylor et son prolongement analytique, p. yo.

(*) HapaMARD, loc. cit., p. 38.



— 97 —

Si F(3) est un polynome, on pourra prendre pour ®(z) un
polynome quelconque. On déterminera alors la série (1) en iden-
tifiant les termes de 'identité

®D(3) =F(3) X (80+ 515+ 85332+...).
On vérifiera sans peine que, si
F(3) =3m— Ajgm-14 Aggm—2— . (—1)mA,,,

les coefficients s,, sont déterminés de la maniére suivante :

1° Les premiers s, s, ..., 5p dépendent du polynome ®(3z),
c’est-a-dire, pour I'objet qui nous préoccupe, sont arbitraires;
on peut prendre arbitrairement, quel que soit le nombre fini p,
les coefficients sy, $yy . . «y Sp.

2° Les coefficients sp ¢, Spya, - - - Vérifient la loi de récurrence

(2) —Amsn+ Ap-18p—1+...
G+ (—1)MAysp iy + (—1)m g, _p=0 (n<p).

Semblablement, le calcul de la racine de plus grand module,
a la supposer seule de ce module, peut se faire comme il suil :
Faisant sur ’équation la transformation 3 = li, on ‘est ramené

au cas précédent.
Si
Co+ 1L + S22 +...

est le développement en série de la fonction

¢|(Z)’
Fy(Z)
o F,(Z) = o est la transformée de F(z) = o par la substitotion
3= li’
Se+t
Sp

tend vers la racine en question.
Ici les fonctions & vérifient la loi de récurrence

(3) - A| S p—t + A,f,,_g—-- ot (— 1m AnSp—m=o.

J. Bernoulli connaissait ce procédé de calcul des racines de
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plus petit et plus grand module dans le cas oi l’équation est
algébrique.

Wronski de méme. Ce dernier emploie a cet effet les fonctions

aleph. Les fonctions aleph positives correspondent aux (onctions
d et sont définies par les conditions

Aleph de 3éro = Qo(0) = fo(2y, gy -.y Tpp)P= (R34 29 +.0eb-ap)0 =1,

Aleph de un = (1) = Ro(ag, Aay +eey T )1==(Rg— Gy —eeetyp )l = &y~ Gy ~2ee %y,
Aleph de deur = Mo(2) = M2, Tgy oory Am)?= (A3~ %g o 2p)} = Sal+Sa,as,

Aleph de trois = fo(3) = fo(a), day «oey An)3= (2 +Ag+...4p)} =Za} +Satay + Say 2y %3,

ol le symbole (), indique que, dans le développement de
(@14 2+ oot ap)P,

plp—1) plp—n(p—2)
1.2 1.2.3 ?

on doit remplacer tous les facteurs p,
par 'unité.

Les fonctions A vérifient les relations de récurrence (3) et la

———%j‘np(;'), quand p croit indéfiniment, n’est autre que la

racine de plus grand module de 'équation, si toutes les autres
racines ont des modules moindres.

Le calcul de la racine de moindre module, a supposer que toutes
les autres racines soient plus grandes en modules, se fait de méme
par les fonctions aleph négatives, définies comme il suit :

limite de

d(—1)=h(—2)=db(—3)=...=db[—(m —1)] =0,
—Apfo[—(n+m)] +Ap_yh[— (n+ m—1)]
—Apqdo[—(n+m—2)]+...
+ (— D2t [— (n+1)] + (—1)=L(—n) =0,

ce qui n’est autre que la relation de récurrence (2).

. Les modules des deux racines les plus proches de
Uorigine sont identiques.

Si les modules des racines de I'équation, algébrique ou non,
vérifient les inégalités

[ ]Sl | <|as|Slay|<...,

on peut former I'équation du second degré admettant les racines
%y, %2, sous condition qu’il existe une fonction ®(3) n’ayant aucun
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pole dans le cercle de rayon | a, | et telle que la fonction

P(3)
F(s)

soit développable en série suivant les puissances entiéres de la
variable 3. En effet, on peut écrire

[ B F
‘(z) = A -+ d:,(z) ou F1(5)=————-—(3) —>
F(z) ay—z  a3—3z  Fyz) (21— 3)(22—3)
A A Az  Az? Azn-
= ok ek
ag— 3 oy a‘ 1 ay
B B Bz B 32 Bzn—1
= — — t— "t — +..,
ay— 3 0 a3l a} al
d(3z
4) Fi_z'; I S R S L SRSy -1 SR
et si
q:,(z) =80+ 513 + S$33+.. .+ Sp N 4... ¢
Fi(z)
l(l
A B ..
Sp= z'l“'i +;—,’,-r‘-+8,,,

2° Les quantilés afs,, ajs, tendent vers zéro quand n croit

indéfiniment.

Car la série (4) converge par hypothése dans un cercle de rayon
> | 43|, puisque les péles de ®(z) [ou @, (3)] et les zéros de F, (=)

sont extérieurs au cercle de rayon |ay|. Donc les séries Za)s,,

Za} s, convergent, ce qui justifie la proposition. Cela posé, étu-
dions le déterminant

;An -+ % + s;l- 1 ’-ﬁp -+ ~H+p -+ sl’&+p~ 1
D= Su-t Swrp-r| _|o al alf al )
Sn. Sa+p A + B +s! _A_ s l

aliv 1 U+l n PTA ST n+p |

Multipliant la deuxi¢me colonne par af ct retranchant de la pre-
micre, il vient

B z’,’) , o AL B
- {— — +Spe)— &S - — - -
ag. a{:‘ n=1 12n+p -1 alll +1 ag+p n+p-1

l)Il,p=

»

b . por 3 v
— =} 4 —ay —— e e - ]
ntl ) n 12 M TYEE nep+| n+p
ot o) afrr agrs

PR
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Maultipliant la premiére colonne par L et retranchant de la

P
3
. o ges al
deuxié¢me, multipliée au préalable par 1 — *
af / Pt 1 !
@ T +Sp—1 — % Sn+p-1 an+p p — 5 Sn-1FSnep-1t
D 1 H ay %3 3 .
n,p s
' [_a.__", B a’l’ ! P ol ‘1, L) '
a,’; ;l’lTl 1I— a—” +S8p — X Sp4p a’“‘l’*‘l _p - ;T‘n + Su+p
2 %g 2
d’ou
2321 Dp,p

of abt af ol
B l—--— +aa31s),  —ay p Tay - s,,ﬂ,_, A 1—— )= ,,u','"s,, (oagaltt-ls,
1 af %3 %y L1

14 14 P 14 14

| B 15 af A af\, of

—— I—— +a”‘n___q,"+l’sn+’ = ai’rz+ui+l"'lz+
af “2( a,) af L ab) " ap e P

Les expressions soulignées tendent vers zéro quand n croit
indéfiniment, p restant fini et bien déterminé.

Donec
af af
AB T T o\ /1
I
alal*PDy p= ——— 2 1 +R,,,,=AB(I———‘—)(-—— )+R,,
!
S A SN e ) \aa) e
af | @2 af 2y ab

oit R, p tend vers zéro, quand n croitindéfiniment, p restant fini,
et

= p +1
aftPriadtP+iD, , = AB(af — af) (a3 —ay) + 228" Ry .

On en conclut

a}tPHigR+PH1D, _ AB(z,—m, ) (29— ay) + a2t R, »
aftPriadtPriD, y  AB(ah—al) (e — o)) 2325 Rypy

.

b

.
dou
Sn—1  Sp4+p-1
- . Sn Sn+
(5) lim L = a4,
nize Sn Sn+p

Sn+1 Sp+p+t
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En particulier,

Sn—1  Sn
. Sn Sn+1
lim - = %y Ay
n=w in Sn+1

Sp+1  Sn+2

On en conclut encore

+1 1
agtPriaitPi2D, oy AB(aft! — af™t) (an—ar) +2iaf Ry pay
attPriaf+rriD, . AB(af—af) (23— ;) + @328 Rytr p

’

d’ou

Sn—1  Sn+p

P+1 1
lim Sn Sp+p+r | %y — ¢’|H-
n=—=weo

Sn Sn+p ' af—a’,’
Sn+1  Sn+p+1
En particulier,

Sn—1  Sn+1

(6) lim Sn Sn+2

n=oaw

= oy + &3,
Sn Sn+1

Sn+1  Sn+2

Ainsi, quand n croit indéfiniment, les racines de I’équation

2
SnSn+1 Sn—1Sn+2 s Sn—1Sn+
) 2 non: n 1

(

=0

0

SEiy—SnSn+a She1— SnSn+e

tendent vers o, a,.

On peut de méme eonstruire 1'équation ayant pour racines les
deux racines de plus grand module a,, @, sous condition que leurs
modules soient plus grands que les modules de toutes les autres
racines.

Wronski, au moyen des (onctions aleph composées, qui sonlt
aux fonctions aleph simples ce que les coeflicients de I'équation
en oy, %, SONt & S,_y, Suy Suysy Susz, @ formé semblablement I'équa-
tion (7) et I'équation donnant les deux racines de plus grands
modules.

L Les modules des p(p > 2) racines les plus proches du
point s =o sont identiques.

la S lag S Slap | <laper 2] 2pea] 50, :
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Dans ce cas, comme dans le cas de p = 2, on peul former ('),
et Wronski Uavait fait, 'équation de degré p admettant les ra-
cines a,, &y, ..., &p; Wronski avait aussi formé I'équation admet-
tant les racines agyy, dgya,y «oey Om Si |@|g>|tgps |S]2g42]Se . S0n].

11 est plus simple d’observer qu’une substitution z=a +Z ol a
est convenablement choisi, et d’ailleurs facile a choisir, fait que
une ou deux racines seulement se trouvent sur le cercle de con-

vergence de % .

La méthode indiquée donnera donc, dans tous les cas, soit une,
soit deuz racines : je parle de valeurs approchées. D’oli formation
possible d’une équation approchée; admettant comme racines des
valeurs approchées des autres racines de la proposée. Un pourra
calculer ainsi des valeurs approchées des racines de 1'équation
proposée. Cela permettra de construire un cercle Cdecentrez =4,
¥y = k al'intérieur duquel sera la seule racine o) que I'on voudra
calculer avec telle approximation fixée a I'avance. Faisant, en eflct,
sur I'équation, la substitution

z+iy=3=X+h+i(Y+k),

I'équation transformée en Z aura la seule racine o)+ k + 7k dans
le cercle C ayant son centre au point Z = o. Dés lors, la méthode
exposée au paragraphe I permettra de calculer oy—+ A+ ik,
d’oii @), avec telle approximation que ’on voudra.

IV. Dans la méthode exposée, le choix des indéterminées
S0y S1y ey Sm-

influe sur la convergence plus ou moins rapide des rapports dé-
terminant les racines. Nous n’avons actuellement aucun moyen
d’étudier a pnior1 la rapidité de la convergence. Si nous remar-
quons que dans les équations traitées par Wronski (et ces équa-
tions ne peuventavoir été choisies a cet effet) la convergence s'af-
Jirme comme Tais rAPIDE, nous devons conclure que le cnoix nes
FONCTIONS ALEPH EST, selon loute vraisemblance, PARFATTEMENT A~
PROPRIE A LA RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

(") Habvamanp, loc. cit., p. %,
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Conclusion. — H. Wronski avait indiqué, voici prés d’'un
siécle, la méthode de réduction des équations numériques algé-
briques que de récents travaux ont retrouvée, seule méthode qui
atleigne pleinement le but proposé.

A vrai dire, Wronski n’avait pas fait la discussion de sa mé-
thode : mais les notions restreintes que les géométres ses contem-
porains avaient de I’Analyse ne lui permettaient pas de faire cette
discussion.

Du moins, Wronski a-t-il eu le mérite d’indiquer une base,
les fonctions aleph, permettant de construire des expressions
rapidement convergentes, ce que nul aprés lui n’a tenté.

Cependant, I’exposé de Wronski est a ce point... obscur et plus,
qu’il ne pouvait guére étre compris tel qu’il est. Il était néces-
saire, pourrail-on dire, que les résultats de l’énigmatique Polo-
nais fussent retrouvés par une voie nouvelle,




