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LA RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS;
Par M. R. DE MONTES$US.

Hoén.é Wronski ( < ) a fondé la rédaction numérique des équa-
tions algébriques sur les fonctions aleph. Ces fonctions sont un
cas particulier de fonctions plus générales) permettant de résoudre)
comme celles-ci, la question posée.

Qui plus est) ces fonctions générales donnent la solution des
équations numériques transcendantes, au lieu que les fonctions
aleph n'y sauraient prétendre.

Je vais brièvement exposer la méthode de résolution des équa-
tions numériques, telle qu'elle résulte de travaux récents (2), et
comparer les résultats de cette méthode avec ceux que H. Wronski
avait énoncés quatre-vingt-dix ans plus tôt.

Je suppose que l'équation à étudier ne possède que des racines
simples. Deux cas sont à distinguer,

J. Les modules des deux racines les plus proches du point
z=o sont différents l'un de l^ autre.

Soit
F(^)=o

l'équation proposée et soit a< la racine de moindre module. Si
^(z) est une fonction assujettie aux seules conditions : 1° de
n'avoir aucun pôle dans le cercle de rayon | a« | ; 2° que la fonction

^(JS)

F(^)

soit développable en série de puissances entières

on sait que le rapport —/L tendra) p croissant indéfiniment,
vers la racine a(3).

( * ) H. WRONSKI, Résolution, générale des équations de tous les degrcs
( Messianisme y t. III).

(2 ) HADAMARO, La série de Taylor et son prolongement analytique, p. <»o.
(3) HADAMARD, loc. cit., p. 38.
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Si F(^) est un polynôme, on pourra prendre pour ^(^) un

polynôme quelconque. On déterminera alors la série ( i ) en iden-
tifiant les termes de l'identité

4>(-») = F (z) x («o -4- ̂  •+• 'î 1 -+"...).

On vérifiera fa^f peine que, si

F(-s) = aw—Al-sw- l-+-A^-sw- l—...-»-(—i)"» A,»,

les coefficients^ sont déterminés de la manière suivante :

i° Les premiers j?o, s^ . . . , s? dépendent du polynôme ^(z)j
c^est-à-dire, pour Pobjet qui nous préoccupe, sont arbitraires;
on peut prendre arbitrairement^ quel que soit le nombre fini f>,
les coefficients s^ s^, .. •, s?.

2° Les coefficients ^»+n ^/»+a» • • • vérifient la loi de récurrence
(2) —A^j^-i-A^-i^-i-t-...

-H-I^AI^-^-D-H- i)~+*»»-^=o (n<p).

Semblablement, le calcul de la racine de plus grand module,
à la supposer seule de ce module, peut se faire comme il suit :

Faisant sur Péquation la transformation z=-f on est ramené
au cas précédent.

Si
cro-+-cTiZ-+-o'iZ1 -+-...

est le développement en série de la fonction

^i(Z)
F,(Z/

où Fi (Z) == o est la transformée de F(-s) == o par la substitolion

5==^
g'p-n
^P

tend vers la racine en question.
Ici les fonctions cf vérifient la loi de récurrence

(3) Sn— Ai3»-i4- A,3',(-,—. . .4- (— l^^m^n-m^ 0.

J. Bcrnoulli connaissait ce procédé de calcul des racines de
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plus petit et plus grand module dans le cas où l'équation est
algébrique.

Wronski de même. Ce dernier emploie à cet effet les fonctions
aleph. Les fonctions aleph positives correspondent aux fonctions
rf et sont définies par les conditions

Aleph de zéro = <A,(o) = <A>(ai, a», ..., a,»)o=(ai4-ai+...+a,,,)o=:i,
Aleph de un =^,(i)==Jl»(ai, a», ..., a^)*=(ai+aï+...+a,,,)i=ai-+-aa4-...-+-a,«,

Aleph de û?eM.r==<A,(2)=Jl<ai, a,, ..., a^)î=(ai-+-a»+...+a,,,)î=2aÎ4-Saia2,
Aleph de trois ==cAo(3)==Jl»(ai, a»,..., a,„)8=(al+al-+-...-+-a„()}=2aî4-Saîa2-^-Salal«3,

où le symbole ( )i indique que, dans le développement de

(ai-h3n-h...-+-a,,t)P,

on doit remplacer tous les facteurs /?, p p ^ ï ) , 7 N / ? " " / ^ ~ " < / , ...
par l'unité.

Les fonctions Jl. vérifient les relations de récurrence (3) et la
limite de—-L-——^ quand p croît indéfiniment, n'est autre que la
racine de plus grand module de Inéquation, si toutes les autres
racines ont des modules moindres.

Le calcul de la racine de moindre module, à supposer que toutes
les autres racines soient plus grandes en modules, se fait de même
par les fonctions aleph négatives, définies comme il suit :

<Jl,(—i)=Jlo(—5.)=Jl,(—3)=...==<A,[—(m ~i)|=o,
—AwcAo[--(/i-h7»i)] -hA,,t-iJl)[—(/i4- m—i)]

——A^-iJl)[—(/l+ 771— -2 )]-!-.. .

4- (— l)771-* Jl.[— (7l 4- I)J -+- (—— l)7"-1 ^(— 71) = 0,

ce qui n'est autre que la relation de récurrence (2).

II. Les modules des deux racines les plus proches de
l'origine sont identiques.

Si les modules des racines de l'équation, algébrique ou non,
vérifient les inégalités

| a i | ^ | a 2 [ < | a 3 [ ^ | a J < . . . ,

on peut former l'équation du second degré admellant les racines
a,, a^, sous condition qu'il existe une fonelion <1>(^) n'ayant aucun



pôle dans le cercle de rayon | a^ | et lelle que la fonction

^(z)
F(<)

soit développable en série suivant les puissances entières de la
variable z. En effet, on peut écrire

*(-s)
F(^)

(4)

et si

A
ai-

^(-s)
F^)~-

L

-^

A
04—

B
ag—

B
Slî-

•-5

• ^

-S

A
ai
B
as

^

, 4>i(^)
î )
A<s

1 A 1«î
B^

-^+

-1- '̂1 a -h

OÙ

A-S2

aî 4-
Bzi
^ ^

5,52-+-..

F / \
l(-s)-

A^'/--i
• • ' a?

B z"-1

..4- ———7,——
aï

.4-^4-.

(ai—

-h...,

4-...,

• • »

F(^
Z ) { ï ï -- G;

^l(^)

^)
= 5o -»- 5i Z -h Sg -Z2 -+- . . . -4- Sn S" -+-. . . :

A B
a?-'-1 •+^î

2° Les quantités a^, a^^ tendent vers zéro quand n croît
indéfiniment.

Car la série (4) converge par hypothèse dans un cercle de ravon
> [ a^ |, puisque les pôles de ̂ (z) [ou <î>i (^)j et les zéros de F< (:?)
sont extérieurs au cercle de rayon |aa|. Donc les séries Sa^.^,
Sa^ convergent, ce qui justifie la proposition. Cela posé, étu-
dions le déterminant

D.
Sn

^n-t-p-l

^ft+p

A B^
iï 4" aç
A lî

4-5
A

' /<-1
B

"a^+p "n+p-1

a, r -+-^
A B

a^+/^i '+' ̂ -^+1 4" s/(+^

Multipliant ladeuxicme colonne par a^ et rctrancliant de la pre-
mière, il vient

1)^

B
oî

( <\
V<)

(^-^
\ ^)

" H + / / - 1 fiii^p

—0(/|'A'^/' ,•777^

^//+/^ î • î//+//-

^y+TT-'î "('• •< '//+/•
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Multipliant la première colonne par -^ et retranchant de la
a?deuxième, multipliée au préalable par i — -j^

D,<,p=r
1 (I-^) ̂ ————^-i

A

a? J$
a? «J-^fi-^aï^v cj+^ ,P »i

•i^n+p-^S
A

ay+//+i

(-^••-1
(-:-i)-.r-

.-i+î,a+p-1

+*\n+p

d'où

a;aï+"D,,p

«('-"l) -t-«.«î-1 *«-i -«.'̂ «r7'-1 *;.̂ -i Afi-^^-al'îatl^+alar'^
\ 'l/ *! ——————————— \ »î/ «l ——————— ——————

_«î B/ aî\
«? 5.V~.?J

i-'- ) +«?<»- "-"r7'^
S'-î̂

/»
Afi-^îllaï^+ar^ai\ aÇ/ aÇ——^ -•——"±

Les expressions soulignées tendent vers zéro quand n croît
indéfiniment, p restant fini et bien déterminé.

Donc

aïaï+PD«,p=

«î
'«?AB

a?

.-"« j-f.-^n -î-f.-^
«? a,\, ,î; ,,V ,̂

î(,-ïî)(J._l)^R^,
\ aÇ/ \ai a,/

+R,,,=AB ,--,----.-«„,„

oà R^^p tend vers zéro, quand n croît indéfiniment, p restant fini,
et

aï^ia^+t D^= AB(aî- a?) (a,-a,) + a^r1 Rn,,,.

On en conclut

0^+1 a?^D^ AIHaî-a^^afa^+alar^B^
ar^ar^'^+i.//

d'où

(5) lim-
n:—-vo

AB(«î-aî)(

^/t-1 ^t 4-7^-1

Sn Sn+p

Sn SH+R

sfH-^ s^l+p^-l

aî-aO-halar'R^+ip'

-'I ~2*



En particulier,

lim
/!=: «O
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Sn-t Sn

Sn sn+i

\n ^4-1
sn-^-t sn+t

ai 02

On en conclut encore

«^H-i^p+îp^ ̂  AB(ar1 ~ «r1 ) («t~ «a -^«r* Rn^i
aï^îar^D^,,, AB(aî- a?) (a,- a^) + a^R^,/, ^

d'où
-̂l •W4-/»

«r1 «r1^^ Sn-^fH-tlim
n==« sn S/t-^p

sn•^-l sn•^-p•^-^

„? ^pa,—ai

En particulier,

W \ïm

sn-t sn^-^

Sn Sn-t-î

^n ^»4-l

Sn+i sn-^-ï

== ai+Oî.

Ainsi, quand n croît indéfiniment, les racines de ^équation

^î — Sn—\ Sn+l, '<!nSn-^-i~~•sn—lsn-^-S ^JS* — ———-————————————— Z •
sï^-^-i — snsn-^î sî+l-"5/ts/t-+-»

tendent vers a^ a^.
On peut de même oonstruire l'équation ajant pour racines les

deux racines de plus grand module a<, a^ sous condition que leurs
modules soient plus grands que les modules de toutes les autres
racines.

Wronski, au mojen des fonctions aleph composées, qui sont
aux fonctions aleph simples ce que les coefficients de Fequation
en ai, a^ sont à .?,<_<, ^^.4-0^4-2, a formé semblablementl'équîi-
tion (7) et l'équation donnant les deux racines de plus grands
modules.

1 1 1 Les modules des p^p^i} racines les plus proches du
point z == o sont identK/Kes.

1 a, |$ | as \i.. S | a,, | < | a^, | ± \ a,,̂  )$.. . .
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Dans ce cas, comme dans le cas dep= 2, on peut former (*),

et Wronski V avait fait, l'équation de degré p admettant les ra-
cines a<, a^, ..., Op; Wronskî avait aussi formé l'équation admet-
tant les racines a^, ay.̂  • • • » aw si |a|y>|a^J^|ay+2|^---^|aw|.

Il est plus simple d'observer qu'une substitution z = a 4- Z où a
est convenablement choisi, et d'ailleurs facile à choisir, fait que
une ou deux racines seulement se trouvent sur le cercle de con-

vergence de ——•

La méthode indiquée donnera donc, dans tous les cas, soit une^
soit deux racines : je parle de valeurs approchées. D'où formation
possible d'une équation approchée, admettant comme racines des
valeurs approchées des autres racines de la proposée. On pourra
calculer ainsi des valeurs approchées des racines de l'équation
proposée. Cela permettra de construire un cercle Cdecenlre.r==A,
y == k à l'intérieur duquel sera la seule racine y.\ que l'on voudra
calculer avec telle approximation fixée à l'avance. Faisant, en eflct,
sur l'équation, la substitution

a? -h iy == « = X -h /i -h i( Y -h A:),

l'équation transformée en Z aura la seule racine o^-j- h + ik dans
le cercle C ayant son centre au point Z == o. Dès lors, la méthode
exposée au paragraphe 1 permettra de calculer a^-l-A+iA',
d'où a^, avec telle approximation que l'on voudra.

IV. Dans la méthode exposée, le choix des indéterminées

SQi St, ..., Sm-.t

influe sur la convergence plus ou moins rapide des rapports dé-
terminant les racines. Nous n'avons actuellement aucun moyen
d'étudier A PRIORI la rapidité de la convergence. Si nous remar-
quons que dans les équations traitées par f Wronski (et ces équa-
tions ne peuvent avoir été choisies à cet effet) la convergence s^af-
firme comme TKES RAPIDE, no us devons conclure que le CHOIX DES
FOWCTIOWS ALEPH EST, Selon lOIltC Vraisemblance, PAÏIFAITKMR1NT AP-

PROPRIÉ A LA RÉSOLtTIOA W I J A l K R I Q U E DES ÉQtAÏlOJNS ALGÉBRIQUES.

( 1 ) IL\I»A.MA«I). foc. r//.. p.''(i
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Conclusion. — H. Wronski avait indiqué, voici près d'un
siècle, la méthode de réduction des équations numériques algé-
briques que de récents travaux ont retrouvée, seule métiiode qui
atteigne pleinement le but proposé.

A vrai dire, Wronski n'avait pas fait la discussion de sa mé-
thode : mais les notions restreintes que les géomètres ses contem-
porains avaient de l'Analyse ne lui permettaient pas de faire cette
discussion.

Du moins, Wronski a-l<il eu le mérite d'indiquer une base^
tes fonctions ateph, permettant de construire des expressions
rapidement convergentes, ce que nul après lui n'a tenté.

Cependant, l'exposé de Wronski est à ce point... obscur et plus,
qu'il ne pouvait guère être compris tel qu'il est. // était néces-
saire, pourrait-on dire, que les résultats dé Uénigmatique Polo»
nais fussent retrouvés par une voie nouvelle,


