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GENERALISATION DE LA THEORIE DU TRIEDRE MOBILE;

Par M. EmiLe Corron.

La premiére Partie de ce travail concerne les mouvements a plu-
sieurs paramétres de l’espace ordinaire. Je montre comment on
passe des formules habituelles définissant les éléments géomé-
triques attachés aux trajectoires aux formules analogues relatives
au triedre mobile : on substitue aux dérivées des coordonnées or-
dinaires certaines fonctions des paramétres du mouvement; ces
fonctions se déterminent de proche en proche par une méthode
simple.

Dans la suite, j’attribue au mot mouvement un sens plus étendu
encore. J'appelle, par exemple, mouvement d’ensemble a p para-
métres u,, ..., up d'un espace K(z,, ..., ,) par rapport a un
espace fixe E'(z}, ..., z,) une correspondance entre les 2n + p
variables z, ' et u, obtenue en remplagant dans les équations

wi:f’(zlhﬂ'vz;ﬁah--'yar) (i=l,‘2,...,n)

d’un groupe fini continu et transitif G, les paramétres a,, ..., a,
par des fonctions des variables u,, ..., Up.

Au lieu de supposer le mouvement d’ensemble explicitement
donné, on peut le considérer comme déterminé par I'un de ces
systémes d’équations linéaires aux différentielles totales dont j’ai
fait antérieurement I’étude (*). On parvient alors (1I¢ Partie) & un
principe de passage analogue a celui du début, tant par sa forme
que par ses conséquences.

Dans la III® Partie, je montre que la notion d’élément réduit (*)
relatif & une multiplicité de I'espace E’ et au groupe G, permet
d’attacher a toute multiplicité 2 p dimensions, un mouvement d’en-
semble & p paramétres dont J’étude peut étre substituée a celle de
la multiplicité.

Celte notion de mouvement auxiliaire permet de présenter sous

(') Comptes rendus, 6 janvier 190>. Annales de !'Université de Grenoble,
t. XVI, p. 36;. Les renvois a ce dernicr travail sont indiqués, dans la suite, par
les mots S)y'stémes (L.).

(%) Tuessk, Acta mathematica, t. XVII1L.
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une forme intuitive un résultat donné par M. Vessiot dans I'un de
ses beaux Mémoires (') sur I'application de la théorie des groupes
aux systémes différentiels; il s’agit de la décomposition d’un sys-
teme différentiel admettant un groupe en un systéme résolvant et
un systéme automorphe.

Il n’est question ici que de groupes finis; mais ce cas particulier
est important en Géométrie. J’espére que le présent travail facili-
tera l'utilisation des groupes (autres que celui des mouvements)
qui se présentent naturellement dans des questions classiques; tel
est, par exemple, le groupe de la représentation conforme.

J'indique rapidement, en terminant, de quelle fagon on pourrait
en tirer parti dans la recherche des systémes triples orthogonaux.

I. — SUR LA THEORIE DU TRIEDRE MOBILE.

1. Nous dirons qu’un point M est animé par rapport a un
triedre T'(O'2'y' 2') d’un mouvement a deux parametres (?) u, ¢,
lorsque les coordonnées 2, y', 2’ de M sont fonctions des deux
variables u, v.

Nous appellerons vitesse de M relativement & u, le vecteur MM,
dz' dy' 03

%’ ou’ 9us € définirons de méme la vi-

dont les projections sont

tesse MM, relative a ¢.
Par le point fixe O’, menons le vecteur O'V,, équipollent 3 MM,;
et par M menons des vecteurs MM;., MM;, équipollents respecti-

vement aux vitesses de V,, relativement & « et v. Nous dirons que
ces vecteurs MM, ou J,: et MM}, ou J,, sont les accélérations rela-
tives 4 u? et & uv. On définit d’une fagon analogue les accéléra-

tons J,, et J,: relatives & vu et a ¢2; d’ailleurs J,, et J,, sont
identiques.

(') Vessior, Annales de I’Ecole Normale, 1903 et 19o}; Acta mathematica,
t. XXVIII. Ce dernier Mémoire est le plus important pour le sujet qui nous occupe.

(%) Nous distinguons le mouvement d’un point du déplacement de ce point.
Dans le déplacement on ne s'occupe que de I'ensemble des positions occupées par
le point variablc; dans le mouvement on tient compte de la relation entre ces po-
sitions et les valeurs de certains paramé.res. Si 'on remplace u, v par des fonc-
tions de u', ¢, les nouvelles expressions de z'y’ 5" définissent le méme déplace-
ment que les ancicnnes, el un nouveau mouvement.
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Des accélérations du premier ordre, que l'on vient de définir,
on passe & celles du second ordre Jus, Jur, Jus, Jus, puis a celles
du troisiéme, du quatriéme, ..., du ni*® ordre par le méme pro-
cédé qui permet de définir les accélérations du premier ordre en
partant des vitesses. Les accélérations d’ordre n sont des vecteurs,
ayant M pour origine, dont les projections sur O'z’ sont les déri-
vées d’ordre n + 1 de 2/, et de méme poar O’y et 0'3.

2. Imaginons maintenant que le mouvement absolu (') de M
soit délerminé par I'expression, en fonction des variables u, v,
des coordonnées z, ¥, 5 de M relativement a un triédre mobile
Ozyz ou T, le mouvement de T par rapport & T’ étant donné
par un systéme (L) d’équations linéaires aux différentielles totales,
complétement intégrable.

Nous allons calculer les projections des vitesses et des accéléra-
tions sur les axes du nouveau triédre.

Soit

( de+t du+§ dv+ (qdu+ q,de)s —(rdu+rydv)y=o,
) {dy+ndu+mdo+(rdu+ridv)yz—(pdu—+ pydv)s =o,
dz +{du—+Ydv+ (pdu+ pydv)y —(q du+ q,dv)z = o,

le systéme (L) considéré (2).
D’aprés la fagon méme dont on obtient (1), on peut écrire les
projections des vitesses

ox 0 03

MM, zy= R-,—E +q3 —ry, Y= b‘£+~q “+rxr —p3, Z= ﬁ—'—( +py —qw,
ox 0 0.

MM, zp= %t h+qis—riy, yu= é—%"l-m-'l-"a-’l«‘—l’v‘, s01= -£ +&+pry—q1@.

Nous désignerons, d’une fagon générale, par Zug, ¥ap, 348 les
projections sur les axes de T de P'accélération d’ordre o + 3 —1
relative & u et vB. On obtient ces projections en reprenant le rai-

(') Les mots mouvement absolu, mouvement relatif, mouvement d’entraine-
ment seront employés avec un sens analogue a celui qu’ils ont en Cinématique.

(?) Tout systéme d’intégrales de (1) détermine les coordonnées (relatixes a T)
d’un point fixé & T'. Voir DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. I,
Chap. VII, et K&Nigs, Cinématique, Chap. X.
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sonnement classique (*) qui conduit, en Cinématique, aux formules
de Bour et a leur généralisation.
On a ainsi les formules de récurrence

oz
TarB = ok + gSag— T yaps
9
(3) Yoat+1,= %‘,%E + r&a— psab,

0z
3+, = "‘dig +PYaf— 9 Taf,

0xaf
Ta,p+rt = 5= + Q184 "1 VaBs
9
4) { }'a.ﬁ+t='—yd:l—a+"lxaﬂ'— P13a8,
0348

Zap+1 = 5= + Pr1Yap— 91%ah,

applicables aussi aux accélérations du premier ordre (2). Ces for-
mules ne dépendent que des fonctions z, ¥, z et des p, py, ...,
¢, €, celles-ci satisfaisant aux conditions Jd’'intégrabilité connues.

3. L’emploi des formules précédentes repose sur une remarque
bien simple :

Choisissons pour le triédre fixe T'(O'x'y'5'), resté jusqu'ici
arbitraire, la position occupée par le triédre mobile T pour les
valeurs numériques u®, ¢® de u et ¢. Les valeurs pour u®, v° des
coordonnées 2, y', 3' de leurs dérivées d’ordre 1, 2, ..., n sont
égales aux expressions obtenues en remplacant u par u®, v par
v dans les fonctions correspondantes z,y, 5, Zyoy ... Son-

La vemarque antérieure nous donne immédiatement la repré-
sentation, par des séries enticres, du mouvement absolu de M au
voisinage des valeurs ©® et ¢ de u et v. En développant en série
de Taylor les coordonnées «, y, 5 de M, dont la siguification vient

(') KakNias, Cinématique, p. 130 el fjy.
(%) Les diverses eapressions que 'on peut obtenir pour les projections d'une
méme aceélération sont identiques en vertu des conditions d'intégrabilité.
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d’éire précisée, on a (*)

(2 =20+ 2 (U — Up) 4+ 28, (v —99) + 523 (U — Up)?
(5) 529 (U — u) (v —90) + 235 (¢ — 00 )2 +...,

Yy=y+..., F=2z0+....

Nous désignons par f° la valeur d’une fonction f de u et ¢ pour
les valeurs numériques u°, ¢° de ces variables.

4. Considérons un systéme S' de relations de la forme (2)

' gy ,
5(1-",)/’,3’, %%: %‘%, cera %) =o0

définissant, relativement au triédre fixe T', des éléments

géométriques remarquables attachés a la surface trajectoire

absolue de M. Ces éléments sont soit des grandeurs (courbure

moyenne, courbure totale, ...), soit des surfaces ou lignes remar-

quables (plan tangent, tangentes asymptotiques, ...).

Le systtme S’ est donné par la Géométrie différentielle ordi-
naire, le systéme S dunnant les mémes éléments rapportés au
triédre mobile s’en déduit en remplagant z', y', 3’ par z, ¥, s,
oz’ 0x+By’  ox+Ps
duzaeh’ dus 0B’ gux oof LT Tabr Vs Sap-

Par exemple, pour l'origine O du tri¢dre mobile, on a

et les dérivées

0|
‘ zr =o, zy=¢§, zo1 = &1, 3‘:0=£+qc—'r"h
(6) ¢
a’u=—+91§'—-"m=d—£~'+qy1—"‘f'1 302=(£l+q|Ci—'r N1
dv Ju M " do Yt

et des formules analogues pour y et 3.

5. Des formules habituelles relatives aux coordonnées curvi-
lignes on déduit : I'équation (relative & T) du plan tangent a la
trajectoire d’entrainement de O

X Y 2
£ 1 { |=o;
ot G

(') Cf. Kenias, Cinématique, p. 154-156.
(%) Nous supprimons Pindice z¢ro devenu inutile.
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I'équation différentielle des lignes asymptotiques, qui s’obtient en
remplagant, dans la précédente, X par

9
(ﬁ +qt‘.—r~q) du?

0 o 9|
+(d—i + @1l —rm + b% +9C|—rm)dudv+ (35‘;’ +q|C4—"x"h>d"’a

Y et Z par des expressions analogues. On retrouvera facilement
ainsi des résultats connus (*).

Il serait aisé de multiplier les exemples et les applications;
d’étudier, par exemple, la distribution des éléments remarquables
relatifs aux surfaces trajectoires des différents points M liés au
triedre mobile (2).

II. — EXTENSION DE LA THEORIE PRECEDENTE.

6. Nous utiliserons désormais quelques locutions que nous
allons tout d’abord expliquer.

Un point d’un espace E' a n dimensions sera déterminé par ses
coordonnées, c’est-a-dire par un systéme de valeurs attribuées a
n variables z, z,, ..., z,.

Supposons z;, x|, ..., z, fonclions de p variables u,, ..., u,.
Nous dirons que ces fouctions définissent un mouvement a p pa-
ramétres d’un point M par rapport 3 E'. L'ensemble des points
de E’ avec lesquels M vient coincider est la multiplicité trajec-
toire de ce point.

Soient

(7) z,~=f(x’,,x’,,...,a:{,;a,,...,a,) (i=1,2,...,n)

les équations d’un groupe (ini et continu G a » paramétres. Nous
considérerons souvent une transformation du groupe comme défi-
nissant un changement de coordonnées (relaif a G) dans
Pespace E'.

Résolvons les formules (7) par rapport aux 2’ et dans les ¢qua-

(') Darsvoux, Legons sur lu Theorie des surfuaces, L. 1, p. 382,
(?) La Geométrie cinématique de M. Mannheim conticnt un grand nombre de
problémes de cette nature.



tions
(8) Zi=F(@yy ooy @ns ayyoeya;) (E=1,2y...,0)

ainsi obtenues, substituons aux a des (onctions de p variables u,,
Ugy ooy Up,

(9) a/l=gh(u|, co ey up) (h=l, 2y 000y r).

Les z étant regardés comme définissant les points d’un espace E,
les formules exprimant les 2’ en fonction des z et des « défini-
ront un mouvement d’ensemble de l’espace E par rapport &
Pespace E, relatif a G, ce mouvement étant a p paraméLres.

A chaque point M de E correspond un mouvement d’entratne-
ment (par rapport a E').

Le mouvement d’ensemble peut étre aussi bien défini par les
formules (7) et (9); mais en considérant toujouirs les 2’ comme
déterminés en fonction des z et des u.

Regardons aussi les # comme des fonctions données des para-
métres u; en d’autres lermes, définissons un mouvement a p para-
métres d’un point par rapport & E. Nous I'appellerons le mouve-
ment relatif et désignerons par mouvement absolu celui qui
correspond & la superposition du mouvement relalif et du
mouvement d’ensemble de E par rapport 4 E. Le mouvement
absolu se traduit analytiquement par les formules (8) ou I'on
remplace les z et les a par les fonclions correspondantes des
variables «.

7. Au lieu de supposer les fonctions (9) confiues, regardons-les
comme déterminées par un sysi¢me d’équations linéaires aux dif-
férentielles totales de la forme

(10) day, =2u//,(a)1j(du) (h=1,2,...,r).

j=1
Dans ces équations, les expressions ajz(a) sont les coeflicients

. orF . . v, .
des dérivées o dans les transformations infinitésimales
h

”
\ | aF . .
(1) A/l‘=2‘aﬂ,(a)m (J=1,2 000y 1),

h=1
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du premier groupe des paramétres de G. Les symboles /;{du)
désignent des expressions de Pfaff

»
(12) l,(du):lek(u., cesp)duy (F=1,20.00,1)
k=1

construites avec les variables u« et leurs différenticlles, et choisies
de fagon que (10) soit complétement intégrable (*).

A un méme systéme (10) correspond une infinité de systémes
de fonctions a. Connaissant I'un d’eux, représenté par les équa-
tions (g), on obtient le systéme le plus général

. ' . .
(13) ap=yi(u;, Ug, ..., Up; €1, Cay <.y Cp) (h=1,2, ..., 1),

dépendant de r arbitraires ¢, en remplagant les a par leurs
expressions (9) dans les équalions finies

("‘) a;t= ?l-'(ch cees Cpy @y eaey Ay)

du premier groupe des paramétres (2).

Il semble donc qu’un systéme (10) définit une infinité de mou-
vements de E pac rapport a E'. Mais on peut regarder ces
mouvements comme identiques, la différence entre leur repré-
senlation analytique lenant su choix des coordunnées auxquelles
on rapporte E'.

On peut, en effet, obtenir les transformations relatives aux o’

(13) x;= fi(2'y a"),
cn cffectuant d’abord la transformation
(16) = fi(z', ¢),
puis les suivantes

a7) xi=fi(z", a).

Mais on peut regarder (16) comme définissant un changement
h
;

de coordonndes (velatif a G) dans I'espace I¥'; ce qui établit la
proposition.

(") Systémes (L), nm -5,
(%) 10id.. nv 11,
XXX, 4
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8. Nous supposerons que l'on donne : 1° le sysiéme (10)
déterminant le mouvement d’ensemble de E par rapport a E';
2° les fonclions z des paramétres u définissant le mouvement
relatif d’un point (par rapport & E); et nous chercherons a déter-
miner le mouvement absolu au voisinage d’un systéme donné
uy <oy u; de valeurs des paramétres u,, u,, ..., up. Nous pré-
ciserons d’abord ces derniers mots.

Soient ai, ..., a}, r nombres choisis arbitrairement. [l existe
un systéme de solutions de (10) et un seul tel que les valeurs
initiales des a (valeurs pour u=u®) sofent précisément les
constantes a@® données. Au systéme ainsi’ défini de solulions
de (10) et aux fonctions données x correspondent des [vnctions z'
bien déterminées des variables «. On se propose de développer
ces derniéres fonctions en séries entiéres (') par rapport aux dillé-
rences uy — Uy, ..., Up— Uy,

Les coefficients de ces séries sonl, & des facteurs numériques
prés, les valeurs pour « = u® des z’ et de leurs dérivées.

Les termes conslants des développements s’obtiennent sans dif-
ficulté si 'on connail les équations finies (7) du groupe G.

D’ailleurs, en choisissant, comme nous le ferons plus loin, pour
conslantes a® les valeurs des paramétres correspondant a la substi-
tution identique, nous pourrons nous dispenser de chercher les
équations finies de G.

9. Pour calculer les termes du premier ordre, rappelons que les
seconds membres des équalions (8) satisfont au systéme complet ()
(18) XjF+AjF=0 (j=l,2,...,l‘)

ot les A;F sont les transformations infinitésimales (11) du premier
groupe des paramétres de G, et ou les expressions

n
O oF .
(19) XIF’:ZEIV(‘TH'T”""'T")'J;,_.i' (J=1,2,...,1)

i=1

sont les transformations infinitésimales du groupe G.

(') Nous nous dispenserons d’énoncer les conditions restrictives (ui assurcraicnt
la possibilité de ces développements.
(*) Lis-ExGEL, Transformationsgruppen. \. 1, p. tfy.
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Unc fonction des z' devient par la substitution (8) une fonction
desz etdesa:

(20) (2 ey Th) =B(Zyy ooy Taj Ay .. ey @),

la fonction ® est une intégrale du systéme (18). En différentiant
I'identité (20), il vient

(21) do'(z') —2 oz dx,+2-d—da/,
i=1 h=1

Remplagons dans cette identité les a par le systéme de solutions
de (10) considéré au n° 8, on a

X0 0P -
dd' = d_.z',-d 1 Ed Zaj,,(a)l,(du\

i=1 h=1
—yo® dx,+2A_,¢l>l,(du).
i=1 =1
ct, puisque ® cst solution de (18),

n

do' =Y 2 d.r, 2x,q>1,(du)
i=1 j=1
=D [d.r,——EEﬂ(x) lj(du)]
=1 =t

Considérons maintenant les £ comme des (onctions données des
paramétres u, ®' devient une fonction ¥ de ces paramétres, et
V’'on a

or N\
(22) UE Em, ldz" —-Zs,i(z)l,,,(za)].

i=1 =1

10. Supposons d’abord que les valeurs initiales a® des « cor-
respondent 3 la substitution identique de (7). Nous désignerons
par ¥y, ....yules fonctions z|, ..., z, que 'on détermine par
ce chioix particulier des conslantes a.

Lorsque lcs @ prennent ces valeurs a®, ®(z; «) et ses dérivées

% 0
dgay’ "0 0ay,
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deviennent respectivement ®'(z,, ..., z,) et

0 (24, o..,&p) .. d‘b'(w,,...,w,.)'
ox, ’ ’ oxp

Dans la formule (22) faisons & =¥ = y;, et donnons aux u les
valeurs u?; il vient

0 0 P} " . =1,2, ..., 1),
(23) (ﬁ) = (;,-:—;)o—zliﬁ(z“’) Uya(u®) g §2=:’ :’ ...,:;,
’_=

les nouveaux indicesrappelant que I’égalité a lieu pourles valeurs u®
des paramétres u.

11. Substituons maintenant 3 a,, ...,a, d’autres solutions
a,, ..., a, de (10), prenant pour x = u® des valeurs ini-
uiales quelconques a??, ..., a)°. Soient 2’ les fonclions définies

par

xi=fi(Zy, ..., Zh; A}y ..yar)  (E=1,2,...,n).

Les 2’ et les y définissent un méme mouvement dans ’espace E/,
rapporté & deux systémes distincts de coordonnees. Le changement
de coordonnées est, comme on le voit facilement,

(24) yi=fi(zly ..., zp; @, ..., a0) (i=1,2,...,0).

. 9
Les a'® sont des constantes; on passera donc des dérivées ‘Wn
L

3%/{ en résolvant, par rapport aux derniéres, les for-
mules obtenues en prolongeant une fois le groupe (24). Ce pro-
Jongement se fait en regardant les ' comme fonctions des p va-
riables non transformées u,, ..., up.

Remplagant alors w,, ..., up par u}, ..., updans les formules
obtenues, on a les coefficients des termes du premier ordre des
développements cherchés (n° 8).

Nous pouvons énoncer ce résultat d’une autre fagon, en obser-
vant que les valeurs ©° sont quelconques.

Appelons fonctions adjointes d’ordre zéro les fonctions

données =z, ..., x, des variables w; fonctions adjointes

aux dérivées
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du premier ordre celles que définissent les formules

»
(25) ¢ Tiay,...,0, = m —zlgu(w) ljlo'(u)y
I=
( a;=o0 pour IFk, ap=1, [(i=1,2,...,n) (k=1,2,..,p)]

Considérons les fonctions ' définies parles équations (7) oul’on
a remplacé les = par les fonctions d’ordre zéro, les a par un sys-
téme quelconque de solutions de (10). Les valeurs des 2’ et de
leurs dérivées premiéres s’obtiennent en prolongeant une fois le
groupe (7) (al'aide des variables « non transformées par ce groupe),
remplacant les = et leurs dérivées premiéres par les fonctions
adjointes correspondantes, les @ par le sysiéme considéré de solu-
tions de (10), et résolvant les formules par rapport aux 2z’ et a
leurs dérivées.

12. Cet énoncé met bien en évidence le fait que le calcul des
z' et de leurs dérivées premiéres est entiérement analogue au
calcul des x' sculs.

C’est le groupe G, obtenu en prolongeant une fois G qui rem-
place ce dernier groupe; ce sont les n + np fonctions adjointes
d’ordre séro et un qui remplacent les n fonctions adjointes d’ordre
5éro.

D’une fagon générale, soit Gy, le groupe obtenu en prolongecant G
jusqu’a un ordre quelconque N (en regardant les 2’ comme fonc-
tions de p variables non transformdées). Les deux groupes G et Gy,
ont méme structure et méme groupe des paramétres; ct, dans les
deux groupes, les mémes valeurs des paramétres donnent la trans-
formation identique.

Il vésulte de la que le caleul des dérivées secondes des 2’ se [ait
pav un procédé analogue au précédent : On déliniva d’abord des
JSonctions adjointes du second ordre en opérant sur les fonctions
adjointes d’ordre zéro et un et sur Gy, comme on i opéré sur les
fonctions adjointes d’ordre séro ct sur G pour obtenir les adjointes
du premier ordre.

On désignera ces fonctions du sccond orvdre par la notation
Tia,.....a, les indices 2 ¢tast positifs ou nuls ct leur somme élani

égale a 2. Ces fonctions correspondent aux dérivées sccondes



— B4 —

des x; par cxemple si 24 et ay sonl égaux a 1, les autres a élant
0z,

ousduy,

Au sujet du calcul de ces fonctions, il est bon d’observer que
celles d’entre elles qui ont deux indices a non nuls peuvent s’ob-
tenir de deux fagcons différentes. En tenant compte des conditions
d’intégrabilité on pourrait vérifier I'identité des résuliats obtenus,
mais celte identilé est manifeste quand on se reporte a I'interpré-
tation, donnée plus loin, des valeurs numériques des fonctions
adjointes.

On définit ensnite des fonctions adjointes d’ordre trois, et 'on
parvient ainsi de proche en proche a des fonctions adjointes d’ordre
quelconque.

On observe que le calcul des fonctions adjointes utilise seule-
ment les transformations infinitésimales de G(') et les expres-
sions correspondantes lj(du) satisfaisant aux conditions d’in-
tégrabilité (*).

nuls, &4, .. a4, €t se correspondent.

s B

13. La solution du probléme du n® 8 peut éire présentée de la
facon suivante :

Les coordonnées-auzxquelles on rapporte Uespace fize K étant
convenablement choisies, le mouvement absolu, au voisinage
d’un systéme quelconque de valeurs u® des paramétres u est
défini par les valeurs correspondantes des fonctions adjointes
des différents ordres.

Le choix particulier de coordonnées dont il cst question ici est
tel que, pour les valeurs u?, les valeurs des 2’ soient égales a celles
des z de méme indice. Dés lors les valeurs numériques des déri-
vées des x' sont égales a celles des fonctions adjointes corres-
pondantes.

Les fonctions adjointes d’ordres 1, 2, 3, ..., n sont évidem-

(') Celles des groupes Gxp s'en déduisent aisément. Voir dans les Annales de
U’Ecole Normale (1903) le Mémoire cité de M. Vessiot (n® 4).

(*) Ces conditions pcuvent étre éerites quand on connait les transformations
infinitésimales de G; clles ne dépendent, en eflet, que des constantes de structure.
Systémes (L), n° 4 cth.
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ment analogues aux projections des vitesses et des accélérations
d’ordre 1, 2, ..., n — 1 sur les axes du triédre mobile. Il etit
été lacile de présenter le calcul de ces derniéres de fagon a accen-
Luer encore cette analogie.

Le systéme (10) ne joue évidemment, dans tout ce qui précide,
qu’un réle secondaire; le mouvement d’entrainement est en réalité
défini par les expressions Ij(du). On peut d’ailleurs substituer au
systéme (10) le systéme équivalent ()

(26) dzi= Y ti(2) §;(du).

j=1

Avcc le langage que nous avons adopté, on voit que le sys-
téme (26) détermine les coordonnées, relatives 3 E, d’un point
fixe par rapport a E'. Cela résulte des formules (23).

14. Le résuliat énoncé dans le numéro précédent donne évi-
demment un principe de passage permettant de déterminer les
éléments géométriques remarquables des trajecloires absolues en
rapportant ces éléments a I'espace mobile E; il suffit de remplacer
les 2 et leurs dérivées par les fonctions adjointes correspondantes
dansles formules (supposées connues?) qui détermineraient ces élé-
ments rcmarquables si le mouvement absolu était explicitement
donné.

Ce qui précéde permettrait d’énoncer, pour des groupes finis
(uelconques, des proposilions analogues a celles que I'on rencontre
daos les applicatious de la Cinématique a la Géométrie. Les plus
intéressantes de ces applications, celles qui concernent I'étude des
courbes et des surfaces au moyen d’un tri¢dre mobile, seront gé-
néralisées, du moins en partie, dans la suite. Nous n’aurons alors
a considérer que le cas du repos relatif (les adjointes d'ordre séro
scronl des constlantes); loutcfois les considérations précédentes
auraient ¢Lé compliquées par l'introduction immédiate de celle
hypothése restrictive.

15. Nous allons calculer rapidement, atitre d’exemple, les fone-
I ) )

(') Sestémes (L), e 1.
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tions adjointes d’ordre un et deuz pour le groupe (')

X, f= f+z'U, Xy f= -‘g-'—yu, Xsf= &L 4av,

9z
f f x‘f—zd_f_.zgf_‘ X6f=)’g—£—-&'g'—;’

(7) xbf=5'dj,‘—}’-d—z:
' Vol

=z5 +ydy+zb;

\

des transformations projectives laissant invariable la quadrique
Z?+ y2+ 324 1 = o, el pour les expressions

( li(du) = —(du+E dv), li(du)=—(ndu +n1dv), l3(du)=—({du+ § dv),

(28
) ( L(du)= pdu-+pyde, Ij(du)= qdu-+qide, Ilg(duy= rdu~+ r,dv;
nous supposerons x, ¥, 3 constants.

La structure du groupe (27) est donnée par les identités
XeX3) =Xy, (X3Xy)=0, (X;Xp)=X;3, XiXg)=—1X,, (XsXe) =Xy,
et celles que 'on en déduit par les permulations circulaires des
indices 1, 2, 3 d’une part, 4, 5, 6 d’autre part.

Pour que les expressions (28) définissent un mouvement d’en-
semble & deux paramétres, il faul que les coefficients des expres-
sions (28) satisfassent aux identités

[O5 OF p 9

b 5121 =nNr —"h"+ttq—’~29h '71:—7,[7)}-— —mi+ qri—aq.r,
dq Oy, 0 0

(29) ¢ o dul CP1—~.1P+=1' —Ery, -‘)—Z-— Bq.f= & =58 +rpy—r.p,
dt 0 l » ar dl‘l
o ou =Eq1—&g+nmp—np, e Eny — &+ pg1— pig.

Les formules (23) donnent, pour les fonctions adjointes du pre-
mier ordre,

0
s Xy = —O‘Z +(+22)E +zyn + 230 +q93 — 71y,
(30)
ox
' Zo= - + 1+ 2+ 2y + 23+ 15— Yy,

et des formules analogues pour y 4, ¥41, 210, 301-

(') Lie-ENeEL, Transformations gruppen, t. II1, p. 410. Cec groupe est celui
des mouvements cayleyens, la quadrique étant prisc pour absolu.

Voir ( pour les 0 15 et 22) une Note de M, Demoulin, Sur Lemploi d’un té-
traédre mobileen Géometrie Cayleyenne(Comptesrendus,t. CXXXIX, Baout 1gof).
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Pour obtenir les fonctions adjointes du second ordre, nous uti-
liserons les transformations infinitésimales du groupe prolongé

af af af df of df)
(1) £ — - —
X‘ f— X|f+$w (z'd-'l»'jo +yd}’") -+ 3 0310) “+ (z'“) dz' -+ 71 ody -+ 3z godzn
of o L of of Qf)
+ %o (zm Y e d}’ol 0301) + (a:o; 0z 4 +Jru o0yor + 3n 0301
XWf=..., XM f=...,
of of of of
1) —_— Zog ——— — - —_
X f= be"‘zuoy Y1 °¢)z -+ So1 o1 )’ol()zm’
X f=..., X f=....
On a ainsi
0z
(31) Tyo= = + (Z10® + 2210) & + (V102 + YT10) 1

+ (310% + 3210) L+ @ B10— Y10

et des formules analogues pour z,,, o2y Y20y ++ -, Zg2-

Les formules (30) et (31) donnent pour 'origine du triédre mo-
bile (x = y = 5 = 0) les mémes résultats que les formules (6).
Cela tient a ce que les transformations infinitésimales (27) ne dif-
férent de celles du groupe des mouvements euclidiens que par des
termes du second ordre.

III. — MOUVEMENT D’ENSEMBLE ATTACHE A UNE MULTIPLICITE.

16. A tout point P d’unesurface M de I’espace ordinaire corres-
pond un tri¢dre remarquable T ol Puays, tel que I’équation de la
surface rapportée & T et résolue en 5 prend la forme réduite
5 =ax*+ by3+..., les lermes non écrils étant du troisi¢me
ordre au moins. On sait d’ailleurs que 2a et 2) sont les inverses
des rayons de courbures principaux de M en P.

1l est évident qu’a loute représentation paramétrique de la sur-
face correspond un mouvement i deax paramétres du tricdre T';
I'étude de ce mouvement peut éire substituée & celle de la sur-
face ().

L’utilité de la notion précédente apparait dans la recherche des

(') Darvoux, Lecons sur la theorie des surfaces, t. I, Livre V, Chap. I.

-



— 38 —

surfaces W dont les rayons de courbure principaux sont liés par
une relation donnée (*). On peut en eflet la diviser en deux pro-
blémes successifs : intégration d’un systéme résolvant (R) déter-
minant les translations et rotations du triédre mobile T; intégration
des systémes (L) correspondant aux solutions de (R) et détermi-
nant les positions respectives des triédres fixes et mobiles.
D’ailleurs & un méme systéme de solutions de (R) correspond une
famille de surfaces W égales entre elles.

17. Nous allons généraliser les résultats précédents, en considé-
dérant une multiplicité M & p dimensions conlenue dans un es-
pace E' & n dimensions et un groupe fini et continu G que nous
supposerons transiltif,

Soient 2, ..., x, les coordonnées définissant les points de E'
et

(32) xi=fi(xy, oo, T ary ..., ap) (I=1,2,...,0)

les équations de G.
Supposons d’abord M définie par les expressions de a),,,.
7 ’ . ’ ! 3 3 N
.z'p+§4, .. ]’, z, en lfonfcllon de x|, z,, ..., z,. Appclons ele{nenl
de M (?) 'ensemble formé par un systéme de valeurs numériques
de z|, z,, ..., z, salisfaisant aux équations de M et par les va-
S App P s dérivaes ' 1
leurs numériques correspondantes des dérivées de z,,,, ..., z, par
rapport a x|, ..., .z"p. Ces valeurs sont appelées coordonndées de
Uélément.
Au groupe G, on peut faire correspondre, pour les multiplicités
4 p dimensions, un nombre limité de formes réduites, telles que
tout élément ¢ d’une telle multiplicité M peut se metive, a aide
d’une transformation bien déterminée du groupe, sous I'une de ces
formesréduites. Les coordonnées del’¢lément réduit & sont égales
D 7
les unes a des constantes fixes, les autres & des invariants fonctlions

des coordonnées de I’élément initial.

(") Jbid., t. I, p. 317 ct t. II, p. 345.

(?) Les notions d’¢élément ¢t de forme rvéduite sont tirées de la thése de
M. Tresse, Sur les invariants différenticls, cte. (Acta mathematica, t. XVill).
Voir le Chapitre T de la troisicme Partic de cec Mémoire ct, en particulicr, le
théoréme I dont I'énoncé est reproduil ci-dessus.
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18. Si la multiplicité M est donnée par unc représentation
paramétrique

(33) zi=¢i(uy, ..., up) (i=1,2,...,n),

un calcul de dérivées de fonctlions implicites donnera, cn fonclion
des paramétres u, les coordonnées de I'élément .

Ecrivant alors que I'on passe de ¢'a I'élément réduit & par une
transformation (32) convenablement prolongée, on détermine
@y, ..., a, en fonction de u,, ..., up.

Regardons maintenant dans les équations (32) les 2 comme
arbitraires, les @ comme remplacés par les fonctions des va-
riables « que I'on vient de déterminer; nous avons des formules
définissant un mouvement d’ensemble d’un espace E par rap-
port a Uespace E'. Ce mouvement est & p paramétres u,, ..., Up,
et relatif a G; la trajectoire du point de E dont les coordonnées z
sont égales aux coordonnées d’ordre zéro (') de I'élément réduit
est précisément la multiplicité M.

Les fonclions a,, ..., a, des variables u,, ..., up définissant
ce mouvement d’ensemble déterminent (2) les expressions de
Paff {, (du), ..., & (du) qui figurent dans les systémes (L)
correspondant 3 ce mouvement (n* 17 et 13). Nous dirons que
les expressions l(du) correspondent a la multiplicité M donnée
par la représentation (33).

Il estaisé de voir (*) que les expressions L (du) correspondant
a une multiplicité M, correspondent aussi a toutes les multi-
plicités déduites de M par les tranformations de G et a celles-
la seulement.

Si P'on changeait la représentation adopiée pour M, en prenant
de nouveaux paramétres vy, ..., Up; les expressions de DPfafl
hi(dv), ..., A(dv), correspondant a la nouvelle représentation,
s¢ déduiraient évidemment des anciennces {, (du), ..., |, (du)
par la transformation donnant uy, ..., u, en fonction de vy, ..., up.

19. Les systémes (L) que 'on attache ainsi aux multiplicités i
p dimensions de 'cspace E' ont une forme particuliére. Pour

(") On peut supposcr ces coordonnées constanles, puisque G est Lransitif.
(*) Systémes (L), n 4.
(*) 1bid.. ne 11.
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écrire qu’un systéme (L)

r
(39) da:;:Z&,,'(z') (du) (I=12,...,n),
j=1
construit & l'aide des transformalions infinitésimales de G et de
r formes données ! (du) satisfaisant aux conditions d’intégrabilité,
appartient au type précédent, on procéde de la fagon suivante :

Prenant pour fonctions adjointes d’ordre zéro, z,, . . ., Zn, les
constantes qui sont les coordonnées d’ordre zéro de I'élément
réduit, on calcule les fonctions adjointes d’ordre supérieur
(m* 11, 12) ().

On écrit les équations qui donaent les dérivées de 2/, ,, ..., z,
par rapport a zj, ..., x, en fonction des z’ et de leurs dérivées
parrapport & iy, ..., #p. On y remplace les 2’ et leurs dérivées
par rapport a 2%, ..., &, par les coordonnées constantes de
I'élément réduit, les dérivées des z' par rapport aux u par les
fonctions adjointes correspondantes. On élimine les dérivées
restantes; les relations oblenues ainsi entre les coefficients des
formes ! (du) sont les conditions cherchées.

Un calcul analogue donne les expressions des invariants diffé-
rentiels en fonction des paramétres u.

Reprenons, a ce point de vue, 'exemple du n° 135. Le groupe (27)
est transitif, celles de ses lransformations laissant invariant le
point o, o, o engendrent le groupe des rotations autour de ce
point. On peut donc prendre le méme élément réduit, pour

une surface, que dans le cas de l'espace euclidien, c’est-a-dire
2= — 03 03 03

Tor T 9y T ox'dy R ™ \ox'?

)2 5’ . .

l—;—,: (%:}%) sont des invariants; nous appcllerons R ¢t R les
0

. 1 02z
=o. Les expressions o = ( s
0

rayons de courbure principauzx cayleyens.
En appliquant la méthode précédente, on voit que les formes (28)
définiront le mouvement cayleycn attaché & une surface si Uon a

pn—qt B
(35) {=4L=o, Pii—qb i qm |=o.
Prau—qi16 & ni

(') On poussc le calcul jusqu'aux fonctions d’ordre égal a Pordre maximum des
coordonnces constantes de Pélément réduit.
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Les invariants 'l_li’ % sont définis par les équations

1 1
g+ Tg =P —9gb

1
551% + Mg =prn —9k,

E?%-’- n?h'—, =pim— g1y,

compatibles en vertu de la derniéve des identités (35).

20. Un grand nombre de problémes de Géométrie se ratiachent.
au lype suivant :

Déterminer dans un espace E' les multiplicités M & p dimen-
sions dont les invariants vis-a-vis d’un groupe fini continu et
transitif G satisfont & des relations données.

Dans son Mémoire récent (') Sur U’intégration des systémes
différentiels'qui admettent des groupes continus de transfor-
mations, M. Vessiot s’est occupé d’un probléme beaucoup plus
général. Il nous est facile de présenter d’une fagon simple, dans le
cas particulier qui nous occupe, I'un des intéressants résultats
obtenus par M. Vessiot. On remarquera également que la méthode
suivante est une généralisation de celle que 'on utilise dans la
recherche des surfaces W.

Nous chercherons d’abord le mouvement d’ensemble attaché a
une multiplicité inconnue M. A cet effet, nous formerons un sys-
téme résolvant (R) auquel doivent satisfaire les coelficients des
formes l(du) pris comme inconnues auxiliaires. Les équations
de (R) comprennent : 1° les équations du n° 19 exprimant que le
syst¢éme (L) correspond an mouvement d’ensemble relatif 3 G
attaché a une multiplicité d’un nombre de dimensions donné;
2° les équations obtenues en remplagant, dans les relations données,
les invariants différentiels par leurs expressions en fonction des
coefficients des formes /(du) et-de leurs dérivées.

(') Acta mathematica, t. XXVIII.
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A chaque systéme de solutions de (R) correspond ensuite un
systéme (L) que I'on peut choisir automorphe (n® 13), et dont
I'intégration donnerait une famille de multiplicités, répondant
au probléme, et se déduisant toutes de 'une d’elles par les trans-
formations de G.

Le systéme (X) formé par la réunion des systémes (R) et (L)
présente l'inconvénient de donner d’une infinité¢ de fagons difté-
rentes la méme famille de multiplicités. Cela tient & ce que la
représentation paramétrique de la multiplicité inconnue est arbi-
traire. Deux systémes de solutions distincts dé (R) donneront la
méme famille de solutions du probléme posé, si 'on passe des
expressions [(du) correspondant i 'un d’eux aux expressions
A(dv) correspondant & 'autre par un changement de variables.
Siles {(du) et les A (dv) sont connus, il est possible, par des opé-
rations effectuables, de reconnaitre si un pareil changement de
variables existe, et, dans ce cas, de le déterminer ().

Mais on pourra toujours (?) véduire I'indétermination précé-
dente par un choix plus précis des variables u, jusqu’ici entiére-
ment arbitraires. On prendra, dans la mesure du possible, ces
variables égales soit a des invariants différentiels de la multipli-
cilé inconnue soit a des solutions d’équations différenticlles auxi-
liaires.

21. Appliquons ce qui précéde a la recherche des surfaces
dont les rayons de courbure cayleyens R, R’ sont liés par une
relation donnée F(R, R') =o.

Nous simplifierons d’abord les formules, en prenant les para-
métres u et ¢ de telle fagon que u = const. et ¢ = consl. soient
respectivement les intégrales de I, (du)=o et dec { (du)=o.
On a alors £, =% =0, et les conditions (29) ct (33) donnent
P =¢y=o0. On prendra donc

{ LW(du)=—Edu, Iy(du)=—r4dv, I3 (du) = o,

36
(36) { 1s(du) = pydyp, l;(du) = q du, ly(du)=rdu—+rydv.

(") Voir, a ce sujet, les n** 23 ct 9 de Pétude Sur les varictes a trois dimen-
sions (Annales de Toulouse, 1go0).
(*) Vessior, loc. cit., ' 16.



— 63 —

Le systéme (R) est, en observant que R=— 5, R/ = %1,
1
of J
é ==—wmr, dlu" =Tr 5,
op, or  or

. 0
(37) e =9 0—3 = rpi, % on = 9P+ &,

(-4

Enfin le systéme (L) est ici

dr=—(+2*)du—~ xy wndv—zqdu + y(rdu—+rydp),
(38) )d =— zy tdu—(+y)ndv+zp dv —z(rdu-+ ridp),
lds=— 23 Etdu— y3 wndv—yp,dv +xqdu.

Pour le remplacer par un systéme automorphe ('), on cherche-
rait d’abord les transformations infinitésimales d’un groupe sim-
plement transitif de méme structure que (27).

On peut encore substituer & (38) un systéme linéaire, en utili-
sant le groupe adjoint de (27).

Il est plus simple de prendre des coordonnées homogénes (2);
on retrouve ainsi les résultats obtenus directement par M. De-
moulin dans la Note citée plus haut.

22. La méthode précédente est applicable a des problémes
plus généraux, relalils a des familles de multiplicités; c’est ainsi
que M. Darboux (?) a employé la méthode du triédre mobile dans
la recherche des systémes triples orthogonaux.

Indiquons rapidement comment on peut utiliser, pour le méme
probléme, le groupe T' des transformations isogonales de I'espace
ordinaire.

On cherche d’abord une forme réduite & laquelle on puisse
ramener, d l'aide d'une transformation de I', les équations de
trois surfaces se coupant orthogonalement en un point. A I'aide
des résultats donnés par M. Tresse (*), on établit sans difficulté

(') Systémes (L), n° 11.

(*) Voir, pour les formules de passage, Lie-ENGEL, t. I,"p. 579.
(*) Lecons sur les systémes orthogonau, t. 1, Liv. Il, Chap. II.
(*) Mémaoire cité.



qu’on peut prendre
(39) w=%(y’—z’)+..., y=g(3’-—-z’)+..., z=g(z"—-y’)+...,

les termes non écrits étant d’ordre supérieur & deuz. De plus on
prendra A, B, C liés par une relation non homogéne, mais symé-
trique, telle que

1 1 I
(40) A -+ g+ c="

Le groupe I est a dix paramétres. Donc un mouvement d’en-
semble a trois paramétres, relatif & T, est défini par dix expressions
de Pfalf a trois variables. Les trente coefficients de ces expressions
étant pris comme inconnues, doivent salisfaire déja a trente équa-
tions du premier ordre exprimant les conditions d’intégrabilité des
systémes (L) correspondants.

Si 'on veut exprimer ensuite qu’un pareil mouvement corres-
pond, & l'aide de la forme réduite précédente [(3g) et (40)], & un
systéme triple orthogonal, il faut ajouter aux équations précé-
dentes six équations d’ordre zéro et sept nouvelles équations du
premier ordre.

En choisissant les paramétres du mouvement de telle fagon que
sur chaque surface du syst¢me triple I'un de ces Lrois paramétres
reste constant, on réduit immédiatement le nombre des inconnues
a 21, celui des équations & 34 (elles sont toutes du premier
ordre). Les calculs qu'il faudrait faire pour pousser plus loin la
réduction du nombre des inconnues seraient bien simplifiés par la
symétrie qui persiste toujours.

De quelque fagon que l'on écrive le systéme diflérentiel
obtenu, & chacun de ses systémes de solulions correspond une
famille de '® systémes triples orthogonaux, se déduisant les uns
des autres par des transformations isogonales. Leur détermination
efflcctive exigerait encore I'intégration d’un systéme (L) corres-
pondant a T.



