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NOTE AU SUJET DES MOUVEMENTS A LA SURFACE DE LA TERRE;

Par M. le Comte pE Srarre.

Dans I'éiude des mouvements a la surface de la Terre on a cou-
tume de négliger les termes de 'ordre du carré de la vitesse angu-
laire © de la rotation de la Terre et cette maniére de faire est
parfaitement justifiée, car ces termes sont, d’une part, si petits
qu’ils échapperaient complétement a I'observation et, d’autre part,
beaucoup d’autres causes perturbatrices secondaires peuvent étre
da méme ordre.

Toutefois, comme certains auteurs ont voulu tenir compte de
ces termes en w? et qu’ils 'ont fait d’'une fagon inexacte ('), je
me propose d’établir les équations du mouvement a la surface de
la Terre en négligeant seulementles termes d’ordre supérieur  w3.
Je me borne au cas de la Terre supposée sphérique et homogéne ;
en réalité, I'influence de I'aplatissement de la Terre introduit des
termes de I'ordre de w2, ainsi que j’ai eu occasion de le montrer
dans un petit Mémoire en cours de publication, mais je laisse ici
cette influence de c6té en me bornant, comme je viens de le dire, au
cas de la Terre supposée sphérique et homogéne; le probléme esten
effet beaucoup plus simple dans ce cas et sa solution m’a para
présenter de I'intérét, ne fat-ce qu’au point de vue théorique.

Je remarquerai d’abord que si R est le rayon de la Terre on a
sensiblement

=l,2w"",

x| =

d’ot
1
ﬁli = '1"4‘-‘)a+i

Donc, en négligeant les termes en é, nous nc négligerons que
des termes d’ordre supérieur A w?.
Ceci posé :

Soit un systéme rectangulaire OXYZ ou OZ a la direction dela

(') Jai cu, en particulier, occasion de le faire voir dans une Communication
récente pour le cas de la chute libre des graves.
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verticale dirigée vers le bas, OX est dans le plan du méridien et
dirigé vers le sud et OY dirigé vers 'est. Soit de plus un second
syst¢tme OX'YZ/, qui a OY en commun avec le précédent et dans
lequel OZ’ est dirigé suivant le rayon terrestre et OX’ toujours
vers le sud dans le plan du méridien.

Je désigne de plus par A la Jatitude vraie au point O, c’est-a-dire
P’angle de OZ avec le plan de Péquateur, par « la latitude géocen-
trique an méme point O ('), par G l'attraction de la Terre sur
I'unité de masse en O et par g la gravilé au méme point.

La gravité est la résultante de I'attraction G de la Terre en O
et de la force centrifuge au méme point, w?R cos« (2).

Fig. 1.

o
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Le triangle de composition de la gravité en O dans lequel
0Q=g, OP=G, PQ=w?Rcosa, OPQ=a, OQB=12,
QOP =1 donne

G sinn = w!R cosa sin},
gsinny = w!R cosasina,
(n

G = g cosn + w?R cos?a,
a=A—n.

Soit maintenant un point M dont les coordonnées sont z, y, 3
par rapport au syst¢tme OXYZ et 2/, y, 3’ par rapport au systéme
OX'YZ!, et soit 8 la distance de ce point au centre de la Terre.

Ce point est soumis de la part de la Terre, supposée, ainsi que
nous l'avons dit, sphérique et homogéne, s'il s’agit d’un point

(') Donc P’angle de OZ' avec le plan de I'équateur.
(?) En désignant ici par R la distance du point O au centrc de la Terre,
distance qui différe fort pcu du rayon dc la Terre.



— 67 —

. . ’ LRd .
extérieur A sa surface, 3 une attraction égale a 98% dirigée sui-

vant MC, C étant le centre de la Terre; elle aura pour composaates,
suivant OX/, QY, OZ/,

GR2' GR!y GR*(R-—2)
_ ==%),

_— ’
e’

3
mais on a

=(R—3&)N2+2t+y1=(R—23') [l+ (ﬁ’:f)’;],

1
desortequesinousnégligeonsles termes del’ordre de ﬁli =1,440""?

nous pourrons prendre, pour les trois composantes de I'attraction,

! ’
-5 -5 o(3)

S’il s’agissait de la chute dans un puits, puisque nous suppo-

. . - \ . .. Go
sons la Terre sphérique et homogéne, I'attraction serait — et ses

R
composantes parall¢les 3 OX’, OY, OZ' seraient, par suite,
S5~ ()

Nous considérerons alors I’attraction comme la résultante d’urie
force constante comme grandeur ct direction ct égale a I'attrac-
tion G de la Terre sar 'unité de masse en O et d’une force dévia-
trice dont les composantes paralleles aux axes OX', OY, OZ'
sont : dans le cas de points extérieurs a la surface de la Terre,

Gz' ' Gy G3'

- T’ - T )
Cette force déviatrice aura pour composante paralléle a 'axe OX,
dans le premier cas,

(' cosv, + 23" siny),

G
X|=—ﬁ



et, dans le second,

== g(z’ cosm — z'siny).

Maisl’'on a

@' = x cosm + 3 siny, 3= zcosn, — xsinv,

et, par suite,
X, = G - . ,
._~E[z(l—3snn 7) + 35 sinv cosn], X|=—=a.

Nous aurons ensuite

puis, pour des points extérieurs,
G, , . G . .
Zy= ﬁ['zz cosn — ' sinn] = -ﬁ[z(q—:«l sin*n) — 3z sinn cosq ]

et, pour des points inlérieurs,

G
Z’, = — -iz.
En tenant compte d’gilleurs des relations (1) les valeurs précé-

dentes de X, et Z, pourront s'écrire
P

Xi=— %’-’(1 — 3 8in%n) — 3wz cosa sinA cosy,

Z, = ERf-(n-— 3 sint7) — 3wz cosa sinA cosy.

Nous considérons donc l'attraction de la Terre sur le point M,
de masse un, comme la résultante de la force G, constante de
grandeur et de direction, et des forces X,, Y,,Z, ou X, Y,,Z,.

Ceci posé, le syst¢tme OXYZ a d’abord un mouvement d’entrai-
nement qui esl une translation égale a'celle de son origine O;
pour tenir compte de ce mouvement d’entrainement, on doit appli-
quer au point M une force égalea laforce centrifugeen O, w2 R cosa;
cette force centrifuge constante de grandeur et de direction se
combine a I'attraction G en O, également constante, pour donner

la gravité g en O. On voit donc que, pour tenir compte du mou-
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vement d’entrainement dd a la translation du systéme égale a celle
de son origine, il suflit de remplacer I'attraction de la Terre G
en O par la gravité g au méme point, g étant constant de gran-
deur et paralléle a la verticale OZ en O.

Mais le systéme OXYZ a, en plus de la translation égale a celle
de son origine O, une rotation autour d’un axe Ol paralléle a celui
de la Terre. Cette rotation donnera naissance :

1° A une force centrifuge composée dont les composantes paral-
leles 3 OX, OY, OZ sont, comme on sait,

.y d
Xg=2wsinA -a‘l;-:

dz Y
Y, = -zmcos)\a? —amsm)\—ﬁ,
d
Z, =—awcosA d—{;

2" A une force centrifuge dont les composantes paralléles aux

axes sont
X;= w?rcos(r, X),

Y;=w?rcos(r,Y),
Z; = wtrcos(r,2),

r désignant la perpendiculaire PM abaissée de M sur Ol.

Fig. a.
0

X N

z

Mais - cos(r, X) est la projection de PM sur OX, projection qui
est égale A celle du contour POM. D’ailleurs OP est la projection
de OM sur Ol, projection qui est égale 3 la somme de celles des

coordonnées du point M.
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On a donc
OP = z cosA + 3 sinl,

rcos(r,X)= 2 — (2 cosA + zsink) cosA = (zsinh — 3 cosA) sinA.
On a donc, en opérant de méme pour les trois axes,

X; = w?sinA(z sinA — z cosd),
Yy = wly,
Zs = w? cosA (35 cosh — z sin}).

Dans son mouvement relatif par rapport a la Terre, le point
mobile est donc soumis, par suite de son mouvement relatif et de
'attraction de la Terre, aux forces :

1° S'il s’agit de points extérieurs,

X=— %w(r-— 3 sin?n) — 3wz cosa sin) cesy
-+ aw sinA % + w?sinA(z sinA — z cos}),

G dz . dz
Y=— rRY+ zwcos)\-ﬁ -—-20)5111)\% + wly,

Z=g+ gz(z — 3sin?y) -—— 3wx cosa sinA cosn — 2w cosh d‘—f{
—+ w2cosA (3 cosh —xsind);

2° S'il s’agit de points intérieurs,

X=— Qz-l-am :«sin)\iZ + w?sinA(x sinh — z cos)),
R dt
Y=Y,
2 =g— gz —a2w cos)\%—‘:—' ~+ w?cosA (3 cosA — 2 sin}).

Nous remarquerons que dans I’établissement de ces équations on
a négligé les termes d’ordre supérieur a w3, il ne faudra donc pas
pousser I'approximation au dela des termes en w?; de plus, 7 est

1 . '
de l'ordre de w?R, donc de 'ordre de w® et, par suite, %— sera de

Pordre de w3 et w27?* de l'ordre w“%.

Il est facile, en partant de ces formules, de retrouver les résul-
tats que j’ai donnés pour la déviation des corps dans la chute libre.
Dans cc cas, en cffct, y conticnt w en facteur et x au moins w?;
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3 . . .
ll‘étanl. de 'ordre w® on doit réduire les (ormules aux suivantes,

en supposant que I'on se borne & calculer la déviation suivant OX
dans le plan du méridien :

Pour la chute du haut d’une tonr,

X =— 3wz cosasink cosn + 2wsinA éd%' — w2z sinA cos),
et, pour la chute dans un puits,

X' = 2w sinA % — wtzsinA cosA.

Comme d’ailleurs une premiére approximation nous donne

s
pour 3z, aux termes en w® prés (1),

I
z= ;gt’,

h 4
+3
et pour y, aux lermes en w ° prés,

r= é ® COSA g3,

2
3+ .
nous aurons donc, aux lermes en w * prés,

X = gm’ sinA cosA gt? — g w? cosa sinA cosm ge2,

X'= g @?sinA cosA ger.

Mais
€0sa cosn = c0sn(CcosA cosy + sink sinn)
= cos\ 4+ sinn(sinA cosy — cosA siny)
= cos\ + siny sinz.
On aura donc

X=— %w’ sinA siny sina g?

@) l—l( étant de Pordre de o,
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ou, en lenant compte de la relation

w!li cosasina

el b LY
&

X=— :m‘l{t’ sin) sin%a cosa.

sinn =

Si d’aillears on se borne a la partie principale, on remplace a
par A, puisque a=A—=n. On a alors, pour la chute du haut

d’une tour,

% =— ;"" R#*sin®A cos),

d’'od une déviation vers le nord donnée par la formule
r=— —;Rm*t‘ sind A cos A
ou, en introduisant la hauteur de chute k= igt’,

1 Rowth?

T =—— o sin?) cosA.

On a au lieu de cela, pour la chute dans un puits,
diz 3 .
2T 2 2
a5 = 3% sinA cos) gt
et, par suite, on a une déviation vers le sud donnée par la for-
mule

= %m’ sin) cosA gt

ou, en introduisant la hauteur de chute,

1 wiht

T = -

sin) cosA.

Si I'on tenait compte de la forme elliptique du méridien
terrestre on arriverait, dans tous les cas, a2 une dévialion vers le
sud, mais je n’aborderai pas cette étude, mon but ayant été de
faire voir la maniére dont on peut tenir compte, lorsqu’on veut
garder les termes en w2, de la force centrifuge due a la rotation
autour de OI, ainsi que de P'influence de 'angle 7.



