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SUR QUELQUES QUESTIONS DE CALCUL DES VARIATIONS;

Par M. Hapamaro.

Dans une Communication précédente (') j'avais donné une
condition nécessaire (correspondant & la condition de Legendre
ou & celle de Weierstrass) pour le minimum d'une intégrale n®ple
dans laquelle figurent m fonctions inconnues. J'avais ajouté que la
méthode de Clebsch (2) fournissait une condition équivalente & la
précédente pour m = n =2 (I’équivalence étant douteuse pour
les valeurs supérieures de m et de n) et qui était capable de jouer
le réle de la condition de Legendre-Weierstrass comme condition
suffisante.

Ce dernier point n’était pas exact et, comme on va le voir, la
queslion est loin d’étre élucidée, méme pour ce cas, le plus simple,
dem=n=a.

Soient 3,, 3, les fonctions inconnues des variables z, y; py, ¢4,
P2, qa leurs dérivées partielles. Toute condition analogue a celle
de Legendre ou celle de Weierstrass pour le minimum faible
(pour nous en tenir & ce cas) fait intervenir une certaine forme F,
quadratique en p,, ¢y, pa, 2.

I. La condition nécessaire que nous avons obtenue précédem-
ment est que F soit essentiellement positive pour toutes les valeurs
(non nulles) des variables p,, g, p2, g2 qui satisfont a la relation

() P192— q1pa=o.

II. La méthode de Clebsch donne comme condition suffisante
que la forme quadratique

(2) F+Mp1ga—q1ps)

(ou A est fonction de z et dey, mais non des p, ¢) soit définie
positive. A cette condition doit, bien entendu, étre jointe une
condition de Jacob:.

(') Ce Bulletin, t. XXX, 1903, p. 253.
(?) Journal de Crelle, t. 56, 1859.
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Celle-ci, dans le cas actuel, consiste dans I'existence de deux
solations (%, §3), (%1, t2) des équations aux variations, telles
que le déterminant

A=Yit—Ghm

ne s’annule pas dans le domaine d’intégration.

Si A pouvait &ue choisi arbitrairement, la condition que
F + A(p1g2— g1 p2) puisse étre rendue définie par ce choix de A
serait équivalente & la condition nécessaire précédemment
énoncée.

Mais tel n’est pas le cas. Ainsi qu'il résulte de I'analyse de
Clebsch, les valeurs de A sont déterminées par celles des solutions
¢, ©, ou, du moins, une fois ces solutions choisies, A ne contient
plus qu’une constante arbitraire C.

Il ne suffit donc pas que, pour chaque systéme de valeurs de z
et de y, il existe des valeurs de A qui rendent définie positive la
forme (2). Soit

3) MSEAEN

I'intervalle qui comprend ces valeurs de A. Il faudrait encore que
Pon puisse déterminer la constante C de maniére que, pour tous
les couples de vaieurs de z, y compris dans l'aire d’intégration,
I'inégalité (3) soit vérifiée, autrement dit. que le minimum de la
valeur de C déduite (en chaque point) de la relation A = \; ne soit
pas inférieur au maximum de la valeur de C déduite de A = ;.

Si méme on prenait de toutes les maniéres possibles les solu-
tions §, © des équations aux variations, la fonction A ne pourrait
pas étre prise a volonté. Elle satisferait a un systiéme d’équations
aux dérivées partielles S (vraisemblablement compliqué) résultant
de I'élimination de §,, §5; 7, T, entre les équations aux variations
(au nombre de quatre pour les deux systémes) et les deux rela-
tions qui définissent X, les six équations ainsi écrites se réduisant
d’ailleurs a cing, grice & ce fait que le systéme des équations aux
variations est identique a son adjoint.

‘On serait alors conduit a la question suivante :

Eziste-t-il une solution du systéme S satisfaisant, dans toute
Uaire d’intégration, auz inégulités (3)?



— T8 —

Ce probléme appartient a la méme catégorie de questions dont
celui que nous avons rencontré tout a I'heure offrc un exemple
simple, catégorie probablement assez digne d’attirer l'attention.

Bien entendu, une fois prise une telle solution 1, il faudrait
calculer les solutions §, = correspondantes et vérifier la condition
de Jacobi AZo.

III. La méthode de Hilbert (dont la méthode de Clebsch n’est
d’ailleurs pas distincte au fond) conduit & des résultats Lout sem-
blables.

Pour qu'une fonction de z, y, 3, 33, Piy Pay G4, ¢2, intégrée
par rapport & z et 4 y, donne un résultat dépendant du contour
seul, il faut tout d’abord qu’elle ait la forme

9 =A+ By p;+ Ciq1+ Byps+ Caqa+ D(p1g3— g1 p2)

(A, B, ... fonctions de z, y, 3, 32); forme qui renferme en
général, comme on le voit, un terme non linéaire par rapport aux
dérivées premiéres.

Pour suivre la marche indiquée par M. Hilbert, nous prendrons
tout d’abord

4) o= f(=, 5,31, 5, ®y, Y1, By, L2) + (P1—®1) fo,+ (P1— ) fo,
+ (g1 — Y1) Sy + (g2 = X2) Srws

ou f est la fonction donnée sous le signeff, de maniére que

ff(x) Y 31y B2y P1y P2y 91y 1) dx dy

est l'intégrale dont on cherche 'extremum, et ol w,, &y, Y, %2
sont définies de la maniére suivante :

On considére une famille d’extrémales dépendant d¢ deux
constantes arbitraires a, b

(5) 5 =V¥(=z,y,a,b), z33=V¥,(2, y,a,D),

ces équations étant supposées résolubles par rapport a a, b, de
sorte que le déterminant

. D(¥,, ¥,)
(6) D(a,0)

nc s’annule en aucun point de Paire d’intégration.
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Géométriquement parlant, les fonctions 3, 3, de x et de y
représentent une multiplicité deux fois étendue tracée dans I'es-
pace & guatre dimensions, ou, plus commodément, un couple de
surfaces dans I'espace ordinaire, avec cette convention que I'on
considére comme faisant un toul indissoluble les deux points qui,
pris respectivement sur les deux surfaces, ont méme projection
sur le plan des zy (*). Ce sont deux points ainsi situés sur une
méme paralléle 4 I’axe des z que nous nommerons un couple de
points. La condition imposée aux extrémales (5) revient a dire
qu’on peut les faire passer par tout couple de points donné (suffi-
samment voisin de I'extrémale que I’on considére).

Cela posé, w,, 7, ®a, 2 sont les dérivées partielles de z,, 3,
lirées des équations (5). Ce sont donc des fonctions de z, y, a, b
et par conséquent (en vertu de la résolubilité précédemment
postulée) de fonctions de z, y, 3y, 54, de sorte que I'expression (4)
est une fonction de z, y, 3y, 22, Py ¢1) Pas qa-

Le calcul fait intervenir plusieurs espéces de dérivées, savoir :

1° Les dérivées d’une fonction de z, y, 34, 33, P1) G4y P2y ¢,
lorsque ces huit quantités sont considérées comme des variables
indépendantes; nous les désignons par des indices, ®,, désignant,
par exemple, la dérivée de ® par rapport & p,. C’est ce qui est fait
daos la formule (4), od f5, représente la valeur de f), lorsqu’on y
remplace py, pa, g, qs par &y, @y, Y1, Ya-
2° Les dérivées d’une fonction de z, y, 3,, 3, par rapport a ces
quantités considérées comme variables indépendantes. Nous les
désignerons par le symbole 8. Pour une fonction ® de z, y, 3,
T3y Wyy Y1) W2, Y200 2
3

y 3
7) 3 ‘l’z‘+4’w.8—“ +¢°’—87: +"’z.‘g);{'f + Py,

8y

'8_21 (i=1,2).

3o Les dérivées prises suivant le couple de surfaces (quelconque
d’ailleurs) dont les plans tangents ont pour coefficicnts angulaires
Piy @1y P2y 2. Nous les désignerons par le symbole d; on a (pour

(') En particulicr, ces surfaces sont limitées a deux contours donnés C,, C,,
lesquels font partic d’'un méme cylindre paralléle a l'axe des 5.
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une fonction de z, y, 3., 3;)

o8 3 3
8) oz "8 TPy, TPy
3

) ]
EZANE LA T L P
4° Les dérivées prises suivaut les extrémales (4), en regardant,
par conséquent, z,, 5, comme fonctions de z, ¥ et a, b comme
constants. Ces dérivées, qui seront. désignées par le symbole ¥,
sont liées aux dérivées 8 par la relation

n_i_‘_m 8_._ 3
(2=
(9 » & 3 - )

ZARE VA PR T

Cela posé, tes conditions pour que, ¢ étant I'expression (4),
l’intégraleffcp dz dy ne dépende que du contour, soit

Y _ 0, _ 90, _ Y 0, 9, _
33; oz P oy 0 o, 32, oz P dy?"’ °

(égalités devant avoir lieu quels que soient les p, ¢) se réduisent,

en tenant compte des formules (8) et de ce que les surfaces (5)
sont des extrémales, a

8 &
a—z"fﬂt— 8—5|fﬂ'a= 0,
(10) 3 3
g:fx. - ;;—,.fx. =o.

Elles ne seront donc pas vérifiées en général.
Mais si (ce que nous avons le droit de faire) nous ajoutons 3 f
les deux termes intégrables

0 9 0, 0
@(PP:‘:) — oz (rq15) = ;},&Pt":— £QI52+ p(P193—g1P2)

S )
= 8—;—1’15:— ﬁq:h"— A(pi1gs — q1P3)

(p. étant une fonction de z, ¥, 3,, 3, et A désignant la combi-
paison .
A= ® -+ 32 -STP;)’
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ou encore si, sans changer f, nous ajoutons & I'expression (4) le

terme
—M(p1—®1) (92— x2) — (P1— ®2) (91— %1)),

les équations (10) sont remplacées par

° 8 8 1 ax’ DA
o e (E ) =
(10') (; _if ) ow, Sw, _
Sz,fx‘ 8z, 7 %o ‘(8_3,"'_87,)_'—)—5—0’

et, pour satisfaire aux conditions du probléme, nous n’aurons qu’a
déterminer A par ces derniéres équations.

Or celles-ci ne seront autres que les équalions posées par
Clebsch. 11 suffit, pour les ramener & la forme de Clebsch, de
transformer les dérivées & en remplagant les variables indépen-
dantes z,, z, par les variables a, b. Les dérivées des unes par
rapport aux autres sont les quantités précédemment désignées
par Gy, &2, T4, T2, €t le déterminant fonctionnel (6) est celui que
nous avions appelé A.

Comme dans la méthode de Clebsch, par conséquent, les équa-
tions (10') forment un systéme complétement intégrable ec out,
par conséquent, une solution A dépendant d'une constante
arbitraire.

Nous sommes donc amenés exactement au méme point que dans
la méthode précédente et nous aurions & étudier un systéme ana-
logue 4 S (mais notablement plus compliqué et plus difficile 4
former, puisque les équatious ne seraient plus linéaires) obtenu
en éliminant z,, 3, entre les équations (10') et celles qui expriment
que la famille (5) est composée d’extrémales. Nous devrons expri-

mer que ce syst¢éme admet une solution satisfaisant aux inéga-
lités (3).

1V. En réalité, on doit présumer que la discussion dont nous
venons de parler n’est pas nécessaire.

Si, en effet, nous considérons, non plus la méthode de Hilbert,
mais la méthode de Weierstrass sous sa forme primitive, nous
arriverons a des conclusions d’une forme notablement différente.

Soient, en effet, (s, s2) le couple de surfaces (ui conslitue
Pextrémale étudiée; (S, S,) un autre couple qu’on veut lui com-
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parer, et qui est limité au méme contour (Cy, C;). Sur (S,, S,)
tragons un couple de contours variables (Y., y2) (Y et v, étant,
bien entendu, situés sur un méme cylindre paralléle 3 Oz). Par
(Y1, 72) faisons passer un couple de surfaces (Z,, Z,) constituant
une eztrémale. Si cette derniére construction est toujours pos-
sible, il suffira de faire varier les contours Y1 Y2 depuis un couple
de points jusqu’a la position (C,, C,) pour appliquer le raisonne-
ment de Weierstrass.

Or la condition, analogue a celle de Legendre, a laquelle on
arrive ainsi (pour le minimum faible) est la condition nécessaira,
rappelée en premier lieu.

Seulement, en opérant ainsi, la difficulté apparatt dans la con-
dition de Jacobi. Au lieu de supposer simplement D'existence
d’une famille d’extrémaies & deux paramétres, il faudrait exprimer
que U'on peul construire le couple extrémal (2, Z;), c’est-a-dire
résoudre un probléme de Dirichlet &4 deux inconnues dans les
conditions les plus générales et les plus difficiles, puisque v, et v,
sont quelconques.

L’état actuel de la Science ne permettrait pas, par exemple, de
déduire de cette méthode 'existence du minimum dans une aire
d’intégration trés petite; ce qui résulte, au contraire, des méthodes
de Clebsch-Hilbert, puisque, en raison de la constante arbitraire
qui figure dans A, on peut toujours supposer que cette quantité
satisfait aux inégalités (3) aux environs d'un point donné quel-
conque.

Je terminerai en indiquant quelques points sur lesquels, dans
les legons professées au Collége de France il y a deux ans, j’ai dd
compléter les résultats acquis en Calcul des variations.

Le premier concerne les problémes isopérimétriques, dans
lesquels on cherche l'extremum d'une certaine intégrale I,,
connaissant les valeurs d’une ou plusieurs aatres intégrales
données et certaines conditions accessoires. Le résultat fonda-
mental (qui raméne cet extremum a un extremum libre par I'inter-
vention d’un multiplicateur) a dd étre étendu au cas oil, parmi
les conditions accessoires, figurent des conditions d’inégalité. 11
reste encore vrai dans ce cas; mais la démonstration fait appel a
des considérations scnsiblemen. différentes des considérations
classiques.
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D’autre part, la question de savoir si la construction de Weier-
strass es possible, dans ce méme probléme isopériméirique; peut,
dans beaucoup de cas, étre considérée comme résolue si l'arc
considéré satisfait aux conditions suffisantes du minimum (par
exemple) pour l'intégrale I + (1, (I, élant I'intégrale donnée et
l le multiplicateur), ce minimum étant considéré comme libre.
On constate, en effet, dans ces conditions, que la valeur de
Io+ I1, est une fonction croissante de [ lorsque celte quantité
varie pendant que les extrémités reslent fixes. Cette remarque
sera, par exemple, trés utile pour la démonstration de 1'existence
du minimum dans une région suffisamment petite.

Enfin je noterai encore une simplification assez grande que 1'on
peut apporter & la démonstration du théoréme de M. Osgrod,
d’aprés lequel on peut assigner une limite inférieure a la différence
qui existe entre l'intégrale minima et une intégrale variée. Un
procédé, tout semblable & celui qui a été employé par M. Kreser
a propos de la stabilité¢ de 1’équilibre du fil pesant, permet de se
passer des inégalités employées dans les différentes démonstrations
directes données jusqu’ici. Malheureusement, cette méthode n’est
plus applicable aux intégrales multiples, pour lesquelles, au sur-
plus, la question est toujours beaucoup plus délicate.

Je me contenterai de mentionner ces différents points, qui seront
traités avec plus de détails dans un Ouvrage ultérieur.




