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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS IRREDUCTIBLES DU CINQUIEME DEGRE,
RESOLUBLES PAR RADICAUX;

Par M. Matniev WEILL.

Soient ( fig. 1) une conique ', trois tangentes DCE, DBA, BC,
et une autre conique S passant par A, B, C, et louchant DE au

Fig. 1.

point C. Le pentagone ABCCB a ses sommets sur la conique S et
ses cOtés langents i la conique S'; dés lors, il existe une infinité
de pentagones inscrits dans S et circonscrits a ',



— 83 —
On aura pour S’ I'équation

ap —1=o0,
et, pour S, I'équation

(2+2M)~B(2My+pz) =0

(BC ayant pour équation A\*§ + ady + a=o0). Un point de la co-
nique S est défini par

t— A\

p—t v

_ —akp—NM

a=2A

La droite qui joint deux points a pour équation
alp—(C+2)]— ﬂtt'—v'z)q(t +t¢—N\)=o0.
Cette droite sera tangente a S/, dont un point est défini par
a =,
=73
si ’équation
0 [ — (¢4 )] —tf— 2M0(t+ £ — W) = 0
a ses racines égales, ce qui donne
M=)+ t[20(F—N) — " pt'] + A (' — M) =0,

Considérons un pentagone inscrit dans la conique S et cir-
conscrit 4 la conique S/, et soient ¢, ¢5¢3¢,¢; les valeurs correspon-
dantes du paramétre ¢. On aura

2 A (G —AY) — 1+ pyy
(1) L+ ty = G ’
Lty = )\’()\’— t).

Transportons ces valeurs dans I'équation de la droite qui joint les
points correspondant a ¢, et ¢y, nous aurons ¢, au second degré,
nous en déduirons, immédiatement, I'équation de I'enveloppe des
droites qui joignent de deux en deux les sommets du pentagone

(a+2M)+ B(aMy + pa) + (p — M) (PP —2f) = 0.
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Cetle conique passe par les points communs aux deux premiéres,
résultat bien connu.

D’autre part, en éliminant ¢, entre les relations (1), nous aurons,
entre ¢, et ¢y, la relation

k’(t,t;)(t"i' t;) -+ l-lk'—' A — p.l’tgt;—‘- tg t} = 0.

Cette méme relation existe évidemment, entre ¢; et l,, et aussi
entre ¢, et ¢,; on a donc

_abk—h
ty+ t._l!”_tl,
—
=) B4
an=M, w"m)

Désignons par § la somme des produits 2 & 2 des 5 quantités ¢, ¢,,
tsy L4, Ly, Cest-d-dire la quantité

(L ta4-ty+ )ty -+ ity + bats+ (23 + 8,) (L2 + &),

on aura donc

.

(t
t

0=

—_~
~

?

ou
Bo(t) —f()=o,

relation ol ¢, pourra étre remplacé par chacune des valeurs ¢,, ¢,
ty, ts; on obtient ainsi I'équation

B— (2N + ) + 083 — A2 (20 — phr— pr—3)%)
— A 2(aht 4 A2 — 0) + A (M — p) =o.

Cetle équalion donnera, par la variation de 0, les 5 valeurs de ¢
qui définissent le pentagone. Or, 2 quelconques de ces valeurs
étant données, les autres en sont des fonctions rationnelles, comme
le montre I'analyse précédente, c’est donc une équation de Galois,
c’est a-dire que les 5 racines s’expriment par des radicaux portant
sur des fopctions rationnelles des 3 paramétres 9, i1, 22. On a donc
le théoréme suivant :

L'équation

t—t8(2a + b) + ct3— at?(2¢c — ab — b2—3a?)
—att(2a*+ab—c)+a*(a—b)=o,
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dans laquelle a, b, c sont 3 quantités quelconques, est réso-
luble par radicauz.

Soient ¢, et ¢, deux des racines, les autres auront pour valeurs

_ala—ty)

£
3 7
4 lg—a
PR R lualls bl N
ty
a(a —t;)
= ———— -
&

On peut employer une autre méthode. Considérons deux co-
niques ayant pour équations

¥4 yr—23zt=o,
Az*+Byrt—zt=o0.
Un point de la premiére est défini par les équations

zl—t’ -3 21
i a YEA T

et la droite qui joint 2 points a pour équation
z(1—tt')y+ y(t+)—z(1+ tl')=o.

En exprimant que cetie droile touche la seconde conique, on
trouve facilement

(t+ ey (—u)

—_ it =
B y (1+th)r=o0,
ou bien
B+ A2 paptt'+ 2+ h=o,
)\_B—AB _A—B—AB).
O

Considérons un pentagone inscrit dans la premiére conique et
circonscrit a la seconde, et soient ¢, £y, ty, ¢y, ¢; les paramétres
(ui correspondent aux sommets. On aura

— 21ty L=+t

ly+ ty = — 9’ tal; = ——35°
s + Mt} T
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1l en résulte entre ¢y et £; unce relation de la forme

BA+ME) +opmtt+ 2+ A =0,
avec
A= A _ap(M+1)

=g M T Sy
On aura donc

—auly N+ 2}

12 Uy = yly = —————_.
LR ey v & AT TN

Appelons § le produit ¢,, ¢,, ¢, ¢4, ¢5, nous aurons

A+t M+1t}
R X7 IS W

Donc I’équation
AN+ ) ( M+ 2)—0(1+Ae2) (14 ) =0
aura pour racines les 5 valeurs de ¢; cetle équation développée est
B— 0N+ BN+ 7M)—O0(A+7) 2+ 2\t — 0 =o.

Les paramétres A et A, sont liés par une relation qu’il faut
trouver.

Or, si nous joignons ¢, & ¢y, puis ¢, & £5, ladroite ¢, ¢; sera telle
que I'on aura entre ¢, et ¢; la relation

O+ M) optt’'+ 1+ M=o,
avec

_ 4 _, _2apidi+n)

MER— BT T oy

On aura, si le polygone se ferme,
lg: )\, He = .
Exprimaunt ces conditions, on trouve

16t [ — 11— 2t (M (M — 1) = [16M s — (B — 1 1,

[(A2— 1) — 22 (W D[N — )8+ 16M b |
6N — (W= P8 (M=t

1— p=

Lia premic¢re donne

(R — )R- —apt (R4 1]+ [16A2 2 — (A2 —1)*] == 0,
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et la seconde, combinée avec la premiére, donne
Sut(t—p)(A—1)2—[(A2— 141622 pt] = 0.
Oa voit facilement que, dans la premiére, il faut prendre le signe +-.
En posant A2 — 1 =3, les 2 pelatiops devienpent
(a—a2p)[— 2 +apst+ (§p*—8p?)s —8p?] =0,
(34+ap)(—sS+apzst+...)=o.
La relation cherchée est donc, en pbsant ap=t,
' 28— tz’+(t?; )z + t3=o.

Elle donne, sous une forme simpie; la condition entre A et B pour
qu'jl existe un pentagone inscrit dans la premiére conique et ¢ir-
conscril & la seconde; clle peul s'écrire

(M= 1P — ap(M— 1)1+ (83 — 4ut) (M—1) +8pd = o,

elle permet d’exprimer p en fonction de A par des radicaux, et par
suite, A, en fonction de A par des radicaux, donc ’équation du
5° degré envisagée plus haut est soluble par radicaux portant sur
des fenctions rationnelles des deux paramétres indépendants ) et 0.
On trouve, d’ailleurs, entre A et },, la relation

()‘li—l)’llq—(l—l‘)’= 0.

Posons
A\ = a, A+A =0,

il vient
b=ya'—aa'+ 5a,

oo a donc I'énoancé suivant .
L'égquation
th—actt+ (8—ctt)yat—2at+5a+ta—c =0,

ot a et ¢ sont deux paramétres indépendants, est soluble par
radicauz portant sur des fonctions rationnelles de a et c.



