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SUR CERTATNES TRANSFORMATIONS DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. J. CraImix.

J'ai déterminé, dans un travail antérieur ('), toutes les équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre & deux varisbles
indépendantes, réductibles & une équation linéaire par une Lrans-
formation de Bicklund de seconde espéce, qui conserve les
variables indépendantes, et qui fasse correspondre 3 chaque inté-
grale de I'équation considérée une seule intégrale de I’équation
linéaire. Je me propose d’étudier les transformations (B,) qui
permettent de remplacer une équation aux dérivées partielles du
second ordre par une équation linéaire, en faisant correspondre
4 chaque intégrale de I'équation donnée une infinité d'intégrales
de I'équalion linéaire, les variables indépendantes étant toujours
conservées; je montrerai que, exception faite de deux cas parli-
culiers, les seules transformations satisfaisant aux conditions
énoncées sont les transformations indiquées par Moutard et
M. Lucien Lévy.

Considérons une équation linéaire avx dérivées partielles du
second ordre que nous pouvons loujours écrire, avec les notations
ordinaires,

() s=ap+bs,

a ct b désignant deux fonclions des variables indépendantes x
et y; la question proposée revient a celle-ci : Trouver dans quels
cas la fonction 3' de z et y définie par l'égalité

(2) 3= f(z, y,3,p)

satisfait & une équation aux dérivées partielles du second
ordre quand on remplace z par une intégrale de l'équa-
tion (1).

(') Annales de la Faculté de Toulouse, 1903.
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On peut remarquer que f doit dépendre effectivement des deux
variables z et p. Si f était indépendant de p, (2) définirait une
transformation ponctuelle de I'équation (1); si f ne contenait
pas 3, 3 salisferait & une équation déduite par un changement de
fonction inconnue de 'une des équations oblenues en appliquant
a (1) la transformation de Laplace.

Les deux premiéres équations (3) sont donc résolubles par rap-
port A g et & r; en portant les valeurs trouvées dans la derniére

équation, il vient
s=MH(z,y,35p)p'q+K(z, 7,3 p)p' + L(2, 5,2, p)g + M (2,7, 5 P)
3! satisfera & une équation aux dérivées partielles du second ordre

si H, K, L, M peuvent s’exprimer & I'aide de (2) en fonction
de z, y, 5’ et celte équation sera nécessairement de la (orme

S=p(z,y,3)p' ¢ +a(2,5,3)p +B(z, 5, 5)qg'+ 1 (2,7, 5).

En prenant pour fonction inconnue fe"“‘"" ds’ au lieu de 3/,
on revient au cas ol p est nul : supposons cette transformation
. effectuée. H(z, y, 5, p) s’annulant en méme temps que d:dfp, on
devra avoir

s'=flzy, 5 p)=e(2,7,2)+ $(2,,p)
L(z, y, 3, p) sera une fonction de z, y, 3’ seulement si le déter-

. . . D(L
minant fonctionncl W—lf—) est nul; remplacons L par sa valeur
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Donnons a 3 une valeur fixe; on tire de Ja

o _ _m(zy)
op p+uw(z,y)
et

Y(z,y, p) = m(z, y)Log[p +w(x,y) (1),
a moins que, dans le déterminant (4), le coefficient de p ne soit
nul ou que ce déterminant ne s’annule identiquement quelle que

soit ¢. Examinons ces deux derniéres hypothéses : le déterminant
ne conticnt pas de terme dépendant de p si Fon a

(5) o(z, y,5) = v(z,y)ed s Y3+ w(z, y) (u,v#o0)

ou si @ est une fonclion linéaire de z. 1l ne peut arriver que ¢ ait
la forme (5); en substituant dans le déterminant écrit plus haut,
on verrait que, dans ce cas, z—% dépendrait de 5. Le déterminant

est idenliquement nul si ¢ est une fonction lindaire de z.
Calculons le coefficient de p’,

1] 2
P (ap+ syl
oy op 9p?
K(#z,y,3,p)=a+ 4
%
op
et écrivons encore que le déterminant Bif’ﬁ; s'annule identi-
b
liqnemcnl. Nous trouvons
o1y oy
0 oy _og o | gop T (PHIDG |
() op* 95 op ) =

op

(') Il est évidemment inutile d’ajouter & I'cxpression trouvée pour ¢ une fonc-
tion de & et y, puisqu’on pcut toujours retrancher unc pareille fonction de 3'.
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Nous négligeons d’abord le cas ou le coeflicient & serait nul.
En donnant a p une valeur fixe, on trouve

d _ nlz,y)
3 z+E(z,y)

9(@, ¥, 3) = n(2, y) Log[s + (=, y)],

si 3 figure dans ’équation (6). Abstraction faite du cas o ¢ est
une fonction linéaire et od, par conséquent, le premier membre
de (6) s’annule identiquement, 3 ne figure pas dans cette équation
sil'ona

(2, 72 P) = 0o(%, y)enl =P+ wo (2, §)  (Uoy 90 # 0);

en remplagant ¢ par cette fonction, il vient pour g; une expres-

sion contenant p, ce qui est impossible.
En résumé, il n'y a que deux cas & considérer : ¢ et ¢ sont res-
pectivement égalés a

n(z,y)Log[s +Et(x, )}, m(z, y)Log[p+ w(zy)),

ou contiennent linéairement les quanlités z el p.

Considérons d’abord le premier cas : portons dans I'équa-
tion (4) les expressions que nous venons de Lrouver pour ¢ et ¢;
il reste, aprés réductions,

m(p+ gﬁ—)+n(p+w)=o.

Les fonctions m et n ne différent donc que par le signe, en pre-

’

nant

pour nouvelle fonction inconnue, on voit que I'on
m(z,y)

peut supposer m égale & 1 et n égale & — 1. L’équation précé-
dente donne, en outre,

Remplagons dans I'équation linéaire (1) 5 par 5 — §(z, y), clle
devient
s+ap+bz+o(z,y)=o0,

dans celte derniére équation remplagons z par %, nous trouvons

d’zl " (,31 d‘l dz.

it gy T oy T TOTIT=0
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P'équation qui définit la transformation étant

5= log("“)

D’aprés la forme de 'équation (7), ! et par conséquent 7’ ne
salisferont & des équations aux dérivées paruelles du second ordre
que si o(z, y) est nulle (), c’est-d-dire si § est une intégrale de
’équation (1). Il en résulte que 'on a

9%
=l =l

3= Log(%),

si I'on remplace z par 3 — &(z, y), ce qui ne change pas I'équa-
tion (1). On trouve dong ainsi les transformations indiquées par

Moutard.
Passons au cas ou ¢ et ¢ dépendent linéaitement de 3 et de p,
il existe toujours des fonctions 8, », § de z et y telles que I'on

puisse écrire
el

tout revient & chercher si 'di (f) satisfait 4 une équation afx dé-
z \ 7

rivées parlielles du second ordre. % = z, est une inlégrale de

Ro (L )i i i ik ),
dxdy+(n dy+a)dz+'qd.rdy+(ndwdy+ndza+b 1=9

ou simplement

F=0(z, y) + (2, 7);

%‘% satisfait & une équation aux dérivées partielles du second ordre

si, dans 'équation qui vient d’4tre écrite, le rapport des coeffi-

cients de 3, et de %}' ne dépend que de y (2); écrivons cette con-

() GouRsAT, Legons sur les équations auzx derivées partielles du second ordre,

t. I, p. 244.
(?) Goumsar, loc. cit.
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P oy =YL
oz dy oz L

Remplagons n(z, y) par n(z,¥) fY dy; on apergoit immé-
diatement que 7, cst une intégrale de I’équation linéaire donnée;
la transformation considérée est une transformation de M. Lucien
Lévy, puisqu’elle équivaut i la transformation

oy
3=n —_———23.
WP 5z
Lorsque & est nul, nous écrirons P'équation linéaire sous la
forme suivante,

_ ¥ dao
(8) =y P

a, désignant une fonction de z et y. De la condition (6) on dé-
duit que l'on a

‘-l’(-”a Y, p)=m(z, y) ‘l-'(.'l:, "L>+ n(z,y) (1),

ay
ou simplement

Y(z,y,p)=V" (.1:, a£>’
0

si 'on effectue un changement d’inconnue dans I’équation trans-
formée, comme nous avons fait plusieurs fois. Nous supposons
d’abord que ¢ ne contient pas linéairement 3, I'équation (4) nous
permet de déterminer la forme de la fonction W,

) p -
U(z, L) =Log | & + X(x
( ' ay ®Lao )]
en négligeant toujours, ce qui est permis, un facteur indépendant

de p et un tlerme additif également indépendant de p. L'équa-
tion (4) fournit alors le syst¢me

%9 _ . (9%)\? N
o) ozox—“*’x(;;) ey g
9
?e _ (do)? 99
? Fyy _(E) +w(> y) 500

(') Il cst bien évident que les fonc'ions m ct n n'ont audine relation’ avee
celles qui ont été représentées plus haut par les mémes Icttres. Il cn est de méme
pour lcs fonctions désignées plus loin par m et w.
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qui est intégrable a condition que I'on ait

p=au(z, )X (2)Y(y), =Y(y).

En écrivant que ngM’;—; est nul et en tenant compte de (g), on
arrive a
(10) %-»(aoY) =o,

ce qui signifie que Y est nulle, 3 moins que I'équation (8) n’ait
ses deux invariants nuls.
Si Y est nulle, la deuxiéme équation (g) montre que I'on peut

écrire
9(z, y,3) =—Log[z + w(=, ¥)];

en recommengant les raisonnements faits plus haut, on montre que
I'on obtient une transformation de Moutard.

Lorsque I'équation (8) a ses deux invariants nuls, il est permis
de supposer a, égale & 1: de (10) on déduit que Y est une con-
stante que nous pouvons remplacer par I'unité. Le systéme (gy)

donne alors
CP(.%‘, Y z) = — Log(ez+x_,);

finalement, en écrivant partout 3 — X au lieu de 3, on trouve

3= Log( p );

e:—1

celte transformation permet de passer de I’équation
s=0 a s+qg'e¥=o0.

Pour terminer, il reste & examiner le cas ot o est linéaire en 3,
I’équation donnée ayant toujours la forme (8). On a alors

(11) z'='r,(.r,_y)z+'lf(:r, £—>.
u
ct 'on en Lire
PO ,_ 0y dy Jy n dag
Q—UJ,~+T:‘1, ‘—my*‘“a;P"‘;; +a_o7{y_p’

puis, en remplacant ¢ par sa valeur,

, Vv odq e Dy 92, 1 de, oy
2) S——-ly =2 —)p(— - — - =2 2 )5
1 Ox N4 «, dy \ o dy n ox dy
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Imaginons que, dans le second membre de cette derniére équa-
tion, les coefficients de z et p ne soient pas nuls; si 'on exprime
que ce second membre ne dépend que de z, y, 7/, en vertu de (11)
on trouve que ¥ est une fonction linéaire de p et que I'on a une
transformation de M. Lucien Lévy. En écrivant, au contraire, que
le second membre de (12) est identiquement nul, on trouve
que a, salisfait &

ag B3 _ 940 020 _
oxdy oxr Ody
c’est-a-dire que I’équation (8) a ses deux invariants nuls, ou en-
core que I'on peut supposer a, égale i 1. 7 est alors une fonction
de la seule variable = et un changement simple d’inconnue dans
'équation transformée permet de remplacer (11) par

=2+ g(x p);

les deux équations qui se correspondent sont

En rapprochant les résultats qui viennent d’étre établis de ceux
que j'ai démontrés dans mon travail déja cié des Annales de la
Faculté de Toulouse, on voit que 'on connait toutes les équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre, qu’on peut remplacer
par une équation linéaire a 'aide d’une transformation de Bicklund
de deuxiéme espéce, tout en conservant les variables indépen-
dantes. Si I'on supprime cette derniére condition, le probléme est
beaucoup plus compliqué; j'ai déterminé quelques équations qui
sont déduites d’une équation linéaire aux dérivées partielles du
second ordre par une transformation (B,) ('), je me bornerai
a indiquer ici qu’en appliquant une transformation (B,) aux équa-
tions que j’ai indiquées dans les Annales de la Faculté de Tou-

louse, on oblient de nouvelles équations jouissant de la propriété
énoncée.

(') Comples rendus, »7 juin 1904.

XXxxi.
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