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SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS DE VARIABLES REELLES;

Par M. Arnaud Densoy.

Soit f une fonction définie en chaque point d’un ensemble par-
fait quelconque P. On sait ce que 'on entend par maximum et
minimum de Ja fonction f en un point de cet ensemble et relati-
vement & cet ensemble. Désignons par A4 et I ces deux fonctions
qui sont définies en chaque point de P. La fonction A est semi-
continue supérieurement, la fonction / semi-continue inférieu-
rement.

La fonction 4, qui est & elle-méme son propre maximum,
posséde un minimum. Je le désigne par A4’. La fonction semi-
continue inférieurement A’ posséde un maximum. Je le désigne
par A". Je désigne de méme le minimum de A" par 4", et ainsi
de suite. Je désigne d’une fagon enti¢rement analogue les fonc-
tions I, I", I", ..., qui se déduisent de 1. I’ est le maximum de
la fonction semi-continue inférieurement /. I” est le minimum de
la fonction semi-continue supérieurement I'. 1" est le maximum
de I, etc.

Je démontre dés le début de cette Note que les fonctions de
rang impair.4’; 4”7, . .. coincident entre ¢clles, etaussi I', 1", ...,
et qu'il en est de méme des fonctions de rang pair 47, A4, ...,
d’une part, et I, I', ..., d’autre part. Ce fail étant acquis :

1° Je donnc les propriétés-définitions, caractéristiques des
quatre fonctions A', A", I', 1", et qui les relient divectement i f;

2° Je cherche si, par leurs propriétés, ces fonclions peuvent
servir a caractériser une fonction f a laquelle elles appartiennent.
Je trouve effectivement une relation, savoir A'=1", A"=1I', vé-
rifiée surtout ehsemble parfait qui caractérise les fonctions limites
de lonctions continues, ou de classe 1, suivant la terminologic de
M. Baire;

3¢ Jai cherché si, parmi ces fonctions, certaines conservent
leurs propriéiés a la linmite; autrement dit, f, étant une fonction
tendant vers une {onction f, jai cherché siles fonctions a,,, o,
iry velatives i fp, tendent vers les fonctions A') A", 1) 1",

i,
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relatives a la fonction f limite de f,. Il n’en est rien, comme il est
bien aisé de s’en convaincre par des exemples immédiats. Mais
j'ai pu trouver des inégalités reliant les quantités .4', A", I', 1", et
les limites @/, a', ¢, " des fopdtions ays @y iy, I, dans le cas oil
ces limites exislent. J'ai, & ce propos, énoncé un théoréme général
sur la fagon dont s’opére la convergence d’une fonction tendant
vers une fonction limite.

L.

En vue de simplifier I'exposition, je supposcrai l¢c plus souvent
que P’ensemble parfait P, sur lequel sont définies les fonctions, est
le continu linéaire. Mais, toutes les définitions ct tous les résul-
tats subsistent dans le cas ou I'ensemble parfait P est quelconque.
11 suffit de remplacer le mot point par point de P, le mol inter-
valle par intervalle contenant des points de P, les mots point
intérieur & un intervalle par point de P intérieur & un inter-
valle, et cela dans les définitions, énoncés et démonsirations. On
se rendra trés aisément compte que, sous leur nouvelle forme,
ceux-ci sont encore valables.

Soit donc f une fonction définie sur le contina linéraire P.
Rappelons les propriétés caracléristiques du maximum A et du
minimum I de f.

H étant un point quelconque de P et étant donné un nombre po-
sitif e quelconque :

A. — 1° Je puis trouver un iatervalle CD entourant le point
considéré I ct en chaque point duquel on a

S<A(H) +¢;

2* Quelque petit que soit CD entourant H, il y a i son inté-
rieur un point (pouvant coincider avec H) ot f> A (II) — .

L’ensemble de ces deux propriétés montre que le nombre 1 (H)
est le plus petit jouissant de la propriété 1° et le plus grand jouis-
sant de la propriété 2°. Ces propriéiés sont done caraciéristiques
de A(II), ¢'est-d-dive que tout nombre jouissant de toutes les deux
A la fois coincide forcément-avec 4.
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Pour 7, définitions analogues :

I. — 1° Il est possible de trouver un intervalle CD entourant H,
en chaque point duquel f > I(H) —¢;

2° Quelque petit que soit CD contenant H 3 son intérieur, il
existe dans CD un point od f < I(H) +e.

I(H) est le plus grand nombre jouissant de la propriété 1° et le
plus petit jouissant de la propriété 2°. L’ensemble de ces pro-
priétés caractérise donc I.

~ Ceci posé, je vais démontrer les égalités

A =A"=Ay=...= Ayp+y,

A'=AV=A¢=...= Aspss

et les inégalités analogues relatives a I', I", 1", . ... Remarquons
que les premiéres se raménent & 1'égalité 4’= A". Car la [onction
qui joue, par rapport 3 A”, le réle que A" joue par rapport & A/,
est A5. Si donc A’ et A" sont idenliques, 4" = A4, et ainsi de
suite, pour les fonctions d’indice impair. Mais, si toutes les
fonctions d’indice impair sont identiques, leurs maxima sont aussi
identiques. Or, ces maxima ne sonL autres que A", A, ....
Donc, les deux suites d’égalités écrites se raménent & A'= A",
De méme les égalités relatives anx I', 1", 1", ... se raménent i
I'=1". Pour démontrer ces dcux derniéres, j'aurai besoin du
lemme suivant :

Lemve. — S¢ f2 g, le mazimum et le minimum de f en
chaque point sont respectivement supérieurs ou égaux au
mazimum et au minimum de g au méme point.

Soieut /A, le maximum et /, le minimum de f; A4, et I, le
maximum et le minimum de g. Je veux montrer que f 2 g euntraine
A2 Aqy 1,2 1,. Soit, en effet, H un point quelconque de P. Quel
que soit le nombre posilif ¢ donné : 1l est possible de trouver un
intervalle CD contenant H & son intérieur (1, 1°), en Lout point
duquel on a

S< Ay () 4+,

et, par suile,
g Ayl <z,
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Donc, "y
=411

En second lieu, quel que soit CD contenant H a son intérieur,
il est possible d’y trouver un point o (Z, 2°)

f < II(H) “+e,
et, par suite,
&<IL(H)+e
Donc,
L1,

En résumé, les inégalités f > g ou f2g entrainent les sui-

vantes :
Az4s, L2

Lorsque dans une inégalité ou dans une égalité nous remplace-
rons les deux membres par leurs maxima ou leurs minima respec-
tifs, nous dirons que nous délimitons les deux membres de la
relation, supérieurement dans le premier cas, inférieurement dans
le second.

Ceci posé, démontrons I’égalité

A'= A",

Pour cela, je remarque que j'ai 42 A4’', puisque A’ est le mi-
nimum de 4, et 4”2 A', puisque A" est le maximum de A’'. Déli-
mitons la premiére inégalité supérieurement,

A2 4"

Donc, Az Az Al

Délimitons inférieurement les trois termes de cette double

relation, P
I— é .

Done, A'=A". C. Q. F. D.

On démontrerait pareillement que
r=1.

Ainsi. la fonction A’ semi-continue inférieurement jouit de la
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propriété d’étre le minimum de son maximum A". De méme, /" est
une fonction semi-continue supérieurement qui est le maximum
de son minimum /[".
On peut se demander dans quel ordre de grandeur sont rangées
les six fonctions A, A', A", I, I', I".
On a d’abord
A2A4"2 4
et, de méme,
rzrzl.

Dc A 21 je déduis, en délimitant inférieurement,
A'21
et, en délimitant supérieurement,

A2T.

Done
A2A4"21T.

On a donc l'ordre suivant, par raison de symdétrie :
A2A"2 2I'21.

A, 4", I sont semi-continues supériearement, 4’, 1", I le sont
inférieurcment. Il est d’ailleurs trés aisé de former des exemples
o A’ et I’ sont dans un ordrc de grandeur constant ct quelconque,
ou indiflérent.

Remarquons encore que ces inégalités ont ¢1é déduites, scule-
ment, de ce que A est semi-continue supérieurement, I scmi-
continue inférieurement avec .4 27, ct non pas de ce que 1 et 7
sont ’un le maximum, I'autre le minimum d’une méme fonction.

Donnois des définitions caractéristiques de A’ 1", 1, 1",
Soit H un point quelconque de P. Quel que soit le nombre
positif ¢ donné :

A'. — A" &ant le minimum de 4, il cst possible (7, 1°)
d’entourer H d’un intervalle G en chaque point M duquel

AMy> 4'(1l) —.2 Autour de chaque point M de G (A4, 2°), je
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peux construire un intervalle dans lequei il y a un point ol
Jf>AM) — E- En ajoutant ces inégalités, on voit que :

1° Il est possible d’entourer H d’un intervalle CD dans lequel
I’ensemble des points ot f > A'(H) — ¢ est partout dense.

Dans tout intervalle CD contenant H, je peux trouver (I, 2°)
un point M (pouvant coincider avec H) ot 4(M) < A'(H) + -i-
Autour de M, je peux trouver (A4, 1°) un intervalle en chaque point
duquel f<< A (M) + ;— Donc:

2° Dans tout intervalle CD contenant H existe un intervalle en

chaque point duquel j'ai f<<A'(H)+e.

A'(H) est le plus grand nombre jouissant de la propriété 1° et
le plus petit jouissant de la propriété 2°. L’ensemble de ces pro-
priétés est donc caractéristique de A4'.

A". — A" est le maximum de A'. Donc je peux trouver un
intervalle CD contenant H en chaque point M duquel j’ai

A' (M) < A"(H) + ;

Dans tout intervalle contenant M existe un intervalle en chaque

. oy o €
point duquel j'ai f << A'(M)+ -

Donc, lesintervalles en chaque point desquels j’ai f << A"(H) 4
forment un ensemble partout dense dans CD. Donc :

1° Il est possible de trouver un intervalle CD contenant H et
tel que I'ensemble des points ou f > 4"(H) + ¢ est non dense
partout sur CD.

Dans tout intervalle CD contenant H, je peux trouver un point M

oun A'(M)> A"(H) — z- Autour de M, je peux trouver un inter-

. €
valle sur lequel 1'ensemble des points ot f > A'(M) — o est par
tout dense. Donc :
2* Dans tout intervalle CD contenant H, il existe un intervalle
sur lequel I'ensemble des points ot f> A"(H) — ¢ est partout
dense.
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Le nombre A" (H) est le plus petit jouissant de la propriété 1°
et le plus grand jouissant de la propriété 2°. Donc, ces propriéiés
caractérisent 4",

En essayant de définir de méme 4" comme étant le minimum
de A", on tombe sur la définition donnée pour A’. On retrouve
ainsi 'égalité

A=A"=....

Des définitions précédentes on déduit par analogie -celles de /'
etde I".

I'. — 1° 1l est possible d’entourer H d’un intervalle CD dans
lequel ’ensemble des points ou f << I'(H) +¢ est partout dense;
2° Dans tout intervalle CD contenant H, existe un intervalle en

chaque point duquel j’ai f > ['(H) — .

I'(H) est le plus petit nombre jouissant de la propriété 1° et le
plus grand jouissant de la propriété 2°.

1". — 1° Tl est possible d’entourer H d’un intervalle CD, tel
que I'ensemble des points on f << I"(H) — ¢ est non dense par-
tout sur CD;

2° Dans tout intervalle CD contenant H, il existe un intervalle

sur lequel I'ensemble des points ou f << I"(H) 4 ¢ est partout
dense.

1"(H) est le plus grand nombre jouissant de la propriété 1° et
le plus petit jouissant de la propriété 2°.

II.

Nous allons donner une application de ces définitions dans le
théoréme suivant :

Les fonctions de classe 1 sont caractérisées par la double
égalité A =1" et I' = A", vérifiée quel que soit 'ensemble par-
Jait pris pour base.

Nous admettrons pour cela le théoréme de M. Baire, 4 savoir que
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f
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soit de classe 1 est qu’elle soit ponctuellement discontinué sur
tout ensemble parfait, c’est-a-dire que A — I ait son minimum
nul en tout point ou, enfin, que l’ensemble des points ou
A — I <ceest partout dense (et méme peut étre constitué par
des intervalles partout denses).

Il nous suffit de montrer que 4'=I" par exemple. Car, si cette
égalité est vérifiée, en la délimitant supérieurement on trouve

A'=1T.

Mais, puisque dans la propriéié que je veux démontrer f n’in-
tervient que par la différence 4 — I, il convient de rattacher les
fonctions A’ et I" respectivement & A et I. Afin d’avoir les défi-
nitions les plus avantageuses nous envisagerons successivement A4’
comme jouant, relativement & 4, les rdles1°de 7, 2° de A'; puis I”
comme jouant, relativement a 7, les roles 1° de I", 2° de 4'.

On trouve de la sorte que :

H étant un point quelconque du continu linéaire P, et quel que
soit le nombre positif ¢ donné :

A', — 1° 1l est possible de trouver un intervalle CD conte-
nant H a son intérieur et en chaque point duquel on ait

A>A'(H)—e¢;
2° Quel que soit CD, il y a dans CD un intervalle out
A< A'(H) +e.

1". — 1° 1l est possible de trouver un intervalle CD conte-
nant H A son intérieur et tel que l'’ensemble des points ou
I< I"(H) — ¢ est non dense partout sur CD;

2 Dans tout intervalle CD contenant H il existe un intervalle

en chaque point duquel 7 <1"(H) + .

Ces définitions, comme les premiéres, s'appliquent & un en-
semble parfait quelconque pris pour base. Nous allons démontrer
que la condition A'= 1", vérifiée sur un ensemble parfait, carac-
térise une fonction ponctuellement discontinue sur cet ensemble
parfait et, pour simplifier, nous prendrons pour base le continu.
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Démontrons la proposition directe :

Par hypothése, I'ensemble des points od A — I < ¢ est partout
dense.

Soit H un point quelconque. J’entoure H d’un intervalle CD
(A, 1°), en chaque point duquel j'ai

A>A'(H)—¢.
Dans CD je peux trouver G, D, (1", 2°) ol
I<I"(H) +e.

Dans C, D, je puis trouver un point M o A(M) < I(M)+ce.
Donc D'inégalité A'(H) — e <I"(H) 4 ¢ est possible quel que
soite. Or, A’21". Donc

A'(H)=1I"(H),
quel que soit H.

Réciproquement, supposons que A'=1", Je vais montrer que,
dans tout intervalle PQ, il est possible de trouver un point et
méme un intervalle on 4 < I 4 ¢.

En effet, je prends H intérieur i I'intervalle donné PQ. Il est
possible (I, 1°) de trouver un intervalle CD entourant H et dans
lequel I'ensemble des points ou I << I"(H) —¢ est non dense.
Je limite CD a sa partie comprise dans PQ.

Dans l'intervalle CD je peux trouver G, D, (A’ 2°) ol

A< A(H)+e
Duns G, D, je peux trouver C;D, (17, 1) o
I>I1"(H)—e.
En chaque point de C,D,, les deux inégalités sont vérifides.

Comme A'(H)=1I"(1l), en retranchant membre & membre, on
voit qu’en tout point de CyD,on a

A LT+ 2z,
Donc, fest ponctuellement discontinue sur le continu. Donc,

la condition A'=1" ou .1"=1I', vériliée sur Loul cnsemble par-
fait, caractérise les fouctions de classe 1.
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Désignons par O la différence 4 — I. O est 'oscillation de f
relativement & 'ensemble parfait considéré. Soit O’ le minimum
de O et O" le maximum de O'. Lorsque f est poncluellement
discontinue, O’ est nul et, dans ce cas, nous venons de voir que
A'—I" est également nul, ainsi que A" — I'. Ceci n’est qu’un cas
particulier des doubles inégalités

. v
0z 120,
qui sont vraies quelle que soit f.

Pour les démontrer, je commencerai par définir A”et 1', puis O’
et O" par les propriélés qui les rattachent 3 4 et a I. Soit H un
point quelconque du continu linéaire P. Etant donné un nombre
positif e quelconque :

A". — 1° 1l est possible d’entourer H d’un iutervalle CD, tel
que I’ensemble des points ou 4 > A" (H) + ¢ est non dense par-
tout sur CD;

2° Dans tout intervalle CD contenant H existe un intervalle en
chaque point duquel 4 > A"(H) — .

I'. — 1° Il est possible de trouver un intervalle CD conte-
nant H, en chaque point duquel 7 <I'(H) + ¢;

2° Quel que soit CD entourant H, il y a dans CD un intervalle
oul>I'"(H)—e.

0. — 1° 1l est possible de trouver un intervalle CD, conte-
nant 1l 4 son intérieur, en chaque point duquel 4 — I'> O'(IT) —¢;

2° Quel ue soit CD contenant H, il y a dans CD un intervalle
oud—1<O)+e.

O’. — 1 1l est possible de trouver un intervalle CD, conte-
nant I & son intérieur, tel que 'ensemble des points ot

A—I>0"(l)+¢

¢st non densc partout sur CD;
2 Dans tout intervalle CD contenant H a son intéricur existe un
intervalle en chaque point duquel 4 — 1 > O"(H) —e.

Pour obtenir les inégalités que j"ai en vue, jassocie chacune



— 108 —

des inégalités auxquelles satisfont O’ et O” avec les inégalités con-
cordantes relatives 3 A’ et I", A" et I'.

Tout d’abord, je constate que (O', 2°) et (O”, 2°) ne donnent
lieu 4 aucune conclusion. Voici le schéma des raisonnements qui
me donnent les inégalités cherchées. J'ai écrit dans une méme
colonne verticale les intervalles que j’utilise dans le raisonnement.
Chacun est entiérement contenu & l'intérieur de celui qui est
écrit immédiatement au-dessus. A c6té du nom de 'intervalle se
trouve la condition qui le détermine et, sur la méme ligne, la rela-
lion qui est vérifiée en chaque point intérieur a l'intervalle consi-
déré. De la sorte, toutes les relations sont simultanément vérifiées
en chaque point de 'intervalle écrit & la ligne inférieure. Je dé-
duis alors, du fait que les relations écrites peuvent étre simultané-
ment vérifiées, la relation cherchée:

cD (0, 1°) A—1T1 >0 (H)—c¢,
CyD, (4', 20) A< A (H)+e,
Cy D, (I, v) I >I"(H)—s,
d’ou
A'(H)—I"(H)20'(H);
CDh (0 1° A—T >0 (H)y—c¢,
CiD, (I, %) I >TI (H)—¢,
CsDy  (4%17) A< A"(H)+e,
d’ou
A"(H)y—1'(H)2 O'(H);
CDh (4'y1° et 0", 1°) A>A"(H)—e,
CyD, r, 2) I <I'"(H) +c¢,
C,D: (07, 1) A—1I <O'(H)+¢,
d’ott
A'(H)—I"(H)s O*(H);
CD (I'y 1 et 0% 1°) I <I' (H)y+c¢,
CiD; (47, 2") A>A"(H)—c¢,
CiD; (0, 1) A—1TI <O (H)+c¢,
d’oti

A"(I)—I'(1)S 0" (H)

ou, en résumé,
A—-Tr
z0'.

(029
A=
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Délimitons supérieurement et inférieurement ces deux relations,
Les termes extrémes deviennent égaux. Donc,

A—I, A—I, O
ont le méme maximum Q"
A—1I A'—1TI, A'—T

ontde méme minimum, savoir O'.

ir.

Nous allons maintenant nous occuper du cas ol les six fonctions
A, A’y A", I, I', I" sont attachées & une fonction dépendant d’un
indice. Nous aurons, a ce sujet, besoin d’un théoréme général que
je vais démontrer, relatif ala convergence d’une fonction vers une
fonction limite.

Soient fy, fa, ..., fn une suite de fonctions définies sur un
cnsemble parfait quelconque que, pour simplifier, nous supposons
éwe le continu linéaire AB. Supposons que f, tende vers une
limite f. Donnons-nous un nombre positif quelconque ¢ et un
entier a. Désignons par G(z, €) 'ensemble des points H tels que,
quel que soit 72 a, on ait loujours

[ fu(H) —f(H)[<e.
Remarquons que, si

7> a, G(o, €)2 G(a( £);
si
¢<e, G(2,£')SG(a,e¢).

Je rappclle qu’avec M. Baire j’entendrai par ensemble de pre-
miere catégorie, sur un cnsemble parfait donné, un ensemble
(qui pcut éire considéré comme la réunion d’une infinité dénom-
brable d’ensembles, chacun non dense sur Pensemble parfait con-
sidéré. Un ensemble qui n’est pas de premicre catégorie est dit
de seconde catégorie.

Les deux proprié¢iés fondamentales de ces divers ensembles sont
les suivames :
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Une infinité dénombrablé d’ensembles de premiére calégorie
est un ensemble de premiére catégorie.

Un ensemble parfait est de seconde catégorie par rapport 2 lui-
méme.

Tatonime I. — Etant donné ¢, il est possible de prendre a
suffisamment grand pour que l’ensemble G(a, €) soit de seconde
catégorie sur AB.

Car, s'il était de premiére catégorie quel que fit a, I'ensemble
de tous les G(a, ¢€), pour toutes les valeurs de a, serait de premiére
catégorie. Il y aurait donc des points de AB qui n’appartiendraient
a aucun ensemble G(, €). En ces points, quel que fit a, il serait
impossible que | f, —f| < e pour toutc valeur de n supérieure
a a. Cecl est contradictoire avec I’hypothése qu’en chaque point f,
tend vers f.

Tatorime II. — Etant donné ¢, l’ensemble Q(¢) des points
tels que, autour de l’un de ces points, G(a, €) est de premiére
catégorie, quel que soit a, est non dense partout sur AB.

Car, sil'’ensemble Q (¢) était dense sur un segment CD intérieur
a AB, I’ensemble G(a, €) serait de premiére catégorie sur CD, ct
cela, quel que fit «. Or, élant donné le segment CD, il cxiste un
nombre a, tel que G(a, ¢) et tous les ensembles qui le suivent
soient de deuxié¢me catégorie sur CD. Le théoréme est donc vrai.
Je me suis appuyé sur la proposition suivante :

Etant donné un ensemble G et un intervalle CD, si G est de
premiére catégorie dans un intervalle fini '\ autour de chaque
point d’un ensemble Q partout dense sur CD, G est de pre-
miére catégorie sur CD.

Cette proposition se rameéne clle-méme a la suivante :

Il est possible, dans les conditions précédentes, de couerir G,
sauf les points d’un ensemble non dense Py d’une infinité dé-
nombrable des intervalles ), de telle fucon que tout point de CD
nappartenant pas @ P soit intéricur & Uun aw moins de ces in-
tervalles.
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Car : 1° les points qui n’appartiennent d ancun intervalle A
forment un ensemble non dense P (et méme fermé) sur ) ; 2° con-
sidérons un intervalle EF contigu 4 cet ensemble fermé non dense.
Soit E'F’ unintervalle intérieur 2 EF. Par hypothése, chaque point

T T

de E'F', extrémités comprises, est intérieur & un intervalle .
D’aprés un théoréme connu de M. Borel, je peux couvrir E'F’ avec
un nombre fini d’intervalles A. Je n’ai plus qu’a prolonger la suite
des intervalles de chaque coté vers E et vers F. J'atteindrai chaque
point intérieur 2 EF avec un nombre fini d’intervalles A. Donc, je
pourrai trouver une infinité dénombrable d’intervalles X tels que
tout point intérieur & EF soit intérieur & un au moins de ces inter-
valles.

Il y a une infinité dénombrable d'intervalles EF. Donc, il y a
une infinité dénombrable d’intervalles}, tels que tout pointde CD
soit intérieur & un de ces intervalles, sauf les points de I’ensemble
non dense, tels que E et I.

Revenons & l'ensemble G. G est de premiére catégorie dans
chaque intervalle A. Or, les points de G qui n’appartiennent pas
4 P sont compris dans une infinité dénombrable d’intervalles, dans
chacun desquels G est de premiére catégorie. Ces premiers poinls
lorment donc un ensemble de premiére catégorie. Restent les points
de G situés sur l'ensemble non dense P. Mais un ensemble de
premiére calégoric, augmenté d’un ensemble non dense, reste de
premiére calégorie. Done, G est de premiére catégorie sur CD.
La démoustration du théoréme 1l se trouve ainsi complétement
élucidée.

Du théoréme 1l nous déduisons :

Tutoninr W — Lensemble Q) des points pour chacun des-
quels il est possible de trouver un nombre <, tel que, quel que
soit o, Uensemble G(x, €) est de premicre catégoric antour du
potnt considéré, est lui-méme de premicre catégorie.

Soit Q) Pensemble non dense corvespondant & un nombre €.
Donnons-nous une suite de nombres ¢, €2y ooy g4, o -+, tendant
vers o, Lensemble des points communs & OQqgy), Q) ..o,
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Q(en)y «--» n'est autre que I’ensemble Q de I'énoncé. Comme
Q(en) est non dense, Q est de premiére catégorie.

Le théoréme auquel je viens d’aboutir me parait intéressant
par lui-méme et c’est pourquoi j'ai cru devoir le démontrer. Mais,
au point de vue de la question qui nous intéresse, les conditions
imposées aux ensembles G(a, ¢) et Q(e) sont plus restrictives
qu'il n’est besoin. Les théorémes démontrés le seront a fortior:,
si je remplace les ensembles G et Q par les ensembles G' et Q'
que je vais définir.

Désignons par G/(a, ¢) ’ensemble des points H, tels que I'on
ait | fa(H) — f(H)| <e. On a

G'(a,e)2G(a,e).

L’'énoncé du théoréme I est renforcé. Celui du théoréme 11 I'est
aussi si ’on remplace dans I’énoncé G par . Supposons que dans
cet énoticé on remplace aussi les mots de premiére catégorie par
qui ne soit pas partout dense sur un intervalle suffisamment
petit entourant H.

L’énoncé prend la forme suivante :

L’ensemble Q'(¢) total des points H, tels qu’autour de H
G/ (a, €) n'est pas partout dense, quel que soit a, ¢ étant donné,
est un ensemble non dense. (Rappelons qu'autour d’un point
signifie dans un intervalle suffisamment petit entourant ce
point.)

En effet, si Q'(¢) était dense sur un intervalle CD, on voil di-
rectement, que, quel que fat «, G'(a, ¢) serait partout non dense
dans CD, ce qui est contradicloire avec le fait que, a élant suffi-
samment grand, G'(a, ¢) est de seconde catégorie dans CD.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant analogue au
théoréme 1II.

L'ensemble Q' des points H, pour chacun desquels il est pos-
sible de trouver un nombre ¢, tel que, quel que soit ¢, l’ensemble
G/'(a, €) n’est pas partout dense autour de H, est de premiére
catégorie.

Considérons I’ensemble complémentaire de Q'. Pour chaque
point K n’appartenant pas a Q, il est possible, quel que soit ¢, de
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trouver un nombre a supérieur & tout nombre a, donné, tel que
I’ensemble des points out | fy— f|<<e est partout dense autour
de K.

Considérons maintenant les six fonctions a,, a;, a, i\, &, in,
relatives a la fonction f,, el supposons que ces quantités aient des
limites quand » croit indéfiniment. Soient a, a’, @, ¢, i", i ces
six limites. On a

v
v

ﬁlu.

221,

az2a2 <
et chacune de ces six fonctions est de classe 0, 1 ou 2. Comparons-
les aux fonctions 4, A", A', I', I", I, relatives a f.

Nous allons établir des relations d’inégalités vraies en tous les
points autres que ceux d’un ensemble de premiére catégorie, en
I'espéce Q'.

Soit H un point n’appartenant pas & Q’. Soit ¢ un nombre donné
quelconque, aussi petit que I'on veut.

Je prends n, assez .grand pour que a,(H)=a/(H)+ f¢
(82 < 1) pour toutes les valeurs de n supérieures a n,.

H n’appartenant pas 4 ', je peux prendre parmi ces valeurs
de n une valeur telle que 1’ensemble des points ou f,=f+ 8¢
(82 << 1) soit dense partout sur CD, CD étant un intervalle en-
tourant H et suffisamment petit. Or :

1° 11 est possible de troaver dans Lout intervalle intérieur 3 CD
et contenant H un intervalle (4, 2°) en chaque point duquel
Ja<<a,+¢. Dans cet intervalle, ensemble des points ou
J < a'+ 3¢ est partout dense. Donc

a'2l":

2° G, D, étant un intervalle suffisamment petit intérieur a CD
et contenant H, dans tout intervalle C, D, intérieur a C; D, il est
possible (A”, 1°) de trouver un intervalle en chaque point duquel
Ju< @, ~+ ¢. Donc, '’ensemble des points ol f << a”"+ 3s est dense
autour de H. Donc

a2l'.
De méme
'S A", U'SA,

a et (- donneraient lieu aux inégalités a2l et {S.A’, moins
XXXIH, 8
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avantageuses, respectivement, que a"2 I’ et i< A’. Nous ne gar-
derons donc que les quatre premiéres inégalités trouvées.

L’ensemble des points ol ces inégalités ne sont pas vraies,
a 37 prés, est non dense (par exemple I’ensemble des points ou
I'on n’a pas a'2I"—37n), car l'ensemble des points autour
desquels I'égalité f, = f+ 0, ne peut avoir lieu sur un ensemble
dense est non dense.

Dans chaque intervalle contigu a I’ensemble Q'(7) qui est fermé,
les relations peuvent étre délimitées supérieurement et infé-
rieurement, et les résultats seront vrais 4 moins de n prés. Donc, a
part les points de I'ensemble de premiére catégorie Q/, les inéga-
lités obtenues en délimitant les premiéres sont encore vraies.

Soient @, ay, ay, a;, ay, a; les six fonctions relatives & a'.
Désignons d’une fagon analogue les fonctions relatives & i/, & a” et
3 . On trouve que les relations les plus avantageuses se réduisent
aux suivantes :

Pour I, on a a'Z ' et, des douze nombres relatifs 4 o’ et 3 a/,
le plus petit est @;. Nous prenons donc sans hésitation

r.

v

'
a;

Pour 1', le plus petit nombre qui soit un maximum du coté
de a' est @;21'. Les nombres de méme ordre de @’ sont supé-
rieurs 4 ceux de a'. Mais on ne peut rien dire sur @’ lui-méme.
Donc, a’2 1" doit étre conservé. En résumé :

a; 2I', iy A",
ay _ ., iy
; o 21, g " <A
Si f, est continue, a =...=i=f. Donc, 121" et, par suite,

I=1I f2I', AS A" et, par suite, 4 = A", f< A', et cela sur un
ensemble complémentaire de premiére catégorie. Mais celte mé-
thode ne nous donne pas enti¢rement le résultat

A=A"=A=I'=I=I=f

en tous les points autres que ceux d’un ensemble de premiére
catégorie.



