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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LES SOMMES DES NOMBRES, PRIS DE QUATRE EN QUATRE,
DES COMBINAISONS REGULIERES D'ORDRE QUELCONQUE;

Par M. Désiré Anpee.

1. En étudiant les nombres des permutations alternées (*),
M. Estanave avait été conduit, vers la fin de 1902, & considérer les
sommes des nombres, pris de quatre en quatre, des combinaisons
simples de m objets. Il était arrivé, relativement & ces sommes, &
plusiears congruences remarquables, qu’il avait découvertes par
Pobservation, démontrées en loule rigueur, el finalement énoncées
dans I'Intermédiaire des Mathématiciens (2). C'est 'examen de
quatre d’entre elles qui m’a amené 4 m’occuper des sommes des
nombres, pris de quatre en qualre, des combinaisons simples de
m objets.

Dans unelettre insérée presque entiérementau méme Recueil (?),
j'ai donné sur ces sommes, dans le cas des combinaisons simples,
un théoréme dont les congruences de M. Estanave ne sont que des
corollaires immédiats. Je me propose, dans le présent Lravail,
d’exposer les résultats que j'ai obtenus en étudiant ces mémes
sommes, non plus daos le cas des combinaisons simples, mais dans
le cas des combinaisons réguliéres d’ordre quelconque. Le plus

(1) JYai fait connaitre la notion et lcs propriétés des permutations alternées
dans une Note et un Mémoire : Dévelcppements de sécx et de tangx (Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXXVIII, 1879, p. 965-967); Sur les per-
mutations alternées (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3¢ série,
t. VII, 1881, p. 167-18%).

(*) Questions 212 et 213, L. X, 1903, p. 3}

(") I. X, 1903, p. 18y-192.
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important de ces résultats cst un théoréme trés vaste, dont celui

que j’ai donné pour les combinaisons simples n’est que le premier
cas particulier.

2. J'ai appelé, il y alongtemps ('), combinaisons réguliéres
d’ordre a de m objets distincts pris n & n, celles des combinai-
sons de ces m ohjets, n & n, ol chaque objet peut étre répété
jusqu’a @ fois, mais non pas davantage. Les combinaisons simples
sont évidemment les combinaisons réguliéres d’ordre 1; les com-
binaisons complétes, celles d’ordre n. J'ai désigné par (m, n), le
nombre des combinaisons réguliéres, d’ordre «, de m objets dis-
tincts pris & n, en convenant de regarder (m, 0), comme égal a
I'unité.

Ces nombres (m, n), peuvent étre disposés en un. triangle ot
les lignes correspondent aux valeurs 1, 2, 3, ... de m; et les
colonnes, aux valeurs o, 1, 2, ... de n. Chaque élément de ce
triangle cst égal & celui qui est juste au-dessus, plus les « élé-
ments placés ala gauche de celui-ci. A chaque valeur de @ corres-
pond un triangle; dans le cas ol a est égal & 1, ce triangle n’est
autre chose que celui de Pascal; aussi ai-je proposé (2) d'appeler
tous ces triangles les triangles de Pascal des différents ordres.

Considérons le triangle d’ordre «, et, dans ce triangle, la ligne
de rang m. Elle nous présente ma + 1 termes, qui sont les
nombres

(m, 0)qy, (My 1)ay, (M, 2)a, .., (M, Mma),.

Si nous additionnons ces termes de quatre en quatre de loutes
les manicres possibles, nous obtenons (uatre sommes que nous
représentons par les symboles

S;’"’ Sllll’ S;"”, Sj’ll’
lindice supéricur n’¢tant que la valeur de n dans le terme par

lequel on commence I'addition.
Dans le triangle d’ordre «, chaque ligne donne ainsi quatre

(') Mémoire sur les combinaisons régulicres et leurs applications ( Annales
scientifiques de U'Ecole Normale supéricure, »» sévie, L.V, 1876, p. 135-19%).

(*) Liste et résume de mes principaur travave mathématiques, p. 15 (1 vol.
in-8v raisin, Pavis, Gauthier-Villars, 190}).
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sommes. Placées les unes sous les autres, ces sommes forment le
reclangle

dont les quatre colonnes s’étendent indéfiniment vers le bas. C'est
ce rectangle que nous allons étudier, d’abord dans ses éléments,
ensuite dans ses lignes, et enfin dans ses colonnes.

3. Comme je I'ai démontré par des raisonnements combina-
toires trés simples ('), les nombres des combinaisons réguliéres
d’ordre a de m objets, c’est-a-dire les éléments constituant la
mit™e ligne de notre triangle, ne sont autres choses que les coeffi-
cients des puissances successives de z dans le développement de
la m'®m¢ puissance du polynome

I+ 42 +...+ 2.
Si donc je désigne ce polynome par o(z), ce sont les cocffi-

cients du développement de ¢™(x) suivant les puissances ascen-
dantes de z, et les sommes

S0, Sk, Sk, Si
soul les résultats qu'on obtient en additionnant de quatre ¢n
quatre les coefficients de ce méme développement.
Or, si nous appelons 7 'une quelconque des racines quatri¢mes
de Punité, nous avons, comme on le voit sans peine, les quatre

égalités suivantes
. |l . . ul
iSh=Y rem(r), A5 =D rrgmr),

Aisflu=2"3?m(")v 4 S;‘n=2' eM(r),

(V) Mcémoire sur les combinaisons regalicres et leurs applications, Jdéja cité,

p- 18y,
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chaqnez s'étendant aux quatre racines quatriémes de l’unité.

Il est, d'ailleurs, évident que les seconds membres de toutes ces
égalités sont des fonctions symétriques de ces quatre racines et,
par conséquent, que I’on doit pouveir facilement en calculer, sous
forme explicite, les valeurs respectives.

4. Représentons par ¢ I'imaginaire \/— 1. Les quatre racines
quatriémes de I'unité seront
“+1, —1, +1i —I.

La premiére opération a effectuer sera donc de calculer les va-
leurs des expressions

o(+1), ¢(—1), 9(+1i), 9(—19),

valeurs qui dépendent de la forme du nombre a. Cette forme est
forcément I'une des suivantes

fa+1, 4a+2, ja+3, 4a-+4,

la lettre. o désignant un entier quelconque, égal ou supérieur a
zéro.

Lorsque a est de la forme 42 + 1, les valeurs considérées sont
respectivement
a+1, o, 1+ 1—I

Lorsque « est de la forme 4o + 2, elles sont
a+1, +t, +i —L¢.
Lorsque a cst de la forme 4a + 3, elles sont
a--i, o, 0, O.
Enfin, lorsque « est de la forme 42 + 4, clles sont

W41, 1, 41, -l
5. Nous appuyant : surles résultats que nous venons d’obtenir,
sur les formules qui nous donnent
S8, A4Sk, iS5k, 154

. . . . ;.
en fonection des racines uatriémes de Punité, et s les (quatre
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identités suivautes

(14 )4 (1—i)m=a(y/a)mcosm %,

— (1 E)m 4 i(1— i)m = 2(y/2)m sinm %,
(+m+ ( —i)m=zcosm%,
— i+ =)= 2sinm%,
nous obtenons facilement, pour toutes les formes du nombre a,

les valeurs de
450, 48k, 4Sk, 4Sh.

Si a est de la forme 4a +1,
4SSy = (a+1)m+ 2(;/;)'”(:05111%,
48t = (a+1)m+a(y/2)m sinm%‘,
4SE=(a+1)m—2(y/2)m cosm%’
§8h=(a+1)m—a(/a)nsinm 7.

Si a est de la forme 4o + 2,

T

48, =(a+1)"+ |+2cosm4—,
.
4S,|"=(a+|)'"—|+2smmz,

48, =(a+1)"41— 2cosm14—t,

T
4Sh=(a+1)ym—1—2sinm-.

4
Si a est de la forme 4a + 3,
-is?u= 4S/'n= I‘Sl’n=~£slau= (a—!—l)"‘.
Si « enfin est de la forme 4a + 4,

488, =(a-+1)yr+3,
48hy =4Sk =iSh=(a+1)"—1.
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6. Afin de permettre quelques vérifications numériques de ces
formules, et de donuer une idée des rectangles que nous étudions,
je vais transcrire ici les commencements des rectangles d’ordres 1,
2, 3, 4, c’est-a-dire des rectangles les plus simples parmi ceux
dont les ordres sont respectivement compris dans les formes fa 41,
4o+ 2, fa+ 3, {4+ 4 du nombre a.

Voici le commencement du rectangle d’ordre 1 :

1 1 o o

1 2 1 o

' 3 3 1

2 4 6 4

6 10 10}

16 12 16 20

36 28 28 36
72 6§ 56 64

14 4 ” 4

Voici celui du rectangle d’ordre 2 :

1 U I o

2 2 3

7 6 7 7
21 20 20 20

61 61 61 60
182 182 183 182
567 546 547 547

1641 1650 1640 1640

4 4 L4 ”
Voici cclui du rectangle d’ordre 3 :

1 TS | I

4 4 4 4
16 16 16 16
65 64 64 64
256 256 256 256

” " ” r
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Voici enfin celui du rectangle d’ordre 4 :

I 1 |

7 6 6 6
32 31 3t 31
157 156 156 156
782 78t 781 981

” 4 14 ”

7. Si nous examinons attentivement, soit sur nos formules, soit
sur nos rectangles numériques, les quatre valeurs de

S‘/’m Sl‘ll! Sl’n) SI‘IIY

c’est-a-dire les quatre nombres formant la mi™e ligne de notre
rectangle, nous constatons les résultats suivants :

Lorsque a est de la forme 4a.+1, ces quatre valeurs sont
égales deux & deux si m est impair; au contraire, si m est
pair, il y en a deux d’égales et deux d’inégales;

Lorsque a est de la forme 4a + 2, trois des quatre sommes
sont toujours égales entre elles, la quatriéme étant égale a
leur valeur commune, plus 1 si m est pair, moins 1 si m est
impair;

Lorsque a est de la forme 4o+ 3, les quatre valeursS),, S),,
S3,, S}, sont, quel que soit m, toujours égales entre elles;

Enfin, lorsque a est de la forme 4o+ 4, les trois derniéres
sommes sont toujours égales entre elles, la premiére étant tou-
Jours égale a leur valeur commune augmentée de l’unité.

Le plus remarquable de ces résultats nous parait étre celui qui
se présente lorsque @ est de la forme 4« + 3, puisque, dans ce
cas, nos quatre sommes sont égales. (e résultat se rapproche
beaucoup d’un théoréme que nous avons publié autrefois (') en
I’énongant ainsi :

Les termes, pris de a +1 en a + 1 dans la suite des nombres
des combinaisons réguliéres d’ordre a, ont une somme cons-

(1) Mémoire sur les combinaisons réguliéres et leurs applications, déja cité,
p- 167.
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tante, quel que soit celui des a + 1 premiers termes par lequel
on commence.

Quoi qu'il en soit, Lous les résultats qui précédent se démontrent
en toule rigueur a I'aide de nos formules (5). Mais il est a remar-
quer que plusieurs d’entre eux n’appartiennent point exclusi-
vement 4 nos développements; ils se retrouvent pour les sommes
des termes, pris dc quatre en quatre, dans toutes les suites de
nombres ol les termes équidistants des extrémes sont constamment
égaux enlre eux.

Comme on peut le voir, en effet, d’une maniére trés simple, si
I'on appelle ¢ le nombre des termes d’une quelconque de ces suites :

Lorsque t est impair, deux des quatre sommes sont toujours
égales entre elles, les deux autres étant, en général, diffé-
rentes;

Lorsque t est pair, les quatre sommes sont égales deux a
deux.

8. Partant des expressions trouvées précédemment (5), dans le
rectangle d’ordre a, pour les quatre sommes
488, 48k, 4Sh, 4Sh,
nous en déduisons sans peine les expressions de
45044y 4Shess 4Shesy 4Shes-

Comparant ces nouvelles expressions chacune a chacune avec les
précédentes, nous arrivons aux résultats suivants :

Lorsque a.est de la forme §a +1,
4(Strs + 450) = (a+1)m[(a + D'+ ),

quelle que soit la valeur de m, et quel que soit aussi celui des
nombres o, 1, 2, 3 que représente ’indice supérieur j;
Lorsque a est de l'une quelconque des trois formes fo+- 2,
fa—43, fa—+ 4,
4(S{n+b bl S{n) =(a+n*[(a+I1)t—1],

égalité qui subsiste, comme la précédente, pour toutes les va-
leurs possibles des indices m et j.
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Ces deux égalilés éiablissent, on le voit, des relations simples
entre les nombres figurant dans les lignes, prises de quatre en
qualre, de notre rectangle d’ordre a. Nous allons les étudier 'une
aprés 'autre en commengant par la plus simple, c’est-a-dire par
la seconde.

9. Considérons la relation générale
4(S{u+5'_‘ Sh) =(a+ nm[(a+1)t—1],

ol a est de 'une des trois formes 4o + 2, ja+ 3, 42 + 4.

D’abord, quel que soit m, son second membre est divisible
par 5. Il en est évidemment ainsi, en effet, lorsque @ + 1 est divi-
sible par 5; et, lorsqu’il ne I'est pas, comme il est alors premier
avec 5, le crochet est divisible par 5, d’aprés le théoréme de Fer-
mat.

Supposons « de la forme 4 a+ 2 ou 4a—+ 4. Dans chacun de
ces cas, @ + 1 est impair; le crochet qui figure au second membre
est le produit des trois facteurs pairs

(a+1)2+1, a4+ a;

donc ce second membre, quel que soit m, est divisible par 8.

Lorsque a est de la forme 4o+ 3, le binome a -1 peut
s’éerire 4o+ 4 ou 4(a 1), et il y a deux cas i distinguer suivant
que o - 1 est pair ou impair. Si a + 1 est pair, (a + 1)™ est, pour
toute valeur de m, divisible par 8; si a -+ 1 est impair, («—41)"
n’cst divisible par 8 que quand m dépasse 'unité.

Il suit de tout cela que, dans les divers cas considérés, le premicr
membre de notre seconde relation est toujours divisible par jo;
ct, par conséquent, que la dilférence

s{lH—s - S{u
¢st Loujours, dans ces mémes cas, divisible par 10.
10. Revenons a notre premiére égalité
i(S{le +4 S{,,) = (0 +1)"[(a—+1) - ”

Elle suppose, nous Pavons vu, que ¢ est de la forme 2 4 1. ct,
par t:nnm'-qll(:nl, que e =1 est Inujmlrs' |)alir.
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1l s’ensuit immédiatement que son second membre est toujours,
quel que soit m, divisible par 8. En effet, le premier facteur
(@ —+ 1)™ est toujours divisible par 2, et le second, qui n’est aulre
que le crochet, est toujours divisible par 4.

Ce méme second membre est toujours aussi divisible par 5. 1l
I'est, en effet, évidemment, si @ -1 est un multiple de 5; et,
quand @ + 1 n’est pas un multiple de 3, le crochet en est un, car
il peut s’écrire

(a+1)t—1+5,

et, dans ce trinome, ’ensemble des deux premiers termes est divi-
sible par 5, d’aprés le théoréme de Fermat.

Ainsi, quel que soit m, le second membre de notre égalité est
divisible par 4o; et par conséquent I’expression

S{n+s +4 S{n

est toujours un multiple de 10.

On en conclut immédiatement, quel que soit m, que S;,,, est
toujours pair; ou bien, ce qui revient au méme, que S/, est pair
pour toutes les valeurs de m supérieures & 4. Mais, comme on
peut le voir parle caleul, sur les expressions (3) de S;,, S,,, 52, S;,
qui correspondent 4 la forme 4a + 1 de «, il se trouve que 5 est
toujours pair. Nous pouvons donc dire que S, est pair pour loutes
les valeurs de m supérieures a 3.

Cela posé, remarquons que notre égalité

S4iry + 484, = mult. de 10
peut s’écrire

S)ey — S4 = mult. de 10 —58),.

Pour toutes les valeurs de m supérieures & 3, la somme S/, est
paire. Donc le nouveau second membre est divisible par 10. Donc,
pour toutes les valcurs de m supéricures a 3, la dilférence

3/ 3/
bIM+$"— bm

est un multiple de 10.

11. Conscrvant toujours aux lettves «, me, j les signilications
que nous leur avons respectivement attribuées, nous pouvons ré-
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sumer, de la maniére suivante, tous les résultats que nous venons
d’obtenir :

1° Siaest de U'une des formes 4a+ 2 ou 42+ 4, la diffé-
rence .
S{ru-s - s{;l

est un multiple de 10, pour toutes les valeurs de m;

2° Si a est de la forme 42+ 3 et que 2+ soit pair, la
méme dijJérence est un multiple de 10, pour toutes les valeurs
de m;

3 Siaest encore de la forme 42+ 3, mais que %+ 1 soit
impair, cette méme différence est un multiple de 10, pour toutes
les valeurs de m supérieures & U’ unité;

4° Enfin, si a est de la forme 2+, cette méme différence
est un multiple de vo, pour toutcs les valeurs de m supérieures
a 3.

Négligeant les valeurs 1, 2, 3 du nombre 7, nous pouvons donc
énoncer ce théoréme unique :

Tutoniime. — Lour toutes les valeurs de m supéricures a 3,
et quel que soit Uordre a, la somme S}, . est congrue a la
somme S

m

selon le module 1o.

Comme ce module 10 est précisément la base de notre numé-
ration, ce théoréme peul encore s'énoncer ainsi :

Les valeurs numériques de S),, . et de S), finissent toujours

m+5
par le méme chiffre.

it c’est ce qui explique que les congruences particuliéres de
M. Estanave aient ¢é1é découvertes par la simple obscrvation.

12. Le théoréme que nous venons d’énoncer est tout i fait géné-
ral : il ne dépend ni de «,-ni de 7, et il suppose simplement que m
soit supéricur & 3. 1l comprend eclui que nous avions donné
autrefois pour les combinaisons simples. 11 établit, pour les lignes
de notre reclangle, priﬁus de (qualre en (uatre, une sorte de |)é|'i0-
dicing, analogue i celle que nous présentent les suites allimitées
de nombres entiers, soit en progression arithmétique, soit en pro-

gression géomdélrigue.
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Ce théoréme général, d‘ailleurs, pourrait lui-méme étre géné-
ralisé. Au lieu de considérer les sommes des nombres, pris de
quatre en quatre, des combinaisons réguliéres d’ordre quelconque,
on pourrait considérer les sommes de ces mémes nombres, pris
de p en p. Au lien de prendre, dans le rectangle formé de ces
sommes, les lignes de quatre en quatre, on les pourrait prendre
de ¢ en ¢, sans supposer que ¢ fat égal 4 p. En opérant alors
comme nous venons de le faire, et par des moyens pour ainsi dire
identiques, on obtiendrait des résultats analogues & ceux qui pré-
cédent; on arriverait & des congruences nouvelles : par exemple,
si p était égal 4 3, et ¢ & 6, & des congruences de module 5. Seu-
lement, ces congruences nouvelles, qu’on trouverait par le calcul,
n'auraient pas, en général, pour module la base 10 de notre numé-
ration. L’observation, non aidée du calcul, serait impuissante a les
déceler.



