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SUR LE CAS D'EXCEPTION DE M. PICARD
ET LES FONCTIONS MULTIFORMES;

Par M. Grorces RéMounnos.

1. Ce travail est le développement d’une Note publiée dans les
Comptes rendus de I'’Académie des Sciences (20 juin 19o4).
Dans mon Mémoire, qui a été présenté a la Faculté des Sciences
de Paris comme thése de I'Université, je fais I'étude des zéros des
fonctions multiformes en étendant le théoréme de M. Picard et ses
généralisations 4 loutes les fonctions ayant un nombre fini de
branches, définies par une équation telle que

S u)y=w+ A (3)w-1+ Ay(3)u—r+... 4+ Ay_1(3) 1t + Ay(3) = o,

les A;(3) étant des fonclions entiéres ou bien des fonclions uni-
formes dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé, et a
cerlaines classes de fonclions & un nombre infini de branches
(voir Comptes rendus, 8 février 1904).

J'ai, a plusieurs reprises, signalé le fait que ces recherches ont
pour base un théoréme fondamental de la théorie des fonctions,
da a M. Borel. Ce théoréme s'énonce comme il suit :

Si les fonctions entiéres Q;(3) croissent moins vite que e*,
les exposants H;(s) croissant tous plus vite que [(r)]'**, ot
a est un nombre positif quelconque, Uidentité

(1) Qi(3)eh) 4 Qy(3)eMetd) -, .+ Q,(3)etntzi= o

entratne (') la nullité de tous les coefficients Q;(s).

Dans le cas ou les fonctions Q;(5) et H;(5) sont d’ordre fini,
le théoréme de M. Borel est susceptible d’une généralisation, grice
& quelques résultats de MM. Lindelof () et Boutroux ().

(') Nous supposons que I'identité ne soit pas réductible & une autre de méme
forme ct ayant un nombre moindre d’exponenticlles (de termes); en d'autres
termes, nous supposons que toutes les diflérences 11,(3) — 11 (3) jouissent clles-
meémes de la propriété de croitee plus vite que [ ()]

(*) Acta Societatis scientiarum Fennicee, t. XX\1, n* 1, 1go2,

(*) Thése Sur quelques proprictés des fonctions entiires (Stockholm, Central-
trycheriet),
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2. D’aprés ces auteurs, si le module maximum M(r) d’une
fonction enti¢re F(5) satisfait aux inégalités
) | M(r) < et log (Iog,l-)e’...(,on?,'r)eit“,
(')\’ <
Y (1) > er®togrifilog, rils....(log, 1P
la premiére & partir d’une cerlaine valeur de 7 et la seconde pour
une infinité de valeurs de r dépassant toute limite donnée, on aura
aussi I'inégalité

(3) |F ()] > e=rttonrftonnth.. dogrits™

pour une infinité de valeurs de r de module croissant indéfini-
ment. C'est le théoréme bien connu de M. Hadamard (sur le
module minimum) précisé.

Dans son travail publié par I'{rkiv for Matematik, Astro-
nomi, och Fisik, utgifvet af k. Swenska Vetenskapsakademien,
M. Wiman a précisé le théoréme de M. Hadamard d’une autre ma-
niére relativement aux intervalles d'exclusion. D’aprés ses résul-
tats, la longueur d’un intervalle d’exclusion commengant par r,
peut étre prise égale a 1, V, V étant un nombre positif, aussi petit
que l'on voudra, fixé d’avance.

On en déduit le fait snivant, important pour notre but, a savoir :

Etant donné un nombre quelconque fini de fonctions en-
ticres, il y a toujours une infinité de valeurs de 1 de module
croissant hzdc{/iniment, pour lesquelles toutes ces fonctions
satisfont a Uinégalité (3).

Dans une Nole récente du Bulletin de la Société mathéma-
tique de Irance (t. XXXI1I, 1904, p. 314) nous avons précisé
davantage le théoréme de M. Hadamard concernant les points
d’exclusion, mais sans utiliser la définition d’ordre de M(r) plus
préecise de MM. Lindelof et Boutroux.

3. En précisant un résultat de M. Borel, M. Boutroux a pu
¢noncer un théoréme trés important sur Ja croissance de la dérivée
d’unc fonction entiére : il adémontré que, si 'on exclut du champ
de la variable certaines aires fermdes entourant les poles, aires
dont la somme peut éire rendue négligeable, la dérivée logarith-

mique d'une fonction entiére de genve fini est comparable, par-
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tout ailleurs, & une puissance finie de la variable ( 7'2ése, deuxi¢me
Partie).

Il vésulie immédiatement de la que, si une fonction F(s) satisfait
aux inégalités (2), il en sera de méme de sa dérivée I''(3), pourvu
que l'on y remplace ¢ par ¢y <<:. En d’autres termes, la dérivée
F'(5) a le méme ordre (p, o4, 92, - -+, pp) que la fonction F(z),
méme lorsqu’on attribue a la notion de 'ordre le sens plus large
considéré par M. Lindelof.

Considérons maintenant un nombre fini de fonctions F,(3),
Fa(5), ..., Fu(s) d'ordre (g, 21y 02y ++., pp) €t une fonction
R(F,, Fa, ..., Fy) rationnelle (') par rapport & F,(s), F.(3), ...,
Fn(5); il est clair que les résultats ci-dessus indiqués nous con-
duisent a la conclusion que le module de la fonction

®(3) = R[F(3),Fa(3), ..., F1u(3)]
ser« compris sur une infinité de cercles de rayons croissant
indéfiniment [cf. Borer, Sur les séros des fonctions enticres
(<leta mathematica, t. XX, 1897)), entre

er? (log )01 (logy 1?3, Uogy, )Patt ct e—I'P og %1 (logy %2, Logy, /')?;:.*"_

Dés lors, il est aisé, en ulilisant les résultals exposés plus haut
H ’

et cn suivant exaclement le procédé par lequel M. Borcl a démon-

tré son théoréme, d’établir le théoréme suivant :

Si les fonctions Qi(3) croissent moins vite que
e'? log 1)1 log, 1), .(lou“l-)?:l’

tandis que les fonctions 1;(3) croissent plus vite que
e og 1 logs 11 oy ¥at ™

a étant un nombre positif quelconque, Uidentité

(4) Q1(2) M) 5 Qy(2) M9 - Qu(3) Mz = o

entralne (*)

(\)l(‘z)z(h 0y(3) =0, [ERE] Ql[(s):“-

(') D'une facon plus précise, il en serait de méme d'une fonction rationnelle
des ¥, Ky o0, F,, et de lears dérivées d'ordree queleongue (en nombee fini).

(*) On suppose toujours quaucune des differences 1,(3) —H (3) ne soit
dordre infévicur & rz(logr)n(log,r v clog r)tae (Futilise ici Ta détinition
dordree donnée par M. Lindelof.)
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(1, st unc généralisation du cas, correspondant du théordme de
M. Borcl le lecteur est prié¢ de se reporter a son Mémoire précitd
<n;., #89) pour se repdre, bign compte d(zs“waullats,,de ce:traviil.

N -y i ,4» <oty R
T T I | I HESE

A,,,XJ exposeral, maiuten«mt une extgn@non du . lhemcmc ~de
M Borel, extgnsion, poussée asses lom pour.permetine de:consid
dmep dgs adentités, de, la, fe)1~xne (a ),ﬁ ot les coefficients Qi(s) et:les
exposants i],( ) ne sont plus des fonclions andlyliques. Alcette

extcnsxpn -nous, conduisgnt. les. résuliats,. ne,marqml.xkemalmquels
e\,

_‘,_Vnnaén, esl aruve par les consldﬂr&uons plnﬁ {)I‘.t,(,laeb dri

él ublies par ces\,ilulﬁl‘ll‘a; enme, \»l»o;rdrev de-,gwanﬂemn du‘mndulb
maximum et la dlslrlbuuon des zcro», ng sont, pllg vérifiées. Clest

un cas d’ excepllon dé M 'Picard gcnu‘ahSL M. Wiman a montré
queylorsquerce cas ser prékenm e foﬂdtib‘n'en‘trene‘l* (‘) ‘s&'décbin
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croit comme une exponenue le, ayant un ordie de grandeur supe

rieur & celui de I¥, (3); yenténds: par Ja- que st le module maxi-
mum M(r) de bz sistodeLordes @ 98 (R S gelwhdey
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I (3 )leale inférieurd e” ""L rif.. o7, @ étant un nombre positif
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quelconque. Quant a I entier ny, qux figure “dans les formules (3),
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\
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7 élant toujours le module de 5 et s, celut du zéro @, de Ty
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n’est pas.une loaction analytique;: psmsquc ia fonction:

Ty

b‘ _~—lu~c(s)——q(l) T

n'est pas uné fonction analylique de 'z, et il en'est necessauemeul
de méme de I'autre facteur F;( ). Comme M. V\'m]an I'a montré
la fonchon 1*( ) dont éuc Lonsldéree comme e 'cepuonnelle,

mémes caractéres que F( ), nous sommes donc en pre:ence d an
cas d’exceplion, qui comprend comme cas parhculler le cas d'ex-
ception usuel et dont'le caractére exceptionnel n’a pu se présenter
que par une décomposition de la fonction F( ) en deux factcur

i

nen analytiques parrapportid s, = vl A

s

5. Supposons maintenant que le -plus grand des ordres des
coelficients A,(s), qui figurent dans-la fonction f(s, u), soit

(8) e E . e',“og”?qmg’r)?: (]ogwy,';:. :“5 R TSRS t" i

“Hest d'abord” fam[e de coiistater qu it est’ nnpo=snblc ’ avou' v
valeurs de i, u., . .4y uy pour’ lesc[uelles la foncuon (e !
soit d’ordre inférieur a (8), parce que, s il en uall dlllsl, at ré

terait de la vésolution des’ uquations
(9) SGru)=/1(3),  S(su)=fa(s)- ..., f(50) =fv<‘~")‘;
que tous les caeflicients Ay(3).seraient d'ordre- infériewr d (8), ‘g6
qui est, contradigtoire avee notre hypothése: S%l.y'a dezleli@s s
lgurs dc Ay appelons-lesvalewrs erceptionnelles (K)o <o o
buppmona maintenant . qu’ oy ail yefpo vabedrse de ! avtres
que (E), pour lesquelles la foucuon S35 1) soit exceptionnelle
au sens précis du mot,- daprc \l \Vmﬂu? Je dis que cela‘est
impossible.
pmem,, L1y, ell:.l, Uy Uiy by o 5 dydly CBS w+ F vakur idé ves on
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les f4(3), f1(5)y «+«, fo(5) désignant des fonclions (non analy-
tiques, en général) d’ordre inférieur a (8) et les ¢; désignant les
sommes de M. Wiman indiquées plus haut, qui, ne dépendant
que de r = (3), sont telles que les facteurs exponentiels soient de
Pordre (8).

Comme M. Wiman I’a démontré dans son travail cité, les fonc-
lions f;(3) obéissent aux inégalités de MM. Boutroux et Lindelof
et au théoréme de M. Hadamard sur le module minimum.

D’autre part, si nous différentions les deux membres de
égalité

(i Fi(3)=f(s u)=fi(s) 2

en faisant varier la variable sur la circonférence de rayon 7, nous
obtenons

st
qi=
(12) Fi(a)=e P[fi(5)+qifi(3)sp-1].

Or, le rapport F;(3) : Fi(z) estcomparable('), d’apreés les ré-
sultats de M. Boutroux, 4 une puissance finie de s ct, par consé-
quent, F;(3) est exceptionnelle, au sens de M. V\'lman en méme
temps que F;(3).

Il n’y a donc que deux hypothéses possibles pour la fouction
(13) . Jiz)+qifi(z)se-t:

ou bien elle est aussi exceptionnelle (?), ou bien elle est d’ordre
moindre que (8). Mais il n’est pas difficile de constater que c’est
la'seconde hypothése qui est vraie : si I'on divise, en cffet, membre
a membre, les deux ¢galités (11) et (12), on oblient

. Fi(z) _ fi(s)
(14) Fiz) = fi2)

-+ r]izP-'f

Le rapport I¥;(3) : F;(3) étant comparable a une puissance finic
de 5 (st l'on exclut le voisinage immédiat des zéros), il en est de
méme de f;(3) : fi(5) ct, par conséquent; Vordre de f;(z) n’est

(1) Sauf le voisinage immédiat des zéros de F,(3).

(*) Clest-a-dire susceptible d’une décomposition de M. Wiman ayant un (acteur
2?

.. Uil
principal de Ia forme e P
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pas supérieur a celui de £;(3). Il en résulte que la dérivée F;(3) a

=2
le méme facteur principal " ? que la fonction F;(z). Uest main-
tenant aisé de prouver que le facteur f;(3)+ ¢.fi(3)s¢~" dans la
décomposition (12) obéit au théoréme de M. Hadamard sur ce
module minimum; si 'on effectue, en effet, la décomposition
réguliére de la fonction exceptionnelle F}(3) suivant la méthode
de M. Wiman (voir le paragraphe 4; on pourrait appeler : dé-
composition de M. IWiman), on obtient

2
, kT

(15) Fi(s)=¢e ~ 9i(3)

avec

«© ny
. NI . NI

(16) I“'=_24_'p (p=p—1) ou bien K,~=2‘_,E (P =p)
ny all 1 au

les «}, a}, a}, ..., a,, ... désignant les zéros de F;(5) et 9;(5)

)
ayant un ordre inféricur a celuide e '?.
Nous aurons

(KA'“’/i)ig
(17) Si(B)+qifi(3) 50 1=gu3)e 0!

Comme nous Pavons dit plus haut, M. Wiman a établi dans son
travail cité que la fonction ©;(3), qui n’est pas loujours analy-
tique,obéit au théoréme de M. Hadamard sur le module minimum;
dés lors, égalité (17) nous montre bien clairement qu’'il en est
de méme de la fonction (13).

6. Rien ne nous manque plus pour aller plus loin : I'élimi-
nation des coefficicnts A;(z) entre les v+ 1 équations (10) nous
conduit a I'identité

-0 =? ?
” = RYZp G —

4]‘,\1‘)if o\ — R q: 7 Y
(18) hfu(@e  Falfi(z)e Padafirre Pahflare =),

(") Il est clair que la différence K, — ¢, croit moins vile que
(logr)e (log, 1) ..(log, )% %,

s ftant un certain nombre positif.




ou
2 V-1
Lo UWivr Uiy eee Uiy
. §
. Loy wloo... u
S es ses s ssen eeecv oo Vi
‘ : rowy up ... u)
v—1
(9) M= 1 uy wd o e ouyT A= ceeiiiiie i
..... tceeer samces reo e R AR R
S v Tow, uwio... w)
2 p—
(I VSR 7% B NN 1)

Tous ces délerminants de Vandermonde représentent des nombres
cssentiellement dilférents de zéro.

Iln’yarien & changer maintenant a la démonstration de M. Borel
pour établir I'impossibilité de (18); nous remarquerons d’abord
que, quelles que soient les réductions qui peuvent avoir licu dans

e premier membre de ceute identilé, le second membre A restera
inlacl et conslituera lOllJOlll‘S le terme algel)rlque umque d’autre
part, ces réductions ne sauraient nuirc aux pmpneu,s caracléris-
tiques de Pidentité. Si, par exemple, la différence ¢, (r)— qo(r)
croit moins vite que (logr)Pi(log,r)p:. . .(logur )P, o ¢lant un
nombre positif quelconque, nous aurons

: ‘ s? =2 ?
r)— fotr)— I"(I)-—
)\ofo(z)c P—l—)\,f.( )e P—[)\ufo( )-4-)\ Si(z)e P_]e -—y( )e ey

zf
AL

‘0(’)—(1[( )—(Io(l), q;(z)___ \vfo(5)+)\ f]( )(, (,, ... .

Ams: Iea dcux lcrmcs ont vlé 1‘emplacc: p.n un: scul db Ia méme
forme, puisque u( ) croit moins vite que ¢ (logr )P., . .(lo sul')Pe b,
b élant un nombre positif. Par un plocede exposé dans le pard
graphe précédent, on démontrera encore que la founction (3)
obéit au lht-orcme de M ]Idddll’lﬂl‘d sur‘lc moduh. mlmmum. l

-/L,’," ,,~ N ‘,,'4»
effet, le produit 4 (s3) e e désignant une fonction enticre alaa/y-
tique, on aura la décomposition de M. Wiman :
2 . - . - .
B

’4
o1 = (.,,.7

f ‘ 0 )
(1) S Y(sje P “(.)«’ 28

ot W (z) obéit au théoréme dc M. Hadaward sur le module mi-
nimum. L'ordre de 4 (3) élant inféricur a (8), il est claiv que la
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diflérence 4(r) — g4 (2) doit croitre moins vile que

(oY= T e (lO"I)Pl(]ﬂ“;I)Po...(I() l;)P-A‘

o ¢lant |>0s|l|r, el, pdr’consuluent la fonctmn 'f( ) sera égalc au
Ny [Jm qwn e oo ,

produll, de deux rOI)ClIOI]S W(s) et 2 01)015<'mtan théo-

réme de M. Hadamard sue le modulc minimum et.d’ordre non
\(1/)('] ieura celui de u(\ ). W en scra done de méme de 4(3)..
Nous démontrons aussi, a l'aide du thu)lunc ul&, plm haut du

M. Boutroux, que la dérivée du produit "J(:)c . est une fone-
tion exceptionnelle de la méme forme.

Cela acquis,.sinous prenons laidérivée de denx-mewmlives de
Fidentité (18)y, nogs. ablicndrons uneidentitd ol L ménie forme
acee les mémes propr: u'l('s des s coefficients el des exposurts, miis
ayaut un lerme: de moing. 8 e e L : :

Pour les détails de la (lcmonstrallon, J renvoie au Mémoire
préeité de M. Borel (p. 38)), pumluc au p(nnL de vue de la
marche de la démonstration, il v’y a vicn qui puisse distinguer les
identités (l\hk !intleaondmaueb\\d_ex M. Borels - oy :

Le fait que les m\)(\*'f[)uenh ¢l les exposants ne sont pas des

L

fonctions an.ll\lupw\ n’intervient pas- dans la démonstration, car
nous avons aulms plus haut les tlms elcmeu}: nécessaires de Ja

démonsugition > o ¥ “'*ﬁusél\mllo e 5 ¢o ' {
Fevibbosenlie 1645 CHUthidR s B Fes 3 j” 3
d(?ﬂ#h’%#'d@f‘f(i’ﬂ?){3|iénfﬁ£?l(*°tltii Rartbng 'succc:.sl\'es ,‘ P

;o ' i"?:
(]ll thOH me sur e modul mmlmum dll\ C()C“ICI(.I][
Ak o

Litds 51’8) ; *P’“l’ifplﬂn\nl’uin Al TARTE P G
dédunres desy( 15‘1) p'lr:h: i 1v1tr/€ns §Wéei

Nous somites doe! Un“pré:uic‘t: ‘Wané |
amsi dive, du théoréme génépalisé de .M...Bol-d, quc nous avons

a Eioutcs ]e:!lacplljleé,
;}.:’;13; S0 & ;ai‘*i.

0) 6l o
wre, p()ul‘

¢noncé dans le paragraphe 3.

T P e oY
i

“.H**':- H ariin HBYY o rte el
. Les considérations pl‘(,ccdcnles nous condm:ent al (Extcnluon
au cas Bexéepriort de M 1HE! }f'll(’l alisé pak T hvan, des

résullats que nous avons .u)mn}um(é 5 gﬂlg%’g%{q‘?id‘fli{}&gdﬁl})ﬂ‘e3(5.21')()5

fundiny G IRl sn B

‘f Vi ‘ ${1oa o f"L,} X

i L5 QYR ;:E;P.i'i ST ;1 1ol
15 :90. et I}u{lelm df lg Stocu,a:

ros d'd ulte classe de foncao s
562l g

o b nation 6 bl N!' T
(') Voir f'ovn//l('\ l(,’l)(lll§, 20 ayril 1903, k fu

mathbine Jﬂr/ué Ve (Frics Vi i QUNE Y Sl s e
transeetl gnipso G wisy ftivks: uradt. dbvolo ppes enoabiehilodabis AR dhesd. ©
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sur les foncltions 4 v branches d’ordre fini et sur certaines classes
de fonctions 4 un nombre infini de branches. Nous avons ainsi
précisé considérablement ces résultats, grace aux recherches ré-
centes de MM. Boutroux, Lindeléf et Wiman. On a, entre autres,
le théoréme suivant :

S¢ nous désignons par u=w(z) la fonction multiforme
définie par Uéquation f(z, u)=o d’ordre erfvogri. .tog,1t+, les
zéros de l'équation

(23) w(z)=a

(« élant un nombre quelconque) obéissent aux inégalités éta-
blies par MM. Boutroux et Lindelsf pour les fonctions en-
tieres du méme ordre. Il ne peut pas y acoir d’exception pour
plus de 2v — 1 valeurs finies de a. 1l en est de méme des équa-
tions

(24) w(z) = G(2),
G(z) étant une fonction entiére d’ordre inféricur a
(25) erfilogrife. . (logy P
Ainsi, si la densilé des zéros d’une équation (24) est inféricure
a celle d’une fonction enti¢re du méme ordre (suivant les inégalités

de MM. Boutroux et Lindelif), cette équation doit étre considérée
comme exceptionneile.

Nous appelons ordre de la fonction w(3) & v branches le plus
grand des ocdres des coefficients A;(s) de f (s, u). Il est aisé de
voir que la fonction w(3) ne saurait croitre plus vite que

er?qlogm?' ... {logy l'u?:'f"“’
a étant un nombre positif; car, s’il en était ainsi, I'égalité
[w(a)]"+ Ay(3)[w(3)]" 1+ A (5)|@(3)]'2+...+ Ay(3)=0

serait impossible. En effet, le rapport de chaque terme au suivant
tend vers U'infini avec un ordre équivalent a celui de w(3).

Il est clair aussi qu'une branche, au moins, de »(z) scra d’ordre
égal a (25), suivant la définition de M. Lindclof éiendue aux fonc-
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tions multiformes, car, si toutes les branches étaient d’ordre
moindre que(23),il en serait de méme de tousles coefficients A;(3),
ce qui est contradictoire & notre hypothése. Ainsi se trouve jus-
lifiée la définition d'ordre des fonctions a v branches donnée ci-
dessus.



