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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA GENERALISATION DU RAPPORT ANHARMONIQUE;
Par M. Férix Lucas.

Dans une Note insérée aux Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences du 22 décembre 1873, j'ai indiqué que ia notion du rap-
port anharmonique de quatre points en ligne droile peut s’étendre,
de la maniére saivante, au rapport anharmonique de quatre points
quelconques du plan. '

XXXIMI. 1)
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Désignons par 3, 32, 23, 5, les coordonnées affixes (dela forme

z +yy/—1) de ces quatre points relativement & un systéme quel-
conque d’axes rectangulaires et distinguons les deux groupes 3,,
34 et 33, 34. Le rapport anharmonique sera

By— 32 By — 3
—_— .
Z3— 3y Z,— 2y

1l est indépendant du systéme d’axes rectangulaires adopté, car
si 'on place une nouvelle origine au point «, {3 en faisant tourner
d’un angle w la direction des axes, la nouvelle valeur z’' de I'af-
fixe 5 d’un point quelconque est liée explicitement a celle-ci par
la formule

z=2z5ewV1 a4 By—1.

Le rapport anharmonique de deux couples de points n’apparte-
nant pas a4 une méme ligne droite est, par conséquent, fonction
seulement de la figure formée par ces quatre points.

On démontre aisément que, pour que ce rapport soit réel, il est
nécessaire et suffisant que les quatre points constituent les
sommets d’un quadrilatére inscriptible.

Pour que ce rapport prenne la valeur —1 (cas dans lequel il
regoit le nom de rapport harmonique), il faut et il suffit que les
cordes 1, 2 et 3, 4 soient les diagonales d’un quadrilatére inscrip-
tible et représentent deux droites conjuguces, c’est-a-dire que
chacune d’elles doit contenir le pbdle de I'autre relativement au
cercle circonscrit.

Avec les systeémes de points en ligne droite et les systémes de
droites convergentes, on peut obtenir des figurés corrélatives. La
notion du rapport anharmonique de quatre points en ligne droite
conduit a la notion corrélative du rapport anharmonique de quatre
droites convergentes. Désignons par A, B et G, D les deux couples
de droites; on sait que leur rapport anharmonique est représenté
par 'expression

sinK(\J . sin@

7\ \
sinAD sinf3D

Il nous parait intéressant de rechercher si 'on peutattribucr un
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rapport anharmonique & quatre droites non convergentes, formant
deux couples que nous désignerons par les indices 1, 2 et 3, 4.
Décrivons dans le plan une circonférence quelconque et prenons
les péles de nos droites relativement a cette courbe. Comme le
rapport anharmonique de ces quatre pdles estindépendant du sys-
téme d’axes reclangulaires adopté, nous pouvons, pour calculer ce
rapport, placer notre origine des coordonnées au centre de la cir-
conférence considérée. Prenons I'équation de cette circonférence

X1+ Y= R?
ct celle de la premiére droite
X+ bY=c¢c;
la coordonnée affixe du poéle de cette droite est

L1+ by =1
Cy

21=R

Il est & remarquer que les coordonndes tangentielles de la
droite, relativement a nos axes rectangulaires, sont

par conséquent, l'affize cartésien du péle de la droite ne différe
pas de Uaffize tangentiel de cette droite lorsque Uorigine des
coordonnées est au centre de la circonférence considérée. 11
n’en est plus ainsi lorsque 'origine n’est pas au centre du cercle.
Les valeurs des affixes 3, 54 et 33, 3, montrent que : Le rap-
port anharmonique des péles de quatre droites relaticement ¢
une circonférence est indépendant durayon de cette courbe.
Mais ce rapport anharmonique dépend de la position du centre
de la cicconférence relativement a laquelle on prend les péles des
quatre droites données. Transportons, en effet, la circonférence
parallélement a elle-méme de maniére que son centre vienne oc-
cuper le point quelconque a, B et prenons ce nouveau centre pour

)
origine des coordonnées. L’équation de la droite deviendra

aX+bY=—uw2—D0%+ec,



et I'affixe de son pdle sera

par conséquent le rapport anharmonique des affixes des quatre
poles dépendra de a et de f.

Il est clair que nous n’arrivons pas ainsi a généraliser com-
plétement la notion du rapport anharmonique de quatre droites
non convergentes. Nous devons nous contenter d’examiner le
cas parliculiérement intéressant ol les quatre pdles des droites
considérées ont un rapport anharmonique réel, c’est-ad-dire le cas
ol ces qualre pdles sont les sommets d’'un quadrilatére inscrip-
tible.

A cet effet, considérons quatre droites tangentes & une méme
circonférence et désignons par T, T, et Ty, T4 ces deux couples
de tangentes. Leurs poles relativement a la circonférence inscrite
ne différent pas de leurs points de contact, dont nous pouvons dé-
signer les affixes par z,, 5, et 34, 54. I suffit de construire la figure
pour apercevoir la relation

" P
33— Z 3, — 3 sin}T Ty  siniT, T,

BT BT sin;’ii'l\‘: sin-;-'f;T\,,

Il ¢st clair que le second membre de cette égalité est exclusive-
ment fonction de la figure formée par nos quatre tangentes. Il est
égal au rapport anharmonique des quatre droites convergentes (ue
Pon obticat en joignant un point quelconque de la circonférence
aux quatre points de contact. On sait, d’ailleurs, que ce dernier
1"app0rl est égal au rapport anharmonique des (quatre poinls
Fintersection de nos qualre tangenles avec uné cinquitme tan-
genle quelconque a la circonlérence, rapport auquel M. Chasles
a donné le nom de rapport anharmonique des quatre tan-
gentes. 2t

Les diverses considérations que nous avons cxposées dans celte
Note nous permettent d’énoncer le théoréme suivant :

Le rapport anharmonique de quultre droites tangentes ¢ une
circonférence est égal :

D'unepart, au rapport un/m/'nwnl‘//m: des pales de ces quatre
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droites relativement & une circonférence quelconque concen-
trique avec la circonférence inscrite,

E't, d’autre part, au rapport anharmonique des affizes tan-
gentiels de ces quatre droites relativement & un systéme quel-
conque d’axes rectangulaires ayant pour origine le centre de
la circonférence inscrite.

Pour que les quatre droites tangentes & une méme circonférence
soienl en rapport harmonique, il faut et il suffit que les points
d’intersection ou sommets de chacun des couples T,, T, et Ty, T,
soient deux points conjugués relativement a la circonférence, ou,
en d’autres termes, que la polaire de chacun d'eux passe par
Pautre.



