BULLETIN DELA S. M. F.

E. LANDAU

Sur quelques théorémes de M. Petrovitch relatifs
aux zéros des fonctions analytiques

Bulletin de la S. M. F., tome 33 (1905), p. 251-261
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1905__ 33 251_0>

© Bulletin de 1a S. M. E,, 1905, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1905__33__251_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 931 —

SUR QUELQUES THEOREMES DE M. PETROVITCH RELATIFS AUX ZEROS
DES FONCTIONS ANALYTIQUES;

Par M. E. Lanoav.

I

Dans un Mémoire qu’a inséré ce Bulletin (') M. Petrovitch
démontre, par une méthode trés intéressante, le théoréme sui-
vant (2) :

A. Silon désigne par ) le plus petit module des zéros de la
série
(1) @+ @13 + a3t +. ..

(ol @y est supposé difiérent de o) et si I’on forme la fonction

u(s)= % 2|auz" 2
)
on aura
(2) Az A%l
u(s)

(1) Remarque sur les zeros des series de 1aylor, t. XXIX, 1gor1, p. 303-312.

(?) 1bidem, voir p. 306.

(®) Je change ici, dans I'énoncé de M. Petrovitch, le signe > en 2. En réalité,
sa démonstration prouve seulement que la série (1) n'a pas de zéro dont le mo-
dule soit inférieur a la_.l). Avec le signe > dans l'inégalité (2), le théoréme

u(s
ne serait plus exact, comme I'cxemple suivant le fera voir. La série

— 1423
—1 S+ Pt = —

1—3
. 1
admet, dans son cercle de convergence (dc rayon 1), la seule racine 3 Donc

1 X
A= 3 Or, pour 3= — on a

Va

lag| 1 = ' _1_s

Va(s) =, Vi 32
\/’Z >
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quelle que soit la valeur de la variable complexe 3 & l'intérieur
du cercle de convergence de la série (1).

En d’autres termes, si R est le rayon de convergence de la
série (1) et 7 une quantité positive inférieure & R, on a

(3) S L] L
Vzlan l'r’n
n=0

Sf(3)=ap+ a3+ az3?+...

Si

est une fonction entiére, l'inégalité (3) s’applique & toutes les
valeurs positives de r.

M. Petrovitch a déduit de son théoréme A, vers la fin de son
Mémoire, une autre proposition. Il se sert de I'inégalité

© L 2
E'an|”’"<<2:‘[an|"‘> )
[

dont le second membre représente le carré de la fonctlon majo-
rante m(l) relative & f(3) pour la circonférence de rayon r.
M. Petrovitch conclut donc de (3) I'inégalité

lag|r Iaol"

“m(r)
Zlanl""
0

qu'il énonce sous la forme suivante (') :

4) A>

B. Une fonction f(z), holomorphe dans une circonférence G
décrite autour de U'origine comme centre, ne s'annulant pas a
Uorigine, ne saurait avoir de zéro de module inférieur a
Uexpression

Lf()]
M

ot M désigne la plus petite (2) valeur que prend le module du

(V) Idem, voir p. 311-312.
(?) Je corrige ici une faute d'écriture, en remplacant, duns I'énoncé de
M. Petrovitch, lc mot grande par petite.
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rapport de la fonction majorante de f(3) a la variable 3

pour les valeurs de z comprises & Uintérieur de la circonfé-
rence C.

II.

Je ferai observer en premier lieu que ce théoréme B doit étre
considéré comme presque évident; en effet, en vertu de I'inégalité

a |
.I o <1
Elanl""
n=0
pour
aop |Tr
15]2 .‘ o m2u,
iaairn
n=0
on a aussi
| 3 |m< aol "‘r,,,f _ |a, | -
Sier ) Bianie
n=0 n=0
d’ot

A
1

o
]

lamlrm<|ao|,

N L. L
ZIanlr“ n=1
n=0

1f(3) | =las+ | f(3)—as{|Z|as| — | f(3) —ao]| >o0.

118

On peut obtenir une proposition plus instructive que B en
interprétant I'inégalité (3) de M. Petrovitch de la maniére sui-
vante.

Les formules connues de la théorie des séries de Fourier, si on
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les applique au carré du module de

J(3) = f(re#) =2a,.z"
R=0
=Y (Barncosny —y,rrsinng) + iZ (Barrsinng 4+ yartcosng)

n=0 n=0
(ol I'on a posé a, = B, + yai), donnent

5 = [ rde =3 (Brrmrqirny = 3 a e,

2% 0
ou, dans V'intégrale, 5 parcourt la circonférence re?. Cette iden-

Lité (5), connue, quoique pas trés usuelle, montre qu’en désignant
par M(r) le maximum de | f(5)| pour |5| =7, on a

(6) Dlanprms Mt ().
=0

De (3) et (6), on conclut I'inégalité

) s (.

Si la fonction | f(5)| n’est pas conslanle pour |5|=1r, on a
méme

E [ an ltrte < | M(r)!8,
n=—0

l @ | r
M(I‘)’

>

(') L'inégalité (6) a été démontrée, sans faire intervenir les intégrales, par
M. Gutzmer dans sa Nole: Ein Sats iiber Potenzreihen ( Mathematische Anna-
len, t. XXXII, 1888, p. 596-600). Ce fait intéressant que { M (r)}? est supérieur ou
égal non sculement & chacune des quantités | a, [*r?*" (n = o, 1, 2, ...), ainsi que
Cauchy Pl'avait démontré, mais aussi a leur somme, n’cst mentionné presque dans
aucun traité.

(?) Dans I'’excmple contenu dans la troisiéme note de la page 251, la limite indi-
quée par le second membre de (7) est atteinte. Car on a M (-'—) = /2. Dail-

Va

leurs, pour | 5| = -;—_, on a, indépendamment de 9, | f(3) ]| = l_.-'—-'-::, = \/TL
Va -
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ce qui, en vertu de la relation

M(rys(r),
entraine I'inégalité
|aalr
(4) A> fn0r)

Si | f(3)| est constant pour |z|=r, on a certainement
M(r) < s(r),

de sorte que (7) entraine 'inégalité (4).

1v.

Cependant I'inégalité (7) n’est pas nouvelle; au contraire, elle
est une conséquence presque immédiate du théoréme de M. Jen-
sen ('), dont voici I'énoncé dans le cas des fonctions f(3) régu-
lieres pour | 3| Sr et différentes de o pour 5 =

Sizy, 33y ..., 3k sont les zéros de la fonction dont le module
ne surpasse pas r, on a

f(O)'

.3k

Y3
(8) -'—f log| f(3)|de = log

aT

ot 5 parcourt la circonférence re¥.

1l césulte de (8) que
(o) rk
31 35;.. ‘zkl.f.logM(r),

So)rk

3,33...3%

log

(9) SM(r).

Denc, pour |3, |Sr <|3:|, en posant k=1, |35,|=0A, ona

L )‘l SM(r),
laolr
Az M(_r)'

(1) Sur un nouvel et important théoréme de la théorie des fonctions (Acta
mathematica, t. XXII, 1899, p. 359-364).
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C’est I'inégalité (7), pour | 3, |Sr < | 33| Pour k = o, c’est-a-dire
pour 0 < r <| 3, |, elle résulte de ce que
M(r)> |@l,

Iaolr

l=l3||>l‘>M(r) .

Pour k22, c'est-a-dire pour |z, |Sr et r inférieur au rayon du
cercle de convergence de la série (1), elle résulte de

J)rk| _laolr r r Llalr _ |G lr
M(r);l-ﬂ--—-‘k i e v il rw Eh et e

De cette facon, M. Lindelf (') est méme arrivé a déduire du

théoréme de M. Jensen, pour tous les v, I'inégalité
| @ |rY
2—

10) MO T T
ou les racines z,, 53, ... sont rangées par ordre de modules crois-
sants et ol 7 désigne un nombre positif quelconque inférieur au
cercle de convergence de (1). Il est vrai que M. Lindelof ne parle,
a 'endroit cité, que des fonctions entiéres; mais il n’y a rien &
changer 3 son raisonnement pour le cas général. Seulement il faut
mettre 2 a la place de >, pour embrasser tous les cas, ce qui est
fait dans la formule (10). Voici donc la démonstration de I'inéga-
lité (10) :

Soient 3y, ..., 3k les zéros dont la valeur absolue est <.

1° Pour k =y, c'est-d-dire pour |z, |Sr<<|zy.|, (10) n’est
autre chose que (9).

2° Pour k<v, on a 0o <r<|sy|, et (10) résulte de (g) en
vertu de

lae | 1Y
ETEN
| @ | r¥ r r | @o | rk | @ | rk

A

= . cee —_— e = —————
ETTENEN | Bk+1] [EM |z,|...|zkl EINENEY

3° Pour k>v, on a r2|z,,, '|; (10) est alors la conséquence

(') Meémoire sur la theorie des foncliom entiéres de genre fini (Acta Socie-
tatis Scientiarum Fennice, t. XXXI, 1902, p, 13-14).
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de (9) et de

[ @0 |7*
ETER
| ag| v r r

ao | |ag | Y
= . o o1 —
EABNEAREY 3|

—— ], = ———
|z,|...|zy| Iz,|...|zy»|

v

V.

Je vais maintenant montrer que non seulement inégalité (7).
tirée du théoréme A, peut éire déduite du théoréme de M. Jensen,
mais que le théoréme A lui-méme est contenu dans le théoréme
de M. Jensen.

En appliquant I'identité (5), on voit qu’il s’agit de démontrer
Pinégalité
|@o|r

£ %4 ’
L fo | f(3) |2 dp

2T

nw

(11) A

en partant du théoréme de M. Jensen.
Celui-ci peut s'écrire
1 $13
|ag | r* =eﬁ‘l: log1f(s)|d9
EARRE

I.e premier membre étant, comme on I'a vu, toujours supérieur ou

, . laolr
cgalal ;‘ »on a

1 27 )
| @y |7 < eﬁf; log | f(s)1dp

(12) X

Soit g(9) une fonction de 9, continue pour 0S9Sa2w. La
moyenne géométrique de n nombres positifs ¢tant inféricure ou
égale a leur moyenne arithmétique, on a

n 2T Vo 2T
\/eme‘k W), T

n--4

1 \1 t L AT ’ EY .4 n—1 LI

AX05) 0 e s(F) ‘(‘"—"T,)z RN\
S—(¢ +e +...+e€ -_—.;Za s

=€ v=0

n
v==0

XXX 17
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d’oi, en passant & la limite,

oo i
(13) ™l st & do.
0

Taw
Supposons d’abord que f(z) n’ait pas de zéros sur la circonfé-
rence | 3| =r, et posons, dans (13),
8(9) =2log| f(re¥)| =logi| f(re?)|*;
nous aurons

(14) (Fefomrman)’ o [

2T

donc, en vertu de (12),

T
(13) ——Ia;lré\/ﬁ‘/‘; | f(3) |2 dy.

Les deux membres de (15) étant des fonctions continues de r,
cette inégalité subsiste aussi dans le cas ou f(3) a des zéros dont
le module est égal a r.

Donc on a

(11) A

laolr

L f | f(3) 1 do

27

fiv

ce qui constitue, comme nous I'avons vu plus haut, le théoréme A
de M. Petrovitch.

VI.

Soient, plus généralement, A, X,, ..., A les modules des v pre-
miers zéros de la fonction f(3), situés dans le cercle de conver-
gence de la série

A+ a3+ a3t+....

On a vu, au paragraphe IV, que, pour tout r inféricur au rayon de
ce cercle, on a
| ay | Y
)‘l .o .)\"

| @ | rk

172}

IJ]...S#I
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ol 3,,. ., 3 désignent les zéros dont le module ne surpasse pas r.
Donc, par le théor¢me de M. Jensen,

[ao|rY

b I
Tif log 1 f13)1d7p
S e ¢
)\|. oAy

T ?

A

et, en appliquant (14),

a, | 1 "
fell <\ /o [ 1) s,
o WA

ce qui, en vertu de (3), peut se mettre sous la forme

|ao|,~v
A AN — .
l)\’.no 3 = o

VS

n=0

Pour v =1, on retrouve le théoréme de M. Petrovitch.

VII.
Enfin, j'indiquerai une démonstration directe et trés élémentaire
du théoréme A. L’inégalité en question

lag!r

——
2 ' a, I! 2n

n=0

(3) 22

sera évidemment démontrée si I'on réussit a prouver que

@
. ~ |a,imprm .
(16) ZIN/MI el m;l(l“!;

) N 2

m=1

car, |)(|lll‘



on aura alors

1f(5)—al

©
E A 3™
m=1

m=1 *° 2
< 2 I an ll,-!n)
S Eo

En d’autres termes, si I'on pose dans (16), pour m =1, 2, ...,

o
a Imrm
<lanllsing D lan —12 5 Sl aol.
m=1

il suffit de prouver : si py, pa, ... sont des quantités réelles et si
la série
14+ p+p}+...

converge, on a

(17) S = 2 ]

\ . Pm
m=1(1+ p}+ p} +...)?

A

Cette inégalité (17) peut étre déduite d’une inégalité plus géné-
rale établie par M. Pringsheim (') dans un autre but. Elle s’établit
directement de la maniére suivante, en excluant le cas banal de
Pr=pi=...=0, ol S=o0<1.

On a, pour « et B réels,

223 Sat+ P

Appliquons cette identité a

"ol

€= —bPm 8= (Pi+pi+...)

1
2 1 ry
(pt+pi+...) U+pl+pl+...)?
ou m désigne un des nombres 1, 2, ...: nous aurons

_ Ph pl+pi+...
pPi+pi+... W+ pf+pi+.. . m

A

(18) 2Pm
m
(+pr+pl+..)¢

(') Voiry par exemple, Elementare Theorie der gansen transcendenlen
Funktionen von endlicher Ordnung [ Mathematische Annalen, t. LV1LL, 190f,
p- 268, formule (), cn lisant, ¢ntre les deux membres, < au licu de <.
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Ajoulons ces inégalités (18) pour m =1, 2, ...; nous obtiendrons

Pi+pl+... +p}+p§+...
pi+pi—+... pi+pi+...

S<;

2SS =14+1=2,

c’est l'inégalité {17) qu'il fallait démontrer, ou, en d’autres
termes, le théoréme A de M. Petrovitch.



