
BULLETIN DE LA S. M. F.

E. LANDAU
Sur quelques théorèmes de M. Petrovitch relatifs
aux zéros des fonctions analytiques
Bulletin de la S. M. F., tome 33 (1905), p. 251-261
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1905__33__251_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1905, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1905__33__251_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


251

SUR QUELQUES THÉORÈMES DE M. PETROVITCH RELATIFS AUX ZÉROS
DES FONCTIONS ANALYTIQUES;

Par M. E. LANDAU.

I.

Dans un Mémoire qu'à inséré ce Bulletin (1) M. Petrovitch
démontre, par une méthode très intéressante, le théorème sui-
vant (2) :

A. Si Von désigne par \ le plus petit module des zéros de la
série
(i) ao-+-al^-^-a»-sl-^-...

(où ao est supposé diflérent de o) et si l^on forme la fonction

(^[jj^l^^l1,^-lii ^1
0

on aura

(2) ^I^L (3),

( 1 ) Remarque sur les zéros des séries de laylor, t. XXIX, 1901, p. 3o3-3i2.
(2) Ibidem, voir p. 3o6.
(3) Je change ici, dans l'énoncé de M. Petrovitch, le signe > en .̂ En réalité,

sa démonstration prouve seulement que la série (i) n'a pas de zéro dont le mo-

dule soit inférieur à i ' Avec le signe > dans l'inégalité (2), le théorème
\lu{z)

ne serait plus exact, comme l'exemple suivant le fera voir. La série

— I •+- 5 -+• S14- -S3 -+-.. . =

admet, dans son cercle de convergence (de rayon i), la seule racine -• Donc

\ = -. Or, pour s == —» on aa \/ï

^'^ ^ /"^— == ^= ï =^v'^
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quelle que soit la valeur de la variable complexe s à l^ intérieur
du cercle de convergence de la série (i).

En d'autres termes, si R est le rayon de convergence de la
série (i) et r une quantité positive inférieure à R, on a

\ae\r
(3) \ï

v/iV n=0
laj'r»»

n=0

Si
f(z) == OQ -h Oi-s-hai^ -+-...

est une fonction entière, l'inégalité (3) supplique à toutes les
valeurs positives de r.

M. Petrovîtch a déduit de son théorème A, vers la fin de son
Mémoire, une autre proposition. Il se sert de l'inégalité

• y • v x• y • v x

^|^|î^<(^|^|^

0 \ 0

^|^|î^<(^|^|^),

0 \ 0 /

dont le second membre représente le carré de la fonction majo-
rante ^St(r) relative à f{z) pour la circonférence de rayon r.
M. Petrovitch conclut donc de (3) l'inégalité

m x^—Lîil'— -.L1!!7:,
(4) x > ^————~~^( r ) 9

^laj^
o

qu'il énonce sous la forme suivante (1) :

B. Une fonction f (s), holomorphe dans une circonférence G
décrite autour de l^ origine comme centre, ne s'annulant pas à
l'origine, ne saurait avoir de zéro de module inférieur à
l'expression

où M désigne la plus petite (2) valeur que prend le module du

( ' ) Idem, voir p. 3n-3i3.
( 2 ) Je corrige ici une faute d'écriture, en rempla»;Hnl, dans l'énoncé de

M. Pctrovitch, le mol grande par petite.
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rapport de la fonction majorante de /(s) à la variable z
pour les valeurs de s comprises à l'intérieur de ta circonfé-
rence C.

II.

Je ferai observer en premier lieu que ce théorème B doit être
considéré comme presque évident; en effet, en vertu de l'inégalité

1<»0 <i.
^l<»»|r"
n=o

pour

|S J^l7'

^ 1 a» I'"»

- > »tSi,

on a aussi

|,|^/——^__\-»^___«.1_,^

^a»^) ^|a»|r»
\''=<> / n=o

d'où
<a

\f(^)~<^o\ = |ai<-+-a»a*+...|$ V \am \\s\"*
m=t

< I «o 1
^|a»|r"'<|a.|,

^lajr».î~
n=0

!/(<) 1 =1 o»-»-l/(î)-«o! |S| a,|-!/(,)-«, |>o.

III.

On peut obtenir une proposition plus instructive que B en
interprétant l'inégalité (3) de M. Petrovitch de la manière sui-
vante.

Les formules connues de la théorie des séries de Fourier si on
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les applique au carré du module de

/(^)==/(reî0=^a^
»=o

• •
= ̂ (pn^cosno—^^sinji^-t-i^^r^sinTio-f-Ynr^cosjiy)

n=0 »==0

(où ron a posé a,i== ?w+Y»Q» donnent

(5) ^ f îc|/(<^)|trf?=^(PiS^-^Y^r^)=^|a„|<rl^
0 n=0 n=0

où, dans l'intégrale, s parcourt la circonférence ref1. Cette iden-
tité (5), connue, quoique pas très usuelle, montre qu'en désignant
par M(r) le maximum de |/(5)| pour [5 | == r, on a

«e

(6) ^|<*,,|'r«^;M(r)!* («).
n=0

De (3) et (6), on conclut l'inégalité

<7) ^-S^ (')•

Si la fonclion [./'(^)l n'est pas conslanle pour | z \ == r, on a

même
00

^la«llFl'•<iM(»•)!*,
»i=o

)^ l ^o l 7 ,^•m^)1

(') L'inégalité (6) a été démontrée, sans faire intervenir les intégrales, par
M. Gulzmer dans sa Note: Fin Satz ilber Potensreihen ( MathemcUische Anna-
len, t. XXXII, 1888, p. 596-600). Ce fait intéressant que JM^);1 est supérieur ou
égal non seulement à chacune des quantités \a^\îrîn (n=o, i, 2, ...), ainsi que
Caucliy l'avait démontré, mais aussi à leur somme, n'est mentionné presque dans
aucun traité.

(2 ) Dans l'exemple contenu dans la troisième note de la page a.')i, la limite indi-

quée par le second membre de (7) est atteinte. Car on a M ( — ) — ^/î. D'ail-
\ V 2 /

leurs, pour | s 1 = —» on a, indépendamment de ®, ( /( :) \ == ———-r | = y/a.
^ 1 •-5 1
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ce qui, en vertu de la relation

M(r)^Al(r),

entraîne l'inégalité

(4) X>^.

Si |/(^)| est constant pour |^|==r, on a certainement

M(r)<J(l(r),

de sorte que (7) entraîne l'inégalité (4).

IV.

Cependant l'inégalité (7) n'est pas nouvelle; au contraire, elle
est une conséquence presque immédiate du théorème de M. Jen-
sen ( () , dont voici Fénoncé dans le cas des fonctions f(z) régu-
lières pour | s | ̂  r et différentes de o pour s = o :

Si -s, ) -Sa, ..., Zk sont les zéros de la fonction dont le module
ne surpasse pas r, on a

W ^l"losl/(')lrf?=log|î^^•l'

où z parcourt la circonférence re^1.

11 résulte de (8) que

l̂î l̂ -W.

<») \&\s»l•••>
Donc, pour | ̂  |^r< j ^ a |, en posant k= i, | Si | ==^, on a

[allr<•M^.\^M(r),

Irtojr
\^=M(r)

(*) 6'ur wi nouvel et important théorème de la théorie de f fonctions (Acta
hiathematica, t. XXII, 1899, p. 359-364).
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C'est l'inégalité (7), pour | z^ \ ̂  r < | s^ \. Pour k ==. o, c'est-à-dire
pour o < r < | ^i ( y elle résulle de ce que

M(r)>|ao|,

^i^^iir^-
Pour k ̂ a, c'est-à-dire pour |^|^r et r inférieur au rayon du
cercle de convergence de la série (r), elle résulte de

^^|/(o)^|1gol^ r r ^l^ok ^ ^ |<»o|r
'-l-si...^! X '|^|*"|^|- X " ' * • X '

De cette façon, M. Lindelôf(1) est même arrivé à déduire du
théorème de M. Jensen, pour tous les^, l'inégalité

<•»' "^p^-
où les racines z^ s^ .. • sont rangées par ordre de modules crois-
sants et où r désigne un nombre positif quelconque inférieur au
cercle de convergence de (i). Il est vrai que M. Lindelôfne parle,
à l'endroit cité, que des fondions entières; mais il n'y a rien à
changer à son raisonnement pour le cas général. Seulement il faut
mettre ̂  à la place de ;>, pour embrasser tous les cas, ce qui est
fait dans la formule (10). Voici donc la démonstration de l'ioéga-
lité(io):

Soient z^ ..., zjs les zéros dont la valeur absolue est ̂ r.

1° Pour Â:==V, c'est-à-dire pour |^v|^r< |^v+< |, (10) n'est
autre chose que (9).

a° Pour Â:<V, on a o<r<J5y[ , et (10) résulte de (9) en
vertu de

|o,|rv
l^l.-.l-Svl
^ \a9\rt r r ^ \c^\rk _ | Op | r^

1 »i 1 . • • 1 ïk 1 * | -SA-H | " * 1 ̂  1 = | Si |... | Sk | 'l " * ' "" |^il...|^l '

3° Pour A:>v, on a rï\z^ |; (10) est alors la conséquence

( * ) Mémoire sur la théorie des fonctions entières de genre fini ( Acta Socie-
tatis Scientiarum Fennicœ, t. XXXI, 1902, p. i3-i4).
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de (9) et de

\^\rk

\^i l.-.l^l
lookv r r ^ [apl^ ^ _ |^o|rv

l^i l . . . l -Svl*|^v-+i | * * ' 1 ^ 1 := l -S i l . - . l ^v l " *" ~" 1 -S t |...|^v|*

V.

Je vais mainlenant montrer que non seulement l'inégalité (7)
tirée du théorème A, peut être déduite du théorème de M. Jensen,
mais que le ihéorème A lui-même est contenu dans le théorème
de M. Jensen.

En appliquant l'identité (5), on voit qu'il s'agit de démontrer
rinégalilé

V/ïiijT'̂ l^

en parlant du théorème de M. Jensen.
Celui-ci peut s'écrire

__|ool^_^ i^/^i/ww
l ^ l l . - . l -SA l

Le premier membre étant, comme on l'a vu, toujours supérieur ou
i » 1 €to \régal a —.—> on a

(„) loJr^îWr10^'1^
A

Soit g(ff) une fonction de ç, continue pour 0^0^27^. La
mojenne géométrique de n nombres positifs élant inférieure ou
égale a (cur mojenne arithinctique, on a

f<r•^....si•'•-l•î.îi
-^(^.j^ ^ '̂-lll2.»i .v^)= c »-•» < — ( c -+-<? -+-...+e \~-=- — 7 ^ i"" n' ' /t •̂d 1

XXXIII.
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(Ton, en passant à la limite,

os) x^^^r^.
Supposons d^abord que f{z) n^ait pas de zéros sur la circonfé-

rence | s | === r, et posons, dans (i 3 ),

^(ç) = 2 log |/(r^) | = log; |/(re?Q j1; ;

nous aurons

( i /»'•"; \ x
— f lOKl/Wlrfy) ,.1^

(i4) ^J. / ^— / !/(^)|î^;
-• " ̂ o

donc, en vertu de (12),<-5) ^^r^^-
Les deux membres de (i3) étant des fonctions continues de /*,
cette inégalité subsiste aussi dans le cas où f{s) a des zéros dont
le module est égal à /'.

Donc on a
(il) ^ \^\r_____,

l/^jf1111^^9

ce qui constitue, comme nous Pavons vu plus liant, le théorème A.
de M. Petrovitcli.

Vf.

Soient, plus généralement, 5,i, Xa, ..., Xy les modules des v pre-
miers zéros de la fonction f(s), situés dans le cercle de conver-
gence de la série

OQ -+- ai s 4- a^ 5» -+-....

On a vu, au paragraphe IV, que, pour tout r inférieur au rayon de
ce cercle, on a

1«»1^ l^ol^
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où 5,,. ., s,, désignent les zéros dont le module ne surpasse pas i\
Donc, par le théorème de M. Jensen,

i^^iV^101'^'^

cl, en appliquant (i4),

t ûfA 1 J'Y / i r*i TC

tâvV^jf 1^1'^

ce (jui, en venu de (5), peut se meUre sous la forme

X X X 2^ j/gol^

i/^l^l'7^
V ^=0

Pour v == i, on retrouve le ihéon-me de M. Pcirovild».

vrr.

EnGn, j'indiquerai une démonstration directe et très élémentaire
du théorème A. L'inégalité en question

(•<) X > J^017 '

i /^1^11^
V n=Q

sera évidemment démonirée si l'on réussit a prouver que

(.(» îl^J———'^'-^.l.o,

w =: 1 / 00 N i

( ^!^1</•2")
^ M.^U /

car, [x»ur
.... I^J^1 - ( -^ ——- • • • •• • • • • • - »

i/^K/;2/-^
V " ?- «•
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on aura alors
\f(s)-a,\

J^» ̂ \a^\^<^\^\——^Mrm ,^\a,\,

( l̂<»»l''•l'•Y\»=» /
/(<) ̂  o.

En d'autres termes, si l'on pose dans (16), pour m -=i, a, ...,

^"-
il suffit de prouver : si /?i, /^, • • • sont des quantités réelles et si
la série

' ̂ PÎ^PÎ •+••••
converge, on a

07) S=^—————^————,^1.
w=l(i-4-joî-4-/?î-h...)»

Cette inégalité (17) peut êtredéduile d'une inégalité plus géné-
rale établie par M. Pringsheim (^dansun autre but. Elle* s'établit
directement de la manière suivante) en excluant le cas banal de
yy<== pî ==...=== o, où S==o<i.

On B) pour a cl j3 réels,

aa^oi»-^.

Appliquons celte identité à

„ _ Pm Q _ (P\-^P\'^"^a==—————————^, p-———————————^,
(/>î -+- ?} +•• • •)1 ^1 -+-/?î-+-/?î +.. .)^

où m désigne un des nombres i, 2, . . .; nous aurons

(18) ______'2_P^_____ < PÎn____ ^_ />î-+-7?î-4-'-
/ i i ."-'PÎ-^-Pi -+ - - - - ^-^Pi-^PÎ^-"')m'(l-h/>?-+-/î;+...)i

( 1 ) ro/r) par exemple, Elemcntare Théorie der gamen transcende fflen
FunkUonen von endiic/ier Ordnunff [Mat/iemaUsc/ie Annalcn, l. LV11I, i()o'(,
p. a68, formule (&)» en lisant, enire les deux inembres, ^ au lieu île <<J.
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Ajoutons ces inégalités (18) pour m = i, 2, ...; nous obtiendrons

^S^î^l-^». , /^4-/>|4-...
- /^"/ÏT^ + PÎ^-PÎ^——^^^^

s^i;
c'est l'inégalité (17) qu'il fallait démontrer, on, en d'aulrcâ
termes, le théorème A de AI. Petrovîtch.


