
BULLETIN DE LA S. M. F.

P. BOUTROUX
Propriétés d’une fonction holomorphe dans un cercle
où elle ne prend pas les valeurs zéro et un
Bulletin de la S. M. F., tome 34 (1906), p. 30-39
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1906__34__30_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1906, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1906__34__30_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


— 30 —

PROPRIÉTÉS D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN CERCLE
OÙ ELLE NE PREND PAS LES VALEURS ZÉRO ET UN (1);

Par M. PIERRE BOUTROUX.

1. M. Landau a démontré le théorème suivant ( 2 ) qui se pré-
sente comme une généralisation du ihéorème de M. Picard sur les
fonctions entières :

Soit une fonction entière

F (a?) = ao4- a^x -+- 03 .y2-»-...

et soit ao^o, O C T ^ I , a<^o. Il existe un nombre R indépen-
dant des coefficients ^3, «4, ..., c^est-à-dire fonction de ciy et de 04
seulement, tel que F (x) prenne sûrement l'une des valeurs oou i
dans le cercle de rayon R ajant son centre à Forigine.

( i ) Les résultats que je vais exposer ont été résumés dans une Note présentée
à l'Académie des Sciences le 3i ju i l l e t 1905. A cette époque j'ignorais absolu-
ment l'existence du Mémoire très important que M. le Professeur Schottky avait
publié quelques mois plus tôt sur le théorème de M. Picard ( Sitzungsberichte
d. k. preussischen Ak. d. W., 27 octobre 1904), Mémoire qui contenait une
série d'énoncés semblables à celui que j'ai obtenu. M. Landau vient d'être assez
obligeant pour me signaler celte inadvertance. Je me décide néanmoins à publier
ce travail tel qu'il est, quitte à revenir ultérieurement sur la même question en
m'inspirant des beaux résultats de M. Schotlky. J'ajoute qu'une démonstration,
extrêmement élégante et précise du principal théorème exposé ci-dessous a été
récemment obtenue par M.. C. Carathéodory (voir Comptes rendus, 26 dé-
cembre 1905.)

( 2 ) LANDAU, Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes{SUzungs-
berichte d. k. preussischen Ak. cl. ^..juillet 1904).
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J'ai été conduit depuis lors à quelques résultats d\m caractère
analogue que je vais brièvement exposer.

Ces résultats se résument comme il suit :

Considérons la fonction F(.2*) dans un cercle C, ayant son
centre à V origine, où elle est holomorphe et dans lequel elle
est supposée ne pas prendre les valeurs o et i. Soit M le mo-
dule maximum que prend F (.2*) dans un cercle concentrique à
G et de rayon 5.R, (5v<^i), par exemple dans un cercle G de

3Rrayon—'

LE MODULE MAXIMUM M EST INFÉRIEUR A UN NOMBKE FIXE Jla QUI
NE DÉPEND QUE DU COEFFICIENT OQ .

2. Soit la fonction

(i) F(a?) = ao-h a^x -+- a^x^ -4-...

holomorphe dans un cercle C de rayon R, ayant son centre à
Forigine, et ne prenant dans ce cercle ni la valeur o, ni la valeur i.
Dans le cercle C,logF(*r) estime (onction holomorphe qui ne prend

pas les valeurs o, anr, 4^» - • • • De même log b .—^r^Fi^)
2 l TC

est une fonction holomorphe qui ne prend dans G aucune des
valeurs suivantes :

(I)

..., A:o,—2 :==—2^'TC, X:o^)==0, Â'o^2 = "Î^TC, ....

..., Â-2,-2==log2—-2nT, Â:2,o=log2, /C2,2 = log2-t-2 (TT, ...,

..., Â3,_2==log3——9.t7r , Â"3,o=log3, /t3,2=log3-+-2/7r, ...,

De F^(^) on pourrait passer à la fonction log og . ) et ainsi

de suite. Je m^arrêterai pour Finstant à la fonction Fi(.3?) que
j'étudierai en place de F(x).

3. LEMME I. — Soit une ̂ fonction entière

<?(.r) == 14-a i a* -+- ^x^-^-....
T^o^o/î^

|.r|==/', .)1L(/•)==! 4- |ai| r+ l^ l / ^—. . .
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et appelons A.(r) fa plus grande valeur positive de la partie
réelle de <p(a?) pour \x\ == r, A(r) étant assujetti à être, par
exemple^ supérieur (*)à 10. QUEL QUE SOIT r, ON A

(2) 01L(er)<ibA(r)logA(r) pour e^i-j^———.

La démonstration de ce lemme résulte d'une remarque due à
M. Borel (a). Soîl x === re1^ et soit P(r, (*>) la partie réelle de y(^).
On vérifie que

^lîT

W7^|a,,,|4-2îc< / (|P|4-P)û?to<47t.Arr),
•/o

et, par suite, que

Oîl(er)<j4-[4A(/ ')-4-2]y^<[4A(r)-t-3]logÀ(r).

On en déduit l'inégalité (2). Nous pouvons ajouter que l'inéga-
lité subsiste si ç(o) au lieu d'être égal à i est assujetti seule-
ment à avoir un module inférieur a 4^«

4. LEMME II. — Supposons que pour |;r|<Rf<? module de
<p(.r) reste inférieur à un nombre donné Jl». Dans ces condi-
tions y je dis que L'ON A POUR

'"«^(-î^)- ̂
L'INÉGALITÉ

m
(3) | a,»a?^| -h | a^+i^^1! -<-.. .< ̂ T^

POURVU QUE m DÉPASSE UNE CERTAINE VALEUR CHOISIE DE TELLE
MANIÈRE QUE

m
/ i \ 7

(4) [ ^ ) >iologJl».

En effet, supposons que l'inégalité (3) ne soil pas vérifiée. Alors

( 1 ) Je n\»i point cherché à donner aax constantes numériques leur valeur
minimum. Elles ne figurent ici que pour fixer les idées.

( 2 ) Voir BOREL, Sur les zéros des/onctions entières {Acta math., t. XX).
M. Landau a fait usage d'un lemme voisin.



on aura pour R'= R ( i — r—— ) l'inégalité

| a,,, | R^-h | a,,,-M | R^+i -+-.. .> -^ ̂ ,
À2'

et Fon en conclura, diaprés le lemme 1 et rinégalité (4)? cme l'on a
en cerlaîns points du cercle de rajon R

|y(aQ|> cJlo,

ce qui est contraire à nos hypothèses.

8. LEMME III. — Soit f{x) une fonction holomorphe dans
un cercle G de rayon R, et soit M(/1) le module maximum de
cette/onction pour \x\^r. Je suppose ( ' ) que Von ait par
exemple ( * )

i < R < 2 , M^^^io;

OK A U R A , POUR UNE INFINITÉ DE VALEURS 7"o DE /', COMPRISES
3R 7R , , ,

ENTRE —— ET —-? L 1NEGALITK
4 °

M ( / ' ) < M 2 ( / ' o ) POUR r<ro-^ -===.
/M(ro)

On voit en effet immédiatement que, s^il n^en était pas ainsi, la
fonctiony'(*r) deviendrait infinie dans le cercle C.

D^illeurs il existera pour |a"|^ro des points x où l'on aura

|^(^)| >M(^)-^ | / (o) |
1 ^ 1

En ces points x on aura donc simultanément :

If^^^^zlfl0!]
\ \x\(5)

M ( | a ' | ) < M 2 ( r o ) pour \x -^|^-=?

3 ^
( 1 ) Les nombres ,» - peuvent naturellement être remplacés par des nombres

4 °
quelconques inférieurs à i.

xxxiv. 3
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avec

^<ro<7^ M(ro^M(3-^).

G. Revenons mainlenant à la fonction F< (a?) du n° 2, et
appelons Mi(/ ') son module maximum dans le cercle G de

(q r» \
rayon R. Je vais montrer que M — ) est inférieur à un nombre

fixe qui ne dépend que de Oo, c'est à-dire de F,(o). (On ob-
tiendrait le même résultat si l'on remplaçait le coefficient numé-

* 3 . . \riqne ^ par un nombre quelconque inférieur a i . )
L'unité de longueur restant arbitraire, nous avons le droit de

supposer [après avoir fait au besoin un changement de variable
de la forme x ' == 5»;r, lequel n'affecte pas Fi (o)] que

i < R < 2.

Nous admettrons, d'autre part, que

M,(3^) > 2 | P i < 0 ) | ,

et nous chercherons à étudier F»(^) dans ces conditions.
Soit XQ u» point de C où l'on ait les inégalités (5 ) du lemmelll.

Fi(*y) est holomorphe dans un cercle F, de centre XQ et de rayon
supérieur à

7*0 3R . . 7Rpi= ——=r> —^'(^^r'/Mi(ro) 4 îî

On a, dans ce cercle,

Fi (x') == 6o-h 61 (.r — a'o) -+-.-•
avec
(6) ,^M.(^F.,o)|.

Considérons dans le cercle ri la fonction

Gi(x) ==Fi(a7)4-^=64-6i( . r—îo)-4- . . . ,

la constante /: étant l'un des éléments du Tableau 1 (n° 1) que l'on
cliotsira de telle manière que

'2T.<\b\<^
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Par hypolhèse Gi (a*) ne s^annule pas dans le cercle F, et n'y
prend pas un ensemble de valeurs k\j qui (comme les éléments
du Tableau I) sont deux à deux à une distance au p lus égale à 27;.
D^autre part, le module maximum de G( (a*) pour | x — ^ o l ^ p i
est, d'après le lemme III, inférieur ou égal à M'^/'o). Nous le dési-
gnerons par U L ( , et le supposerons plus grand que 10.

7. Considérons maintenant la fonction

Gî(iv) == log x ) -+- ̂  == c-4- — (a-—îo)-h...=c-+-ci(.r—îo) -4-...,
2 tTT v

la constante/:7 étant encore choisie de telle sorte que2<rc<;|c|<;47:•
Comme on a

C = l o g — — — - ^ ' F %TC< |6 |<47 : ,
*2 { TC

on aura ( 1 ) évidemment
|F|^

La fonction G^(x) est kolomorphe dans le cercle F^, ne s^y annule
pas et n^y prend pas un ensemble de valeurs k" dont la dislance
deux à deux est au plus égale à ait. D'autre part, dans le cercle F,,
la plus grande valeur positive de la partie réelle de Ga est com-

prise entre log ( ^i- — aiî) et log (-^1- +271) ; elle est a fortiori

inférieure à logai (puisque nous supposons UL( >> 10) . lien résulte,
diaprés le lemme I, que, dans un cercle Fa concentrique à F, et de
rayon

pt==0i?i, 61 == j—,—;—— j1 loglog^i

la somme des modules des termes de Ga

^)1WM)= M -h |ci(.y—îo) \-{-\Cî(v— ^0)2 )-+-...

est inférieure (2) à lologa, logloguLi.

( 1) Nous supposerons toujours que l'on considère la plus petite détermination
du logarithme.

( 2 ) De la fonction G,(.r) on passerait par le même procédé à une fonction
03 (*r), et ainsi de suite. La fonction G.(.r) aurait un module maximum (JL .̂ com-
parable à log(A;_i, et la somme des modules de ses termes serait inférieure à
iologjA;_i log log p.;_i dans un cercle I\ de rayon

p.=e.e, ...e._ip., 6, =i ~ ,—I—.1 • ' l • p / loglOg}!,
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Cela posé, i l va nous être facile de montrer (|iic l'on about i ra i t
à une contradiction si l'on supposait que [AI satisfasse à l'inégalité

(7) ^i>^,

où cl» est un nombre fixe [fonction de Fi(o)] que nous allons
déterminer.

8. Nous supposerons que l'on ait déterminé le nombre positif Jl,
de manière à satisfaire aux conditions suivantes :

i° L'inégalité (7) entraîne

/.___!__\^7.
\ loglog(Jii/ ^ 8

2° Si l'on a l'inégalité (7), on a, a fortiori,

Mi^o^/X

Nous supposerons que Jl> soit assez grand pour que l'on ait

<8) 7-^)>T^>20•0^••0^^.•

3° Enfin, nous assujettirons JL à être supérieur à 10 et a satis-
faire à la condition

(9) /Z.>-2JFi(o)|.

9. Cela posé, considérons la fonction Ga^). Nous savons que,

dans un cercle Fa de centre XQ et de rajon supérieur à 7 p, , la

somme t)Tl2(|.y[) des modules des termes de celle fonction est
inférieure à iolog[jLjoglog[jii. Je vais montrer que nous serions
en présence d^une contradiction si nous admettions que (JL, est
supérieur au nombre positif ^> déterminé au n° 8.

En eflet, nous avons vu que G^Çx) se développe, à 1 intérieur
de Fa, sous la forme

c 4- ci(v—a?o) -+-...,
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|d| étant supérieur à-'—1-'» c'est-à-dire, d'après (6) et (9), à

M—— [NT^M^o)].
2|a*o|4^

On en conclura que l'on a, pour les points x de F^ voisins du
contour de ce cercle,

^îd^l»7^ Ml '
0 2 |a?o|4TC

Or, on a

p i = = — — — — > | î o | M , 4

/Mi^'o)

On aura, dès lors, en vertu de rinégalilé (8) :

;)l t î( | ;y])> ^ ̂  . >2ologt^loglog{Ji i .

Or, par hypothèse, OTIa reste inférieur à lolo^jjLi loglo^tjii dans
le cercle Y^\ donc l'inégalité (1^) conduit à une contradiction.

c. Q. F. n.

10. Ainsi se trouve démontré le théorème que j^ai annoncé.
Résumons, en enet, pour plus de clarté, les résultats acquis aux
n08 6-9. Nous avons considéré la fonction F< (x) dans un cercle G
de rayon R dans lequel, par hypothèse, elle ne prend aucune des
valeurs k i j du Tableau I, et nous avons appelé Mi(r) le module
maximum (pour |.rj==r) de F, (.r) dans ce cercle. Nous avons
ensuite supposé que l'on ait Pinégalité (7), laquelle résulte par
a fortiori de Finégalité

(10) Mi(^?)>^2,

où As est un nombre fixe qui ne dépend que de Fi(o), et cette
hypothèse nous a conduits à une contradiction. Nous en concluons
que l'inégalité (10) ne saurait avoir lieu.

Revenant maintenant à la fonction F (x) qui ne prend dans G
ni la valeur o, ni la valeur i , et appelant M (/•) son module maxi-
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iTium pour [x\^r, nous pouvons affirmer que Von a

M(^)<^,

Jl»i étant un nombre qui ne dépend que de F (o), c9 est-à-dire
du coefficient û?o.

H. De celle proposition on déduit immédiatement le théo-
rème de M. Landau. Considérons en effet la fonction

(i) ¥^) = ao+ai.r 4-aîa^-h...,

les deux premiers coefficients étant fixes et les coefficients suivants
variables. Diaprés le lemme I, si R' est un nombre positif quel-
conque, on aura en certains points de la circonférence de rajon

logM(R')) :"V^logMCIV)) :

10 | F(.r) | log | F(.r) | > | ao 1 + | ai | ïV.

On peut donc évidemment déterminer un nombre R, fonction
, t Q TS \

des seuls coefficients ao et a,, tel que le module M ( — ) soit supé-

rieur à <A»<, par suite tel que F(.r) prenne sûrement l'une des
valeurs o ou i dans le cercle de rayon R.

Nous sommes d'ailleurs en mesure de varier l'énoncé du théo-
rème en prenant pour coefficients fixes, outre <2o, un ou plusieurs
coefficients de (i) autres que ai. Quels que soient les invariants
choisis, il existera toujours un cercle ne dépendant que de ces
invariants dans lequel F (a?) prendra sûrement l'une des va-
leurs o, i.

12. Une autre conséquence du résultat que nous avons établi
sera la suivante, relative à la convergence du développement de
F(.z?) dans le cercle G.

D'après le lemme II, si \ est un nombre inférieur à i, on peut
déterminer un entier m tel que l'on ail pour

I ^ K ^ R / . ' ^
^ l ^ 4 " V I o g A j
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l'inégalité

(12) 1 a,,»+ia^»+i | + 1 a^v^ \ 4-.. .< sJl>i,

e étant un nombre arbitrairement petit assigné à l'avance. D*ail-
leurs, ici comme plus haut, on peut remplacer le coefficient numé-

3rîque - par un nombre quelconque inférieur a i .

En d'autres termes, soit un cercle C de rayon R dans lequel la
fonction holomorphe F(.2?) ne prend pas les valeurs o et i, et
soit G' un cercle concentrique à G ayant pour rayon

FR ( i— ;——r— ) (^< îi e^»i fonction de «o exclusivement).\ logcAoi/

// existe un entier m, dépendant exclusivement du coeffi-
cient ûfoi tel que l'on ait dans le cercle G' /'inégalité (12). —
Quels que soient les coefficients ai, 03, ... la partie principale de
la valeur de F(.r) en un point quelconque de G' est déterminée
par un nombre de termes du développement (i) qui est au plus
('•gai à m, m étant fonction de Oo seulement.

13. J'observe, en terminant, que le mode de démonstration
employé plus liant conduit à une généralisation du théorème qui
fait robjet de cette Note.

Imaginons que, dans un cercle G, une fonction holomorphe
F(.z*) ne prenne qu^un nombre Gnip de (bis les valeurs o et i. On
pourra déterminer à rintérieur de G un cercle r de centre XQ, où
F (.2?) ne prendra aucune des valeurs du Tableau 1 et où Fon aura
rinégalité (6) : la limite inférieure du rayon de F sera d^ailleurs
d'autant plus grande que p sera plus petit. On en conclura que

(l D \

M — ) est nécessairement inférieur à un certain nombre <A> ,

fonction de a^ et de p exclusivement.


