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PROPRIETES D'UNE FONCTION HOLOMORPHE DANS UN CERCLE
0l ELLE NE PREND PAS LES VALEURS ZERO ET UN (');

Par M. Pierre Bourtroux.

1. M. Landau a démontré le théoréme suivant (2) qui se pré-
sente comme une généralisation du théoréme de M. Picard sur les
fonctions entiéres :

Soit une fonction entiére
F(z)=ay+a,z+ a2?+...
et soit ao3£ 0, a,#1, a7 o. 1l existe un nombre R indépen-
dant des coefficients aj, ay, ..., c’est-a-dire fonction de @, etde a,

seulement, tel que F (x) prenne stirement I'une des valeurs o ou 1
dans le cercle de rayon R ayant son centre a 'origine.

(1) Les résultats que je vais exposer ont éLé résumés dans une Note présentée
4 I'’Académic des Sciences le 3i juillet 1go5. A cette époque j’ignorais absolu-
ment I'existence du Mémoire trés important que M. le Professeur Schottky avait
publié¢ quelques mois plus tot sur le théoréme de M. Picard ( Sitzungsberichte
d. k. preussischen Ak. d. W.,-27 octobre 19o}), Mémoire qui contenait une
série d’énoncés semblables a celui que j'ai obtenu. M. Landau vient d’étre assez
obligeant pour me signaler cette inadvertance. Je me décide néanmoins a publier
ce travail tel qu’il est, quitte a revenir ultérieurement sur la méme question en
m’inspirant des béaux résultats de M. Schottky. J'ajoute qu’une démonstration,
extrémement élégante et précise du principal théaréme exposé ci-dessous a été
récemment obtenue par M. C. Carathéodory (voir Comptes rendus, 26 dé-
cembre 1905.)

(?) LaNDAU, Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes(Sitzungs-
berichte d. k. preussischen Ak.d. W.. juillet 190%).
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Jai été conduit depuis lors a quelques résultats d’un caractére

analogue que je vais briévement exposer.
Ces résultats se résument comme il suit :

Considérons la fonction F(z) dans un cercle C, ayant son
centre a lorigine, ot elle est holomorphe et dans lequel elle
est supposée ne pas prendre les valeurs o et 1. Soit M le mo-
dule mazimum que prend F(z) dans un cercle concentrique a
C et de rayon AR, (1<), par exemple dans un cercle C' de

3R
rayon =

L MopuLE MAXiMUuM M EST INFERIEUR A UN NOMBRE FIXE b QUI
NE DEPEND QUE DU COEFFICIENT (.

2. Soit la fonction
(1) F(z)=ay+ a1z + ayx?+...

holomorphe dans un cercle C de rayon R, ayant son centre a

Porigine, et ne prenant dans ce cercle nila valeur o, ni la valeur 1.

Dans le cercle G, logF () est une fonction holomorphe qui ne prend
. . . logF(x

pas les valeurs o, 2ixw, 4i%, .... De méme ]og—"’zTT(r—) =F,(z)

est une fonction holomorphe qui ne prend dans C aucune des

valeurs suivantes :

.y ko‘_2=—2i’ﬂ.‘, ko#):O, /('oﬂ:—"‘li‘ﬂ', cens

M veey  hy—a=loga—ain, kyo=log2, kya=log2+2iw, ...,

coey  hya=log3—ain, [k3o=logl3, kj.=logl3+2ir, ...,

. . . logF (> ..

De F,(x) on pourrait passer a la fonction log —"l—) et ainsi
21T

de suite. Je m’arréterai pour l'instant a la (onction F,(z) que
j'étudierai en place de F(z).

3. Lemue L. — Soit une fonction entiére

Hx)=1+ 4T + %22+, ...
Posons

le|=7r, I(r)y=t-+|a|r+|a|rr+. ..
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et appelons A(r) la plus grande valeur positive de la partie
réelle de o(z) pour |z|=r, A(r) étant assujetti a étre, par
exemple, supérieur (*)a 10. QUEL QUE sOIT I’y ON A
(2) N(0r)<1oA(r)logA(r) pour 8S1— ma

La démonstration de ce lemme résulte d’'une remarque due a
M. Borel (2). Soit z = re® et soil P(r, w) la partie réelle de ¢ ().
On vérifie que

an
ﬂrm]a,,,|+21:<‘f (|P]+P)dw <4m.A(r),
)

et, par suite, que
L

M (br) <1+ [4A(7) + 2] —%

<[4A(r)+3]logA(r).

On en déduit I'inégalité (2). Nous pouvons ajouter que {’inéga-
lité subsiste si ¢(o) au lieu d’étre égal a 1 est assujetti scule-
ment & avoir un module inférieur & 4.

4. Lemme II. — Supposons que pour |z| <R le module de

by

o(z) reste inférieur a un nombre donné d. Dans ces condi-
tions, je dis que L'ON A POUR

|x|<)‘R(l—’lF«:_a)—h>’ A<,
.

L' INEGALITE
m
(3) |amzm| + |t 2| 4. < A2,
POURVU QUE M DEPASSE UNE CERTAINE VALEUR CHOISIE DE TELLE

MANIERE QUE
m

(1) (%)?>lo]bgc&.

En effet, supposons que I'inégalité (3) ne soit pas vérifiée. Alors

(') Je n’ai point cherché a dunner aux constantes numériques leur valeur
minimum. Elles ne figurent ici que pour fixer les idées.

(?) Voir BoReL, Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta math., t. XX).
M. Landau a fait usage d’un lemme voisin.
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__ T 9o toalith
on aura pour R'= R(l - m) Vinégalité

I
l A I R’”l"i— I 1,”+1| R’”‘"’l .. .> “m e}\o,
AZ

et 'on en conclura, d’aprés le lemme I et 'inégalité (4), quel'ona
en cerlains points du cercle-de rayon R

[9(z)|> o,

ce qui est contraire & nos hypothéses.

5. Lemme lII. — Soit f(x) une fonction holomorphe dans
un cercle G de rayon R, et soit M(r) le module maximum de
cette fonction pour |x|Sr. Je suppose (') que Uon ait par
exemple (')
3R

1<R <2, M(4

) >0

ON AURA, POUR UNE INFINITE DE VALEURS 'y DE 7'y COMPRISES
-

3R R, )
ENTRE — ET = L INEGALITE
4

o

M(r)<<M2(r POUR 7r < 7y~ ——-
(r)y < M2(ry) (3 NETES

On voit en cffet immédiatement que, s'il n’en était pas ainsi, la
fonction f(x) deviendrait infinie dans le cercle C.

D’ailleurs il existera pour |z|Sr, des poinls; ou l'on aura
- M(ry)— o
|z |
En ces points z on aura donc simultanément :

‘f(_;,);mﬁo):'f(o)l

\ H

'M(]x])<M’(ro) pour lz—;lg‘/T;‘II—_—)
o

(') Les nombres i’ % peuvent naturellement étre remplacés par des nombres

quelconques inférieurs a 1.

XXXI1V.

(o8
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avec
3R

R 3R
A <"o<7?’ M("O)EM(T)°

6. Revenons maintenant i la fonction F,(z) du n° 2, et
appelons M,(r) son module maximum dans le cercle C de
3R
G

rayon R. Je vais montrer que M (
Jize qui ne dépend que de a,, c’est-a-dire de F, (o). (On ob-

) est inférieur & un nombre
tiendrait le méme vésultat si 'on remplagait le cocfficient numé-
. 3 T N

rique | par un nombre quelconque inférieur a 1.

L’unité de longueur restant arbitraire, nous avons le droit de
supposer [aprés avoir fait au besoin un changement de variable
dc la forme 2’ = ).z, lequel n’affecte pas F,(0)] que

1< R<a.
Nous admettrons, d’autre part, que
3R
M (37) > a1 Fuo)l,
et nous chercherons a étudier F, () dans ces conditions.

Soit z, un point de C ot 'on ait les inégalités (5) du lemmelIl.
F(z) est holomorphe dans un cercle T, de centre z, et de rayon
supérieur &

ro 3R 7R

= ——"—, A Rl
[ AT A re< 73

On a, dans ce cercle,

Fl(z)=bo+bl(z—‘;o)+---
avec

(6) 16,1 > Malrd =1 Fufoll,

I-’l‘ol
Considérons duns le cercle T'y la fonction
G(z)=F (@) +k=0b~+b(x—=)+...,

la constante & étant 'un des éléments du Tableau I (n°1) que l'on
choisira de telle maniére que

2 < | b | < 4.
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Par hypothése G,(z) ne s'annule pas dans le cercle Ty et n’y
prend pas un ensemble de valeurs k;; qui (comme les éléments
du Tableau I) sont deux a deux a une distance au plus égale 4 2x.
D’autre part, le module maximum de G,(z) pour ix ——;;|§9.
est, d’aprés le lemme IIl, inférieur ou égal a M3 (). Nous le dési-
goerons par y,, et le supposerons plus grand que 10.

7. Considérons maintenant la fonction

Ga() = log 22

— b —_ —
2 i F=c+ L (e2—2)+...=c+e (@ —z,) +...,
i b

la constante &’ étant encore choisie de telle sorte quean<l|c|<<{4=.

Comme on a
b T
c=logm+k < |b|< 4,
on aura (') évidemment

'Flélﬂ.

La fonction G (z) est holomorphe dans le cercle I'y, ne s’y annule
pas et n'y prend pas un ensemble de valeurs k:f,j dont la distance
deux & dcux estau plus égale 4 2. D’autre part, dans le cercle Ty,

la plus grande valeur positive de la partie réclle de G, est com-
. L . .

prise entre log (E‘? — 21':) et log (:—; + 21':); elle est a fortior:

inférieure a logp, (puisque nous supposons p, > 10). llen résulte,

d’aprés le lemme 1, que, dans un cercle T'y concentrique a T, et de

rayon

1

Pz=el.°h 01=!——w’

la somme des modules des termes de G,

9K,(|x])=Icl+Ici(z‘——x—;)l-'-lcz(x"‘;c;)’l'*‘"-

est inférieure (2) & 10logp, loglogp,.

(') Nous supposerons toujours que 'on considére la plus petite détermination
du logarithme.

(%) De la fonction G,(x) on passcrait par le méme procédé a une fonction
G,(x), et ainsi de suite. La fonction G;(z) aurait un module maximum @; com-—
parable & logp, ,, et la somme des modules de ses termes serait inférieure &
10 logw,_, loglogw,_, dans un cercle I'; de rayon
I

=00,...0._ = e —
pi=98,0,...0,,p,. 0=t foglog s,
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Cela posé, il va nous éire facile de montrer ue I'on aboutirait
a une contradiction si I'on supposait que w, satisfasse a I'inégalité

(7) 1> s,

ol & est un nombre fixe [fonction de F,(0)] que nous allons
déterminer.

8. Nous supposerons que I'on ait déterminé le nombre positit &
de-maniére A satisfaire aux conditions suivanles :

1° L’inégalité (7) entraine

2° Si I'on a l'inégalité (7), on a, a fortiori,
Ml(l'o) > Y oo,

Nous supposerons que A soit assez grand pour que 'on ait

1
7V Mi(ro) 714 ) alo
(8) S in > 5 <in > 20logp loglog p,.

3¢ Enfin, nous assujettirons & a étre supérieur i 10 et i salis-
faire 4 la eondition

(9) Vo> 2l F(0)].

9. Cela posé, considérons la fonction G, (x). Nous savons que,

dans un cercle I'; de centre z, et de rayon supérieur a Z—p,, la

somme I, (|z|) des modules des termes de cette fonction est
inférieure & 10logwloglogy,. Je vais montrer que nous serions
en présence d’une contradiction si nous admettions que p, est
supérieur au nombre positif A déterminé au n* 8.

En effet, nous avons vu que G,(z) se développe, a lintéricur
de T, sous la forme

c—i—c,(z—-a?o)+...,
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|cy| élant supérieur & l—:—;;l, c’est-a-dire, d’aprés (6) et (g), a
M, —
— [M} = M, (ro)]
alwoli-r:

On en conclura que I'on a, pour les points 2’ de I, voisins du
contour de ce cercle,
- M,
My( ') > 28 ———.

8 al|z|4n

Or, on a

o

o

1= =
l VM, (r0)

On aura, dés lors, en vertu de I'inégalité (8) :

>|zo| M,

/M,

Ma(lal) > FEIL

> 20log i, loglogu,.
Or, par hypothése, I, reste inféricar & 1ologu, loglogy, dans
le cercle I'y; done I'inégalité (7) conduit & une contradiction.

C. Q. F. D.

10. Ainsi se trouve démontré le théoréme que j'ai annoncé.
Résumons, en eflet, pour plus de clarté, les résultats acquis aux
n* 6-9. Nous avons considéré la fonction IF, () dans un cercle G
de rayon R dans lequel, par hypdlhése, elle ne prend aucune des
valeurs k;;j du Tableau 1, et nous avons appelé M, (r) le module
maximum (pour |z|=r) de F,(z) dans ce cercle. Nous avons
ensuite supposé que I'on ait I'inégalité (7), laquelle résulte par
a fortiort de U'inégalité

(10) M, (%‘) > a,

ol & est un nombre fixe qui ne dépend que de F, (o), el cette
hypothése nous a conduits & une contradiction. Nous en concluons
que l’inégalité (10) ne saurait avoir lieu.

Revenant maintenant a la fonction F (z) qui ne prend dans C
ni la valeur o, nila valeur 1, et appelant M (7)) son module maxi-
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mum pour (z|<r, nous pouvons affirmer que l’on a

() <o

oy étant un nombre qui ne dépend que de F (o), ’est-a-dire
du coefficient a,.

11. De cette proposition on déduit immédiatement le théo-
réme de M. Landau. Considérons en effet la fonction

(n F(z)=ay+a 1+ asz?+...,

les deux premiers coefficients étant fixes et les coefficients suivants
variables. D’aprés le lemme I, si R’ est un nombre positif quel-
conque, on aura en certains points de la circonférence de rayon

! 1 .
N (s + rmicm) ¢
10| F(x)llog|F(z)| >|as| + |a;| R

On peut donc évidemment déterminer un nombre R, fonction
3R
5
rieur & Jo,, par suite tel que F(x) prenne stirement 'une des
valeurs o ou 1 dans le cercle de rayon R.

Nous sommes d’ailleurs en mesure de varier 'énoncé du théo-
réme en prenant pour coefficients fixes, outre a,, un ou plusieurs
coefficients de (1) autres que a@,. Quels que soient les invariants
choisis, il existera toujours un cercle ne dépendant que de ces
invariants dans lequel F(x) prendra sirement 'une des va-
leurs o, 1. )

des seuls coeflicients a, et a,, tel que le module M ( ) soit supé-

12. Une autre conséquence du résultat que nous avons élabli
sera la suivante, relative a la convergence du développement de
F(z) dans le cercle C.

D’aprés le lemme II, si A est un nombre infériear a 1, on peut
déterminer un entier m tel que I'on ait pour

3 1
lz] < TR<I~ logwtuf)




I'inégalité
(12) | @ | 4+ | @ppag @ | 4. < ey,

¢ étant un nombre arbitrairement petit assigné a I'avance. D’ail-
leurs, ici comme plus haut, on peut remplacer le coefficient numé-

rique % par un nombre quelconque inférieur a 1.

En d’autres termes, soit un cercle C de rayon R dans lequel la
fonction holomorphe F(z) ne prend pas les valeurs o et 1, et
soit C/ un cercle concentrique a C ayant pour rayon

MR (1 — Eg_:ﬂ;) (N < 1, Joy fonction de @, exclusivement).

1l existe un entier mn, dépendant exclusivement du coeffi-
cient ay, tel que Uon ait dans le cercle C' U'inégalité (12). —
Quels que soient les coefficients a,, a,, ... la partie principale de
la’ valeur de F(z) cn un point quelconque de C’ est déterminée
par un nombre de termes du développement (1) qui est au plus
égal & m, m étant fonclion de a, seulement.

13. J'observe, en terminant, que le mode de démonstration
employé plus haut conduit & une généralisation du théoréme qui
fait I'objet de cette Note.

Imaginons que, dans un cercle C, une fonction holomorphe
F(z) ne prenne qu'un nombre fini p de lois les valeurs o et 1. On
pourra déterminer a l'intérieur de C un cercle T de centre Z,, Ol
F(z) ne prendra aucune des valeurs du Tableau I et ol I'on aura
Pinégalité (6) : la limite inférieure du rayon de T sera d’ailleurs
d’aatant plus grande que p sera plus petit. On en conclura que

3R [ . . . .
M (T) est nécessairement inférieur & un certain nombre o ,

fonction de a, et de p exclusivement.



