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NOTE AU SUJET DU FROTTEMENT DE GLISSEMENT;

Par M. le Comte DE SPARRE.

Bien que j^aie déjà eu occasion d'aborder plusieurs fois ce sujet
et, en dernier lieu, dans la Note sur le valet de menuisier, que
j'ai publiée dernièrement dans le Bulletin, je crois qu'il ne sera
pas sans intérêt d'y revenir de nouveau, doutant plus que M. Pain-
levé, postérieurement à la rédaction de la Note dont je viens de
parler, a fait, à PAcadémie des Sciences, deux Communications
sur ce sujet , le 21 août et le 20 octobre de l'année dernière.

Je rappelle que Pon a toujours admis que si deux corps, qui
d'abord Savaient aucune tendance à se déplacer Pun par rapport
à Paulre, tendent ensuite à prendre un mouvement relatif, le coef-
ficient de frottement croît de zéro à sa valeur/, relative au mou-
vement, à moins qu'il ne se trouve une valeur / de ce coefficient
plus petite que/*, pour laquelle la force de frottement fait équilibre
à la composante tangentielle des forces qui sollicitent le corps,
auquel cas le glissement ne se produit pas.

M. Lecornu admet, d'une façon semblable, que lorsque deux
corps en mouvement, Pun par rapport à Pautre, sont mis en con-
tact, le coefficient de frottement croît très rapidement de zéro à sa
valeur / pour le mouvement, à moins qu'il ne se trouve une
valeur f <if qui rende les réactions infinies, auquel cas il se pro-
duit une percussion^
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M. Painlevé n'admet pas celte manière de voir et il dit, dans sa
Communication du 20 octobre : « L'assimilation aux lois du frotte-
ment au repos n'est pas sérieuse et l'hypothèse, d'après laquelle
F . . .^ (1) partirait d'une valeur supérieure à y me paraît aussi vraisem-

ï7
blable que l'hypothèse d'après laquelle -^ part de zéro. »

Je crois que M. Painlevé n'a pu formuler cette opinion que
parce qu'il n'a pas tenu suffisamment compte de la cause à laquelle
on attribue le frottement.

Pour le faire voir, je citerai un passage du Traité de Mécanique
générale de Resal (2) : « II résulte de la déformation des corps en
contact que la résultante des actions mutuelles, de la part de l'un
sur l'autre, n'est pas normale à leur surface, ou qu'elle est la résul-
tante d'une composante normale et d'une composante langen-
tielle. »

Cette citation montre que, à l'époque où Resal écrivit ces lignes,
on attribuait la force de frottement F à la déformation des corps
en contact.

Cette force de frottement ne se manifestera par suite que lorsque
la déforma lion se sera déjà produite. 11 y aura donc une première
période, au moment où les deux corps sont mis en contact, pen-
dant laquelle leur compression réciproque produira la déforma-
tion des parties en contact, période pendant laquelle la force de
frottement, d'abord nulle, tant qu'il n'y a pas de déformation
appréciable, reste plus petite qu'elle ne le sera lorsque la défor-
mation aura acquis sa valeur définitive.

En un mot, l'hypothèse de M. Lecornu, que le coefficient de
frottement part de zéro lorsque deux corps en mouvement Fun
par rapport à l'autre sont mis en contact, revient simplement à
admettre que l'effet ne peut précéder la cause, ce qui paraît
assez rationnel.

On doit remarquer aussi que, pour la même raison, si à un mo-
ment donné la composante normale de la pression mutuelle de
deux corps subit une augmentation brusque, le coefficient de

( 1 ) F désignant la composante tangentielle et N la composante normale de la
réaction.

( 2 ) Tome II, p. 2 (publié en 1874).
xxxiv. 8
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froltemeni commencera par décroître (Tune façon plus ou moins

Fconsidérable, puisque, dans le rapport ^? la composante nor-
male N a augmenté, tandis que la force de frottement F, résultat
de la déformîilion mutuelle des deux corps, ne prendra son aug-
mentation correspondante que lorsque l'accroissement de défor-
mation (qui ne suit pas d'une façon instantanée l'augmentation
de N) se sera lui-même produit.

Il résulte aussi de là que, si deux corps ont un simple contact
géométrique, la force de frottement est nulle, puisqu'il n'y a
aucune déformation des parties en contact; c'est là d'ailleurs un
fai t qui a toujours été admis dans les questions de frottement.

Ceci dit, je reviens aux exemples donnés par M. Painlevé dans
ses dernières Communications. Soit d'abord l'exemple de M. Chau-
mat cité dans la Communication du 21 août, qui a t rai ta l'indéter-
mination. Une roue homogène pesante glisse avec frottement (dans
un plan vertical) sur une droite fixe horizontale Ox et glisse sans
frottement sur une deuxième droite descendante OÇ, elle peut se
soulever au-dessus de OS; et descendre au-dessous de Ox. Soient^
le coefficient de frottement de la roue sur Ox, a l'angle xO^y /• le
rayon de la roue; nous supposons tango <^ f,

On peut supposer d'abord que, la roue reposant sur 0$, on
Famène à avoir en B avec Ox un simple contact géométrique ; dans
ce cas, si l'on abandonne ensuite la roue à elle-même, en lui appli-
quant un couple N de sens x0^, le contact en B étant un simple
contact géométrique, il n'y a pas de frottement en B à l'instant initial
et le mouvement se fait, par suite, comme si la droite Ox n'existait
pas, puisque le déplacement subséquent éloigne la roue de Ox.



— 111 —

II est à remarquer, d'ailleurs, que l'on arrive absolument au
même résultat et sans la moindre ambiguïté également, si Fon
suppose qu'on ait produit un serrage préalable de la roue entre Ox
et OÇ, au mojen d'une' force h appliquée au centre c de la roue
et faisant un angle \ avec l'horizon.

Supposons que, après avoir produit le serrage au moyen de la
force A, on applique le couple N en maintenant la force A.

Soient P la réaction de 0 S en A, P' la composante normale de la
réaction de Ox en B, la composante tangentielle étant Py, si le
mouvement se produit et V f1 avec f </ si le mouvement ne se
produit pas.

Il est facile de voir que c'est toujours ce dernier cas qui aura
lieu; en effet, pour qu'il en soit ainsi, on a les conditions

P s i n a - — P y — / i c o s X = = o (1),
mg -4- P' — P cos a — h sin X == o,

p ' /^_N=o,
/'</.

On tire de là
7i(cosX -+- f s inX) — n^gf

cosa( langa — f )(i) P = =

cos(X — a)^ ——————— — jnff tanga
(.) P ' = cosa

tanga—/'
N— tangx

(3) f1-- N , cos(X — a)— + h —————'- —^mg tan^ar cosa ° °
d'où l'on déduit

, cos(X — a)/i ——i————i — YU s tangacos y. o o
(4) tanga-/-=^ ^_^————————tanga.

7-+-A—cosa-"m^tanga

D'ailleurs, puisque nous supposons qu'il j a serrage initial
(avant qu'on ait appliqué le couple N), P' doit être positif pour
f'= o, ce qui exige

, cos(X — a)(5) h——^—--mff tanga >o

( 1 ) m étant la masse de la roue et r son rayon.
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et, cette condition étant remplie (4), fait voir que l'on a

/'<tanga</,

le mouvement ne se produit donc pas, quelque grand que soit N.
De plus, la condition (5) peut s'écrire

h COSA — (mg -— h sin A) tanga > o

et, comme
/ '<tanga,

on en conclut
h cos A — ( mg — h sin A ) f > o,

ce qui fait voir que P est toujours positif.
Si maintenant on fait décroître A, P' décroîtra et il deviendra

nul pour la valeur
mg sin a

ri == ———7^————r»cos(À — a)

valeur pour laquelle P est encore positif; car on a, pour cette
valeur,

/^(cosX+/'sinX)-^/ /==w^xcosa(tansa-/ /)>o.
OUS^A —• 01 i

Donc, à ce moment, la pression en B deviendra nulle et, par
suite, le frottement disparaîtra.

Le mouvement se fera donc à partir de cet instant, comme si 0 x
n'existait pas; c'est, en particulier, ce qui arrivera lorsque h
devenant nul ou sera ramené au problème de M. Chaumat.

On voit que, même avec un serrage initial, aussi bien que lors-
qu'il n'y en a pas, la théorie classique du frottement permet
de résoudre le problème sans aucune ambiguïté et sans qu'il soit
nécessaire d'ajouter quoi que ce soit à cette théorie.

Considérons maintenant l'autre problème envisagé par M. Pain-
levé dans sa Communication du 21 août :

Une lige rigide AB a son extrémité qui glisse avec frottement
(dans un plan vertical) sur une droite fixe 0*r, en supposant le
point A compris entre deux lignes infiniment rapprochées O'x et
Q{X^ de façon que, lorsqu'il touche l'une de ces lignes, il ne
touche pas l'autre, mais en est infiniment rapproché.

Je suppose, de plus, que les forces se réduisent à la pesanteur
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et à deux forces horizontales : Pu ne X appliquée au centre de gra-
vité G et Fautre h appliquée en A.

Soient m la masse de la tige, mk2 son moment d^inertie par
rapport au centre de gravité, / la distance AG, 9 Fangle de AB
avec O.r, Ra; et Ry les composantes de la réaction en A. Les équa-
tions du mouvement par rapport au centre de gravité donneront,
en désignant par x^ et y\ les coordonnées de ce point,

dïx^ -n . ï. . v771-^- ==R^,4-À+X,

(i) w-^î. ==R^4-w^,

^1A
w A : » , - = ^[(R.».-4-A)sine—R^cosei;

d'ailleurs, comme

x\ = x -t- l cosô, ^t^lsm^^

les deux premières équations précédentes deviennent (1)

(2)
^—/e'sme—/e'«cose= Rd:4-A-:ï-x>

m m

/61rcose-/e'îsme== Ry 4-^.

Fig. 2.

Si alors on remplace dans la dernière des équations (i) Ra? et By
par leur valeur déduite de (a), on aura

(3)
kî e' = x" sine — /e"-h g- cose — — sine./ m

( l) En écrivant, pour simplifier récriture, *r", 6', 9" à la place de -.77» -y,» -çp"



Posons maintenant

(4) ^-^ ( 1 ) -/à

on aura
Y

(5) •2^6" == .r^sinO -4- ̂  cos6 — — s i n 6 .
771

Si l'on remplace alors V par sa valeur déduite de (5), dans les
équations (2), nous aurons

(6)
( (^—--)(2^-sin29)—^sinecosO—2^Z6'2cose== t i^-4-2u-^,; \ m/ m ' m

{yff~•^} coso smo + S cos26 — 2 (A/e'2 sin 0 == 2 t JRy + ^ ̂ ^.

Si l^on pose alors

(7) R^-e/^.

on déduira des équations (6)

l X '2J^4-^[ s inecose+s/ /(2( JL--cos2e)]4-2^/e /2(cose-^-£/ /sin6)
1 X " == — -+- —————————————————————-———^________________________

^. ] m ^ ~ sinSO-^s/' s in6cos6 )

^ A
^ — s i n O c o s e — ( - 2 . u L — i ) f ^ 4 - / ô ^ s i n O )

JL
m 'î [f. — sin2 6 -r- £/' sin 6 cos 6

Le signe de £ devant être choisi de façon que

(9) £.y'R^>o,

condition qui, si x'= o, doit être remplacée par la suivante

(9') o^R^o.

Si l'on fait
X = o, {JL = î, 'il -= y\

on retombe sur le problème que j'avais examiné dans ma Commu-
nication du 3i juillet, et si l'on fait, au lieu de cela, h = o sur

( ' ) Comme Â'2^ l'1, on aura

;^s«.
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celui envisagé par M. Painlevé dans sa Communication du 21 août.
On voit que ces problèmes sont complètement différents et que
l'on ne saurait, comme le fait M. Painlevé, comparer leurs discus-
sions, d'autant plus qiie les conclusions en sont, dans certains cas,
absolument contradictoires. Ainsi, dans le problème de M. Paîn-
levé, il peut y avoir, comme nous le verrons, arc-boutement, pour
le mouvement à partir du repos, tandis que ce cas ne peut jamais
se présenter pour le problème que j'ai considéré (1) .

Pour en revenir au problème envisagé par M. Painlevé, dans sa
Communication du 21 août, il insiste sur le cas où le système part
du repos.

Nous supposons toujours

TC . a p i — s i i ^ O
o < e < ^ , /> ^ecose •

Puisque le système part du repos, // croît à partir de zéro; Or,
pour/^ o, les formules (8), où l'on doit faire h = o, donnent, si
X > o, x'^ o, Ry< o et l'on doit prendre s = — i , mais alors x"
devient nul pour

. . , ^-^O)-^-"^ ,,.-^o
(IO) f = X . ,. ~————— - - , < sin0c.,s() <•f ( ) -

— sinO cosO -+• g^'i \3. — cos^O)

on voit donc que, quelque grand que soit X, du moment qu'il est
positif, il y a un seul mouvement possible, celui on A est fixe.
Dans ce cas, d'ailleurs, Ry< o et le point A presse sur le guide
inférieur (3).

( 1 ) M. Painlevé n'avait donc pas besoin de dire que je me trompais si je croyais
avoir ajouté quoi que ce soit à la discussion d'un problème que j e n'ai pas traite.

(2) On a, en effet,

||(^-sin^)-^sinecose ^ _ ̂

X ,„ sinôcosO—.sinô cos 6+^(2 (A—cos2 6)

^g^t1—1)

sin6 cos6 — sinô cos 9 + ̂ (2?- — cos^)

(3) On voit que le seul mouvement acceptable est différent des trois indiqués
comme possibles par M. Painlevé dans sa Communication du 21 août.
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Ce qui précède fait d'ailleurs voir, comme je Pai dit, que le pro-

blème de M. Painlevé, où h == o, est absolument différent de celui
que j'avais examiné dans ma Communication du 31 juillet, puisque
dans le mien il n'y avait jamais arc-boutement et que, dans celui
de M. Painlevé, il y a arc-boutement dès que X > o.

Supposons maintenant X négatif et posons

X===—Xi.

nous aurons, en prenant toujours

h == e; = o,
^^_Xi sinQ cosO -4- 5/^2 fx — cos'Q)

m ° 2(A—sm26-»-e/ 'sin6cose 9

^y =—0.______a^i—i_____
m ^^—smïe-hÊ/'smecose'

On est alors conduit à distinguer deux cas :

n X i _ X sin6cos6
m g ~~ m g î^— sil^O'

Dans ce cas, pour /'^ o, on a

.p'lr>o, Ry<o
et il faut prendre

alors x'1 deviendra nul pour
Y

^s inOcosO— —(20—8^0)
/ / yyi ..

^—————————^——————</.
^ ( 2 { A —cos^)— —IginO cosOm

Donc, dans ce cas, il y a un seul mouvement possible, celui
où A reste fixe et presse sur le guide inférieur (1),

2° -^1-—|_?L|^ sin6cos9
m^ \^S\ 2{ji—sin28

( 1 ) On a, en effet,
By<o,car, )

2 y. - sin^e - /' sine cos6 ̂  ^^(a^-i) ^ ̂
^(2(i— cos^) — —isinâcosO

m
puisque

^tx-co^e)-^ sine coso^îi^i^-r^^o.
w 0 2{ jL— sin'O



- 117 -
Dans ce cas, poury'== o, on a

.r^o, Ry<o ,
il faut donc prendre

e ==-h i .

Lorsque f1 croîtra ensuite de o à y, Ry conserve le signe —
puisque e ==+ i, et le point A appuie toujours sur le guide infé-
rieur. Ce cas se subdivisera toutefois en deux :

sinOcosQ Xi sin6 cosO -\-f(î\j.—cos'O)
Ï[JL—sil^ô rng^ api—sil^O -t-/sin6 eus 6

dans ce cas ^ devient nul pour la valeur
•V

- * (a(Ji — sin2 6) — g sin6 cos9

/'-m—————^———<f o;
^(ap i—cos l 0)— —^sinOcosô

donc dans ce cas le point A reste fixe.

Xj sinO cos6-+-y(2(JL—cos^)
mg ïy.—sinïQ-+-ysin6 cosO

dans ce cas aJ/ est encore négatif pour f'= f et, par suite, le glis-
sement se fait dans le sens négatif, le point A appuyant sur le
guide inférieur.

On voit que la théorie classique du frottement permet de ré-
soudre ce problème dans tous les cas sans aucune ambiguïté, et
en appliquant celle théorie ainsi qu'on Fa toujours fait.

Il résulte toutefois de la discussion qui précède que les conclu-
sions de la discussion du problème de M. Painlevé donné dans sa
Communication du 21 août (2) sont fausses, puisque dans le cas
sur lequel il appelle l'attention :

«/ — Y ̂  f(ïy•~ cosî Q ) — sin 0 cos 6
Oo-o, A> /sinecos6—2{ji-+-sin26 'XQ == On = 0

( * ) On a d'ailleurs en verta de (n)

X) 2 ;J. — COS2 9

m g sin6 cos 6

(2) Comptes rendus, p. 4°î-
XXXIV. 8<
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il n'j a qu'un seul mouvement possible et qui est différent des
trois indiqués comme possibles par M. Painlevé.

Considérons maintenant le problème de M. Chaumafc condui-
sant, suivant M. Painlevé, à une impossibilité.

Soient Ox et Qy deux demi-droites fixes d'un plan vertical, la
première horizontale, l'autre oblique, dirigée au-dessus de Ox et
faisant avec Ox un angle aigu a. Une roue homogène pesante, de
masse m, située dans l'angle xOy, glisse avec frottement sur la
droite Ox^ au-dessus de laquelle elle peut se soulever, et sans
frottement le long de la droite Oy, dont elle peut s'écarter dans
le sens Ox. La roue est abandonnée à l'instant t= o, avec une
vitesse initiale de rotation (OQ, de sens x0y^ son centre étant
immobile.

M. Painlevé suppose les conditions initiales réalisées de la façon
suivante : la roue est maintenue en contact géométrique avec Ox
et Oy par une force verticale h = mg appliquée en son centre
qu'on fait ensuite tendre vers zéro d'une façon aussi lente que l'on
voudra.

On suppose
/>tanga.

Soit P la composante normale de la réaction de 0«r, P' la réac-
tion normale de Oy,

Fi§. 3.

Tant que l'on a h = mg'^ la roue ne frottant pas sur Oy et le
contact en B avec Ox étant un simple contact géométrique, il n'y
a pas de frottement et la rotation de la roue se continue indéfini-



- 119 -
ment; mais, dès que h <; mg, quelque faible que soit la différence
et dès que la roue sera en prise avec Ox^ le coefficient/de frotte-
ment croîtra, non de zéro à/, mais de zéro à

/'=langa,

valeur pour laquelle P deviendra inf in i et produira par suite une
percussion qui arrêtera la roue. On a, en effet, en négligeant le
déplacement du centre de la roue,

P' sin a — P f = o,
P -t- h — P' cosa — msr == o,

d\)ù

P == mg — A
i —f cota

et P et par suite aussi Pf deviennent inf in is poury /= tanga.
Il n'y a d'ailleurs là rien que d'absolument rationnel, car, dès que

le frottement entre en jeu et si faible que soit la pression verticale
de la roue sur Ox (du moment qu'elle est suffisante pour mettre
la roue en prise avec Ox)^ l'adhérence tend à entraîner la roue dans
le sens des x négatifs et celle-ci venant se coincer entre les deux
droites Oy et Ox les pressions de ces deux droites croissent au
delà de toutes l imites si Pou suppose la roue et les droites incom-
pressibles et la percussion P /où P est inf inie arrête la roue.

On doit remarquer que la lenteur plus ou moins grande avec
laquelle on fait décroître h à partir de m g ne cliange absolument
rien au résultat final, et ne fa i t pas que le phénomène ne se passe
pas toujours dans un temps très court. (Nous calculerons plus
loin ce temps en tenant compte de la compressibilité de la roue et
constaterons qu'il est toujours très petit.)

La percussion se produit dès que, la roue étant en prise avec 0*r,
le frottement entre en jeu, car le coincement de la roue entre Ox
et Oy fait croître P et P' au delà de toutes l imites et la valeur plus
ou moins grande de la force mg— h est alors absolument négli-
geable devant P.

Il y a là un phénomène semblable à celui qui se produirait si
clans un encliquelage Dobo ( ' ) on soulevait très légèrement au

( !) Voir, au sujet de la théorie de cet encliquetage, le Traité de Mécanique de
Bour.
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moyen de fils les ailes articulées, de façon qu'elles ne puissent être
en contact avec la roue folle, celle-ci pourrait alors tourner dans les
deux sens sans entraîner l'arbre ; mais, si on relâche les fils, dès que
les ailes seront en prise avec la circonférence de la roue, celle-ci
entraînera l'arbre, ou s'arrêtera subitement si celui-ci est fixe. Il
est bien certain que la manière plus ou moins lente avec laquelle
on lâchera les fils n'aura pas d'influence appréciable sur le phéno-
mène : dès que les ailes sont en prise avec la roue, celle-ci devient
solidaire de l'arbre.

Je crois inutile de revenir sur le second problème, pour le cas
de l'impossibilité, car je devrais reproduire, à peu de chose près,
ce que j'ai dit dans ma Communication du 3i ju i l le t , mais il ne
sera peut-être pas inutile de répondre à certaines objections pour
ce dernier problème, comme pour celui de M. Chaumat que nous
venons d'examiner.

Il est certain que dans la nature il n'y a pas de forces infinies et
par suite pas de percussions, mais il ne faut pas oublier que ce que
l'on demande à la Mécanique appliquée, dans le domaine de
laquelle se trouve la théorie du frottement, c'est, non de nous
donner la représentation rigoureuse des phénomènes, mais bien
de nous en fournir une image assez approchée pour que nous
puissions nous en servir pour prévoir les résultats f inaux.

Or, s'il n'y a pas de forces infinies, il peut dans certains cas en
intervenir d'assez grandes et dont la durée d'action est assez
faible, pour que les résultats finaux provenant de leurintervention
soient dans les limites d'approximation dont nous avons besoin,
les mêmes que si on les remplaçait par des percussions.

Dans le cas qui nous occupe, ni la réaction, ni la force de frot-
tement ne deviennent infinies, mais elles deviennent, pendant une
certaine période très courte, assez grandes pour que, si l'on n'a en
vue que ce qui se passe après cette période^ on puisse les remplacer
par des percussions.

Il est bien certain d'ailleurs que l'introduction d'une percussion
produit une discontinuité dans la suite des phénomènes, mais
cette discontinuité n'existe pas réellement, c'est nous qui l'intro-
duisons pour la facilité de nos calculs.

Il arrive d'ailleurs aussi que nous introduisons nous-mêmes
dans certains cas des percussions dans nos problèmes, sans y
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faire attention, c'est lorsqu'il s'agit de systèmes à liaisons pour
lesquels l'hypothèse de la rigidité absolue que l'on suppose à ces
liaisons exige que l'on suppose également infinies les pressions ou
tensions qu'elles supportent, et c'est précisément ce qui a lieu
dans les deux problèmes que M. Painlevé considère dans sa Com-
municat ion du 2 octobre.

Pour le faire voir nous allons reprendre ces deux problèmes en
in t roduisan t les forces de liaisons, ce qui nous ramènera d'ail-
leurs à la seconde explication donnée par M. Lecornu dans sa
Communication du 6 mars. Prenons d'abord le problème de
M. Chaumat que nous venons d'examiner.

Fig. 4

Nous supposons que la roue est d'abord maintenue en contact
géométrique avec 0$ et 0-^ par une force verticale mh == mg (1)
qu'on fait ensuite tendre vers zéro. Nous rapportons le mouvement
à un système d'axes rectangulaires C^xy passant par la position
initiale du centre de la roue; lorsque le centre de la roue sera venu
en C, par suite du coincement de celte roue entre OC et OTQ, elle
se sera rapprochée de OÇ d'une quantité y et de Or\ d'une quan-
tité .rsin a--y cos a; la composante normale? de la réaction deOÇ
sur la roue est une fonction de y et la pression P' de Q\ une

( r) Je désigne cette force ici par mh au lieu de h pour simplifier l'écriture.
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fonction de .rsina—ycosa; on peut même, tout au moins dans

une première approximation, supposer P et P7 proportionnels à

ces quantités. On aura alors

P=m^y,

P'== m^ix sina—y cosa) (1) .

On aura alors pour les équations du mouvement de la roue

m-^=P/—P'sina,

<r/2 r
m -. == mg — mh -t- P' cosa — P,

I^=-P/(R-^.

En remplaçant P et P' par leurs valeurs les deux premières

deviennent

•^2- = {^/ .y—{^( . ra ina—y cosa) sina,

(Jîy

-T— == ̂  — h -4- ̂ (.r sina — y cosa) cosa — t^y.

Multiplions la première par le facteur \ et ajoutons-la à la
seconde; nous aurons

^q.r-^-y)
dtï

== ^—-A-+- ^(sinacosa—Xsii^a)^-!- {J l 2 (X/+Xsina cusa--I—cos2a)y.

Nous poserons alors

sin a cosa — X sin^a X / 4-^ sina c o s a — î — c a s 2 a—————^—————— = -————————^————————— == À-,

d\)ù Fon déduit

^(sin2» -h k) — sina cosa == o,

^(/ + slna cosa )—î—/• :—cos2a==:o .

( 1 ) On aurait pu, si l'on avait voulu tenir compte non seulement de la com-
pression de la roue mais aussi de celle des deux droites 0$ et OT(, prendre
pour les deux coefficients de proportionnalité des valeurs différentes, si l'élas-
ticité des deux droites n'était pas la même, mais cela changerait peu de chose.
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On a donc pour déterminer k Inéquation

(sin'a 4- k) (i -4- k -(- cosîa) — sina cosa(/ 4- sina cosa) = o,

où
/c2 -4- 2 k -+- sin2 a — / sin a cos a = o

ou
À'2-4- ik— sina cosa(/— tanga) == o,

puisque nous supposons f > tanga, les racines sont de signes con-
traires.

Si Pon prend pour k Fune des racines de celte équation et
pour 5, la valeur correspondante, on aura

^J^^-A^a.+r).

Nous supposons h=g pour t=o et décroissant à partir de
cette valeur nous pourrons donc prendre

h = g — nt.

Notre équation devient alors

rf«a^)^^^_^

nous aurons alors comme intégrale particulière

. ntA. r4 - r==—- —T*- ^-k

Prenons d'abord pour k la racine positive que je désigne par ci2

et soit ^i la valeur correspondante de 5^, on aura

), ia?-i-y=— nt ^-Ae^^+Be-^S' ^a'2

et, comme pour t = o
dx dyx-y-^ -dï^it^0-

on aura
A -h B === o,

4- { A Œ ( A — B) == 0,
[j.2 a2
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d'où

A = — — — = - B .a (A3 a3

Prenons ensuite pour k la racine négative que je désigne par — b2

et, si ^2 est 181 valeur correspondante de X, on aura

\^x -+-y == . -+- G cos[s.bt -+- D sîn y.bt^

et les conditions initiales donneront

C =o,

'^^D^l}=o'

On a donc en définitive
n fe^—e-^t \

(lî) ^i.r-4- y= —— { ————— — % n ,v / - 9.^ a2 \ y.a / î

, - . , n / sinuiôA
(.3) ^+y=^^--^-Y

Ces.valeurs font voir que, quelque petit que soit n, comme ui
est très grand, x et y, et par suite aussi P et P', croîtront très
rapidement.

Mais le mouvement de rotation de la roue est fourni par Féqua-
tion

(14) 1^? ==- P/R=-/m^Ry,

car Fon peut négliger y devant R, et, comme (*)o est positif,
»A

,- s'annulera très rapidement et doutant plus rapidement que y.
sera plus grand, c'est-à-dire que la roue et les droites sur les-
quelles elle s^appuie seront plus raides.

SiFon supposait ces droites et la roue incompressibles, on serait
conduit à supposer y. infini, et par suite P également infini, ce qui
entraînerait une percussion arrêtant la roue dans un temps infini-
ment petit.

M. Painlevé a fait, au sujet du résultat analogue obtenu par
M. Lecornu dans sa Communication du 6 mars, Fobjection sui-

vante. Il résulte des formules écrites plus haut que — et -r croissent
uC ut
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avec (A et que par suite la roue se comprime d'autant plus vile
qu'elle est plu s raid e, et il semblait y voir une contradiction. Il y a
là, au contraire, un résultat qui s'explique très bien.

En effet, plus la roue sera raide, plus, si l'adhérence est suffi-
sante, les pressions P et P' croîtront rapidement, et l'on conçoit
qu'il puisse en résulter aussi une croissance plus rapide de x et
dey.

Il est facile toutefois de voir que les valeurs finales de x et y
décroissent lorsque y. croît.

En effet, si (JL est très .grand, ainsi que nous le supposons, on
peut réduire les formules (12) et ( i3 )aux suivantes, au moins
comme première approximation :

Xi.r-4-r== —^—el^,
- î^a4 '

d'où l'on déduit
^î.p+y= o,

_ ^ ne^
2^3a3(X,-XO

Mais
\ — 1 •>• ^'i4" cos^a

1 f -\- sina cosa ?

. i-+-Â"î-(-cos2 a ^/i-4-/tanga—cosa\ == ——1———— === — cosa -———-°————— ï
/-hsinacosa /+sina cosa

. , A'i-—/»"2 _ 2 cosa /i -t-yianga
1 2 y - h sina cosa y-h&ioaco&a

donc
^/i-+-/tanga—co^a ne\Lat __ ne^1

y ^ ̂ ^T^TÏaïg^ ~^ ~~ q~^f

en posant
y/i -4-/tanga—cosa

4/i-+-/tanga

( i4) donnera donc
, ^Ô ^ e^[ -,— == — m/Rûr/i —- ?
dt2 J - y.a3

d'où
- û?e „., eV-^I — == (x)o— mfRqn-' d t ' ~ . v ^ ' ^a*

On en conclura pour la valeur ^ de ^ pour laquelle la roue
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s'arrête

d'où

<?p î = ^a^iûo
m/ R ̂ /i3

^ == -2- L ^2a4fa)o

IJLO mfRc/n9

valeur qui, quel que soil TÎ, tend vers zéro lorsque ui croît indéfini-
ment, et est très petite pour de grandes valeurs de a (1).

De plus, on aura pour la valeur finale y < dey

y\-== qneV^^ aa)o
^a^ ^/R(JL

valeur d'autant plus petite que [A est plus grand et qui s'annule
pour (JL infini.

On voit donc que, si la roue se comprime d'autant pins vite
qu'elle est plus raide, sa compression finale est en raison inverse
de sa raideur, résultat absolument rationnel.

Considérons maintenant le second problème envisagé par
M. Painlevé en nous bornant au cas le plus simple, celui traité
par M. Appell dans son Traité de Mécanique.

Fig. 5.

Considérons donc deux points matériels A et B de même masse
égale à i et reliés par une tige dont la masse est négligeable par
rapport à celle de A et de B.

(1) Ce qui montre bien que, contrairement à ce que dit M. Painlevé dans sa
Communication du 2 octobre, l'arrêt de la roue se fait dans un temps très courr,
quelque petit que soit n.
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Soit /• == AB, nous supposerons la tension T de AB proportion-
nelle à l'allongement, de sorte que nous aurons

T== ^(r—rQ).

La tige se meut dans le plan vertical xQy et est soumise à la seule
pesanteur (1).

Soient a? l'abscisse de A, S et y les coordonnées de B. Les équa-
tions du mouvement des deux points A et B nous donneront

a?"=== R;c+Tcos6,

Ry -+- T sin 6 -+- g === o,

^===—Tcos6,

y==^-TsinO,

où R;c et Ry sont les composantes de la réaction de Ox.
D'ailleurs, les relations

ç === x -h r cos 0, y === r sin 6

donnent

^^4-^cosO— ar'O'sinO — rO^inO— /-O^cosO,

y= /^sinO •+- ar'ô'sinO-»- r6"cos0— r0'2sin0.

On a donc pour les équations du mouvement

^= R.,,4- ^(r— ro)cos0,

Ï{y -4- g -+- {ji2 ( r—7*0) sin 6=0,

a^-t- r^cosô — i r'Q' sin 6 — /-ô^sin 6 — rO^cosO + ̂ (r —/ lo)cos0 = o,

r^sîn 0 -i- «î/''6'cos 6 -»- /'O^cosO — rô^sin 6 — ̂ 4- ^(r—-ro) sin 6 = o.

Si le point A se déplace, on aura, de plus,

R;r==—-e/Ry, ea' 'Ry>o,
où

e = = ± i .

(l) II est, en effet, mutile de supposer une force horizontale appliquée en A
pour réaliser les conditions initiales, car, du moment que l'on introduit une ten-
sion proportionnelle à l'allongement, il n'y aura aucune impossibilité même
apparente.
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On rféduit alors des équations précédentes

R.^—^—^^—^Osinô,

•rfr=e/[^-^- ^2(^—^o)sine]-4-^A t(r—7•o)cose,
7^= r6'2-h^(sine—e/cose)(A»—(r—ro)(e/sin6cos94-i4- cos'ô),

re^ [^-t-pH(r--ro)sm6](cpsO-+-e/ sinO)-- i r ' W .

Il n'y a plus ici, quelles que soient les conditions initiales,
aucune impossibilité, même apparente.

Supposons qu'à l'instant initial pour t = o on ait

r == ro, 6ç = o, 3*0 > o, r'Q = o,
on aura

Ry<o,

et par suite on devra prendre

t = = — i ,

elTon devra garder cette valeur tant que a/ et Ry conservent le
même signe.

Nous aurons donc

(i5) r^= re'«-+- ̂ (sinô 4-/COS6) -+- ̂ (r — ro) (/sinû cosO — i —cos^).

Nous supposons
. I-+-cosl6 it/>sïnecose- o < e < , •

Considérons maintenant une période de temps assez courte, à
partir de t = o, pour que nous puissions pendant cette période,
au moins comme première approximation, remplacer 6 par une
valeur moyenne et le traiter comme une constante dans l'équation
précédente; de plus, nous négligerons dans le second membre
de (i5) r'9'2, en vérifiant après coup la légitimité de ces approxi-
mations. Nous aurons alors

7^= À-2 ^î ( r—ro) + ^(sin6 -f/cosO),

où nous avons posé

A:2==/s inôcos6—l—cos ï 6> o.

On lire de là, en tenant compte des conditions initiales,, et
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regardant toujours 9 comme constant,

^^^^n^^^^^^_^^

on a d'ailleurs, puisque e = — i,

x" = — gf— (/sin 6 — cos 6) ̂  ( r — /'o )i

et Fon déduit de la valeur de k2

I-hÂ:2

==ysin 0 — cosO,

=/cos6 4- sin 6,

cos 6

2-4- ̂
sinO

de sorte que Fon peut écrire

r = ̂ + -^——^(elU:^ e -^—2),
2 (JL2 À:2 sin 6 '

'•'-^-^-ï^^-^ '̂--'"-»).2 A:2 sin 6 cos 6

T = ë ̂ ^ (eP-^-4- e-P.^- a),0 îA:2 sinO v /2/:2 sin(

R^-^~^:i^(^+e-^--2).

Si, d^ailleurs, [JL est, ainsi que nous le supposons, très grand, on
pourra se contenter de prendre

,=,,+^_^<^,
2 pi2 k1 sin 6

^ (I4^)(^A:2)
•" ^ a^sinOcose e' î

T=^^±-^-^^^a^sme î

et avec la même approximation ( ' )

r^-^^^^e^.
'ik2cos6

( 1 ) En négligeant toujours les termes qui ne contiennent pas ev-^ en facteur
devant ceux qui le contiennent, on obtient ainsi des valeurs qu'il ne faudrait pas
appliquer pour t = o, mais qui donnent une approximation suffisante dès que /
n'est pas rigoureusement nul.
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Puis

œ'-x'-s (i+^)(^+^> ̂
•r' <? 'aFTsmOcose- '

e-e.=-^^_^^,
2 A:* (J^rcosO

On a alors pour la valeur ^ de t pour laquelle x1 est nul

^ ^ aa-o^pis inecosQ
^ ( I+^X^+Â-») '

(Ton
_ i / îa^o^jAsmôcosO \

""i^ \^TTÏî7(7^^^

valeur très petite puisque y. est très grand. On aura ensuite

6 — e =— ^o81116,0 '" À- (A r *

On voit que cette valeur est très petite et que l'on peut bien,
ainsi que nous l'avons fait, traiter 9 comme constant.

Remarquons, d'ailleurs, que l'on aura pour la valeur de 0' à la
fin de la période que nous considérons

_ ^(l4-Â-«)(2+^) _ .rpSinOPO sir
r

J < — — —————•,~———————-,——— Cr' * — — ——————• •* ï^y.rcosQ

On pourrait faire à ce qui précède l'objection suivante : nous
avons négligé, pour calculer r, r9'2 dans le second membre de
l'expression (i5); or, nous venons de voir que la valeur finale de
cette quantité est /•9^== —°——— et cette quantité n'est pas négli-
geable. Il est toutefois facile de faire voir que dans le second
membre de (i5)

^î-»-^(sine-h/cos9)4- ^ ( r—roX/s inôcose—i—cos 'e ) ,

le premier terme est toujours négligeable par rapport à l'ensemble
des deux autres.

En effet, à l'instant initial, r6'2, qui est nul, est négligeable devant
^(sin8 +/cos9), qui ne l'est pas. Ensuite, dès que t a une valeur
appréciable, on a sensiblement

^,_ ^,-^)(.+^.,
'2 A-3 y. r cos 0 ^

>••(--.)*-t '̂̂
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et, par suite,

^fî ^ ^(I^^)^(^/C2) ^

^A.i(,<-ro) ~" 2Â:<^rcos2e slnuer »

or, ce rapport croît constamment avec t et, à la fin de la période,
pour t=== t^ on aura

/•e^ _ (1+^)^0 sin«e
^^(/•i—ro) " k ^ r 'cosî'

rapport qui est très petit à cause du facteur y. au dénominateur;
nous avons donc pu négliger à bon droit le terme r6'2 dans l'expres-
sion (i5)h On a, d'ailleurs, pour la valeur finale de la tension
pour t= t^

_ T'QkyiCosQ
1 1 - (i+/:«) >

quantité très grande, et qui devient infinie avec [JL, c'est-à-dire si
l'on suppose la tige inextensible.

On voit, par ce qui précède, que, dans ce cas encore, l'étude
plus détaillée du phénomène conduit absolument aux mêmes con-
clusions, pour les résultats finaux, que l'hypothèse de M. Lecornu.
De plus, cette hypothèse me paraît infiniment préférable. En
eiï'et, d'une part, elle est, ainsi que nous l'avons vu, une consé-
quence naturelle de ce qui a toujours été admis comme étant la
cause du frottement, et si, en introduisant des percussions, elle
produit une discontinuité dans les phénomènes, ce fait est, ainsi
que cela ressort des deux problèmes que nous venons d'examiner,
une conséquence naturelle de l'hypothèse de la régidité absolue
des liaisons, hypothèse qui, dans les cas que nous avons considérés,
rend infinis les efforts supportés par ces liaisons.

Sans aucun doute, si l'on tient compte, comme nous l'avons fait,
des tensions élastiques, on peut résoudre, ainsi que nous l'avons
vu (1), les problèmes dont il s'agit sans introduire aucune nouvelle
hypothèse ; mais cela exige, dans chaque cas, une élude particu-
lière et des calculs plus ou moins longs. Au lieu de cela l'hypo-
thèse de M. Lecornu permet de déterminer immédiatement, dans

(l) Et ainsi que M. Lecornu Pavait déjà fait dans sa Communication du 6 mars,
pour un autre cas.
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chaque cas, le mouvement final qui se produit après la mise en
contact des deux corps; or, il est bien certain que ce qui se passe
pendant la période très courte qui suit la mise en contact des corps
présente, en général, peu d'intérêt.

Par exemple, dans le cas du problème de M. Chaumat, elle nous
apprend que la roue s'arrête presque instantanément dès qu'elle
est en prise avec 0*r.

Dans l'autre problème, elle nous apprend que le point A
s'arrête presque instantanément, et, quant à la vitesse du point B,
après l'arrêt de A, elle sera fournie par le théorème des moments
des quantités de mouvement pris par rapport à A qui no'-
donnera (1 )

rx'Q sin6 4- r^ = o,

doù
_ a-oSinO

° i - - — — — — -

C'est le résultat auquel nous étions arrivé par l'autre méthode,
mais beaucoup moins simplement.

En résumé, l'hypothèse de M. Lecornu nous donne une image
des phénomènes, qui, pour le détail de ceux qui se produisent au
moment du contact des corps, peut être moins exacte que celle
que l'on obtient en tenant compte de l'élasticité des liaisons, mais
en revanche elle nous permet de prévoir d'une façon beaucoup
plus simple, et avec une exactitude très suffisante, le résultat final
qui se produit après cette période de mise en contact des corps,
ce qui est le but principal que l'on se propose.

( 1 ) Puisqu'on regarde les phénomènes comme résultant (Tune percussion appli-
quée en A qui réduit ce point au repos, et que la vitesse initiale deBestXy paral-
lèle à 0.2? et la vitesse finale rQ[ perpendiculaire à AB.


