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SUR UNE FAMILLE DENOMBRABLE DE SURFACES HYPERELLIPTIQUES
DU QUATRIEME ORDRE;

Par M. L. Remy.

L’objet de cette Note est de définir et de caractériser une famille
de surfaces hyperelliptiques du quatriéme ordre a quinze points
doubles. Cette famille comprend une infinité dénombrable de sur-
faces, dépendant chacune de trois modules, et elle se trouve liée
a cerlaines équations arithmétiques du type de Pell.

On pourrait définir par le méme procédé des familles de sur-
faces hyperelliptiques du quatriéme ordre a4 un nombre moindre
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de points doubles, également liées a des équations arithmétiques.
Mais il suffira d’éLudier le cas des surfaces a quinze points doubles
qui présente le moins de complexité, pour mettre en évidence le
caractére arithmétique du probléme de la recherche des surfaces
hyperelliptiques du quatriéme ordre.

I

1. Pour définir cette famille, considérons les fonctions théta de
deux variables u, ¢, répondant au tableau de périodes (')

!
(Ta) A
o 1 H G

d’ordre 2 n, de caractéristique nulle, paires, et admettant le point
u =0, v = o pour zéro d’ordre 4p.

En égalant les coordonnées homogénes d'un point z,, ..., z, 4
quatre de ces fonctions 8, ..., 8,, supposées linéairement dis-
tinctes, on obtient une surface algébrique telle qu’entre les points
de cette surface et les couples de points d’une courbe de genre
deuz, il existe une correspondance (1, A).

La surface poss¢de quinze points doubles correspondant aux
demi-périodes autres que u=o0, v =o0. Son degré est égal a la
moitié (2) du nombre des zéros communs a deux des fonctions
considérées ©, non compris le point u =o0, ¢ =o0, c’est-a-dire
3(24 < 2n < 2n — 4p < 4p). Pour que la surface soit du qua-
triéme ordre, il faut donc que les entiers A, n, p vérifient la rela-
tion

(E) An?—ap?=1.

Dans ce cas il existe effectivement quatre fonctions  linéaire-
ment distinctes.

(') Ces fonctions ont été étudiées systématiquement par M. Traynard. Leur
théorie était d’ailleurs implicitement contenue dans les travaux de M. Humbert,
ainsi que nous I'avons montré ( Comptes rendus, 26 mars 19o5).

(2) En effet, aux valeurs (u, v) et (—u, —¢) correspond un méme point de
la surface, ’
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2. Inversement, étant donné un systéme d’entiers A, n, p, salis-

faisant & la condition (E), peut-on lui faire correspondre une sur-

face hyperelliptique du quatriéme ordre 4 quinze points doubles 2?

Il n’en est pas toujours ainsi, comme le montre I'exemple suivant :
soit le systéme

A=1, n=17y, p=12.

On peut mettre les quatre fonctions 8; correspondantes sous la

forme
.Z',‘:Oi(u, o)[F(u,v)]“ (i=|727 314)’

en désignant par §,, ..., §, les quatre fonctions théta d’ordre deuz,
de caractéristique nulle, paires et par F(u, ¢) la fonction théta
d’ordre quatre, de caractéristique nulle, paire et admettant le
point u =0, ¢ =0 comme zéro d’ordre siz. Aprés suppression
du facteur commun [F(u, ¢)]®, on retrouve la représentation
classique de la surface de Kiimmer.

Ainsi, lorsque les quatre fonctions @; possédent un facteur
commun, la surface définie par les équations ;= 6,(u, ¢) n’est
pas nécessairement une surface du quatrieéme ordre a quinze points
doubles; et, au cas ou il en serait ainsi, la surface correspondrait
en réalité, non pas au systtme d’entiers A, n, p, mais 4 un systéme

A, n, pl(n'< netp<p).

3. 1l importe donc de reconnaitre @ priori si les fonctions 6;
possédent un facteur commun. A cet effet considérons une fonc-
tion 0(w, v) quelconque répondant au tableau (Ty), d’ordre v,
inférieur a 27, s’annulant & Pordre p au point u =0, v =0, et
formons I'expression

D(v, p)=Anv —pp,

qui, en général, représente la moitié du degré de la courbe
8(u, v) = o sur la surface définie par les équations z;= 0;(u, v).

Dans certains cas cette formule peut donner pour D une valeur
négative ou nulle. En premier lieu, si D est négatif, les fonctions
O(u, v) et O;(u, v) possédent plus de 4nvA et, par suile, une
infinité de zéros communs. Donc les quatre fonctions 8;(u, ¢) sont

divisibles par 0(u, ¢).
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Supposons en second lieu que D = o et posons

Xi = &y + )\1@‘5,
Xy = 23+ Aoz,
X3= 23+ A2y,

Xi= 24

on peut déterminer les constantes A de maniére que les fonctions
Xy, X, X; possédent (4nvA + 1) zéros communs avec la fonction
8(u, ¢) et par suite renferment §(u, v) en facteur. Dés lors I'équa-
tion 8(u, ¢)= o représente sur la surlace non pas une courbe mais
un point singulier X, =X, =Xj; =0, ctla surface a plus de quinze
points doubles. ' ’

En résumé, pour qu'il corresponde aux entiers A, n, p une sur-
face du quatriéme ordre & quinze points doubles, il est nécessaire

gu’il n’existe aucune fonction §(u, ¢v) pour laquelle expression
D(v, p) soit nulle ou négative.

4. Cette condition est suffisante : pour le prouver, il suffit
d’établir que, si les fonctions O;(w, ¢) ont un facteur commun
F(u, ¢), en sorte que

&= 4’;'(“’ ‘))F(u1 V),

expression D(v, p) correspondant a la fonction F(u, ¢) est
nécessairement nulle ou négative.

Les fonctions F et ®; sont de méme parité, de méme caracté-
ristique, et leurs ordres sont de méme parité. Pour fixer les idées,
nous les supposerons d’ordre pair, de caractéristique. nulle, et
paires; la démonstration serait analogue dans les autres cas.

Désignons par 2v l'ordre de F, par 2p l'ordre de multiplicité
du zéro u = 0, v = o, et enfin par 2v/, 2¢’ les quantités analogues
pour les fonctions ®@;. En vertu des relations

n=v—+v,
2p=p+0,
I'équation f‘onbdamentale

An?—ap?=1g
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peut se mettre sous la forme
[(2Av2+ 2 —p"2)— 4] + (28w — pp') + (24Rv — 2 pp) = 0.
Le premier terme est positif ou nul, car I'expression
(24v24 2 — o'2)

représente le nombre des fonctions théta d’ordre 2/, de caracté-
ristique nulle, paires, s’annulant a 'ordre 2p' pour ¥ =0, v =o,
et il y en a au moins quatre linéairement distincles, a savoir
®,, ..., ®,. Le second Lerme ne peut étre négatif, car dans ce cas
les fonctions F et ®; ({ =1, 2, 3, 4) auraient plus de 2A < 2y < 2V
zéros communs et par suite posséderaient un facteur commun. Dés
lors le troisiéme terme est négatif ou nul : or c’est précisément

D(2v, 2p).

5. La condition précédente peut s’exprimer par un systéme de
deux inégalités entre les entiers indéterminés v et p. En effet, con-
sidérons d’abord les fonctions théta d’ordre pair 2v, de caracté-
ristique nulle, et paires : clles sont au nombre de (24v2+ 1)
linéairement distinctes, et pour que I'on puisse en former une
dont le développement de Mac Laurin au poi'nt U=—=o0, v=0
commence par des termes d'ordre 2p, il faut que

24v2 42 — 0221,

L’existence d’une surface X correspondant aux entiers A, n, p est
donc subordonnée a 'impossibilité de la résolution en nombres
entiers v, p du systéme d’inégalilés

2 5 AY2S
\ @ 24v3Z 0,

I !
( ( AnvZ poe.

On obtient des systémes analogues en considérant des fonctions
théta paires ou impaires et de caractéristique quelconque. La
discussion n’offre pas de difficultés et montre que chacun de ces
systémes entraine nécessairement le systéme (I).

e probléme se wrouve donc ramené a la discussion de ce seul
systeme d'inégalités.
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6. Or la seconde inégalité du systéme (1) peut s’écrire
(An%)(av?) s pip?,
c’est-a-dire, en vertu de I’équation (E),

(14 2p?) (Av?) < p2p?
ou encore

p2— 2Av22 -A—v-—:;
4

ce qui exige, puisque p et v sont entiers,
p2— 2Av221.
La comparaison de cette inégalité avec la premiére du systéme (I)
prouve que 'on doit avoir nécessairement 1'égalité
(E") p2— 2Av2=1.
Ainsi les entliers o, v vérifient 'éguation de Pell (E'); et le sys-
s q ) Y

teme (1) sera impossible a résoudre si 'on a, pour toute solution
ok, vk de celte équation,’

Anvp> peg.

Or, d’aprés I’équation (E'), le rapport % croit avec le rang £ de la

solution v, px; Pinégalité précédente sera donc vérifiée pour
toute valeur de £ si elle I'est pour & =1.
Voici donc quelle est la conclusion de I'analyse précédente :

Pour qu’il corresponde une surface T aux entiers A, n, p,
supposés liés par la relation (E), il faut et il suffit que la plus
petite solution py, v, de l’équation de Pell (E') vérifie U'iné-
galité

(I,) Anv1>p\o..

IL

7. Les équations (E) el (E') se troavent liées trés simplement
I'une & Pauatre : les deux formes

AX2— 2 Y2
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et
xr2— 9 Av?

ont méme discriminant; de plus, sous ’hypothése que la forme
AX2—2Y? peut représenter le nombre 1 (ce quiest le cas dans le
probléme actuel), ces deux formes sont équivalentes. Si I'on
désigne en effet par n,, p, une solution quelconque de 'équation

An?— 2 pt=1,
la substitution modulaire

) r=AnX+ap, Y,

(S) .
y=p,X+nmY

‘fait passer d’une forme a l'autre.

Nous supposerons désormais que dans ces formules n,, p,
désignent, non plus une solution quelconque, mais celle formée par
les plus petits entiers non négatifs. ll est aisé de démontrer que,
sous cette hypothcse, on obtient toutes les solutions positives z,y
de I’équation (E’) en remplagant dans les formules (S) X, Y par
toutes les solutions positives de 1'équation (E) : il suffit, pour le
prouver, de vérifier que les formules (S) ne peuvent donner pour x
et y deux valeurs positives si X et Y ne sonl pas tous deux positifs.

8. 1l convient d’examiner & part le cas ou p, serait nul, ce qui
exige que
A=,

dans ce cas les surfaces T correspondantes seraient représentables

sur la surface de Kummer. Mais, en fait, il n’en existe pas, car a

la solution '
n=i, P1=0

correspond la représentation classique de la surface de Kummer
et aucune autre solution n, p de 'équation (E) ne satisfait a I'iné-
galité (T').

Ce cas étant écarté, on peut démontrer qu’a la plus petite solu-
tion n,, p, de 'équation (E) correspond certainement une sur-
face Z. En effet, la plus petite solution x =p,, y =v, de I’équation
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(E') s’exprime en fonction de n, et p, par les formules (S), d’oun

p1=4pi+r1,
V1= 2p1 4.

Si Pon substitue ces valeurs dans I'inégalité (I') elle devient
P20,

condition qui ne pourrait étre satisfaite que dans le cas précédem-
ment exclu ou p,=o.

Au contraire, si 'on considére la deuxiéme solution n,, p, de
I'équation (E), solution qui se calcule de suite par la résolation
de P'équation de Pell (E') et par les relations (S), on reconnait
qu’elle ne vérifie pas I'inégalité (I'). Il en est de méme a fortiori
pour toutes les autres solutions de I'équation (E), puisque le
P

rapport - croft avec le rang de la solution n, p.

Il ne correspond donc de surface T qu’a la plus petite solution

Il|,p|.

Nous parvenons ainsi au résultat suivant :

llexiste une famille dénombrable de surfaces hyperelliptiques
du quatrieme ordre Za définies de la maniére suivante : soit A
un entier quelconque (sauf A =r) tel que la forme AX?—2Y?
puisse représenter le nombre 1, et soit n, p la plus petite solu-
tion de l’équation
An*— o p?=r;

les coordonnées homogénes d’un point de la surface Iy sont
proportionnelles & quatre fonctions théta répondant au tableau
de périodes (Ta), d’ordre an, de caractéristique nulle, paires
et admettant le point u = o, ¢ = o pour séro d’ordre 4 p.

Nous établirons un peu plus loin que ces surfaces sont effective-
ment toutes distinctes, ce qui n’est pas évident @ priori; car a des
représentations paramétriques distincles pourrait correspondre
une méme surface. .
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III.

9. La surface générale du quatriéme ordre a quinze points
doubles dépend projectivement de guatre paramétres, alors qu'une
surface hyperelliptique ne dépend que de trois modules : chacune
des surfaces Zp doit donc étre caractérisée par une condition.

A cet effet considérons l'unicursale singuliére Cy qui corres-
pond sur la surface Ea a la demi-période u =0, v =0 annulant
les quatre fonctions coordonnées z,, ..., z;. Cette courbe est de
degré 4p, puisque les développements de Mac Laurin des fonc-
tions z,, T, Z3, Z4 autour du point u = o, ¢ = 0 sont supposés
commencer par des termes de degrés 4p; elle ne passe d’ailleurs
par aucun des points doubles de la surface.

L’existence de cette unicursale entraine une condition

Sr(a,b,c,d)y=0

entre les quatre paramétres a, b, ¢, d dont dépend la surface gé-
nérale du quatriéme ordre a quinze points doubles.

10. Pour former celte condition, nous raménerons ia question a
un probléme de Géométrie plane en projetant la surface a partir
d’un de ses points doubles O : le contour apparent en projcction
se compose de quatre droites A,, ..., A, et d’une conique G, telles
qu'il existe une conique I' bitangente a C et tangente aux quatre
droites A (*). Inversement, a une telle figure plane correspond une
surface du quatriéme ordre & quinze points doubles

Si la surface posséde une unicursale G, de degré 4p ne passant
par aucun point double, il existe, en projection, une unicursale C;
de méme degré, inscrite au contour apparent; de la résulte une
condition, car celle unicursale est assujettie a 12p conditions de
contact, alors qu’elle ne dépend que de 12 p — 1 paramétres.

Cette méthode permet donc, par un nombre fini d’opérations
algébriques, de former une équation algébrique F,(a, b,c,d)=0
d laquelle satisfait toute surface du quatricéme ordre & quinze

(!) Cette coniqueT correspond au cone des tangentes 4 la surface au centre de
projection O.
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points doubles qui posséde une unicursale d’ordre 4p ne passant
par aucun point double. Il en résulte que le polynome ¥, (a, b, c, d)
est divisible par f, (a, b, c, d).

- Mais I'équation F,= o peut renfermer ‘des facteurs étrangers :
ainsi celle circonslance se présente dans le cas ot le cone qui pro-
jette I'unicursale Gy a partir du point double O coupe la surface
suivant deux courbes unicursales qui passent toutes deux par le
centre de projection O. En fait, la présence de ces facteurs
étrangers dans I'équation F,= o rendrait weés difficile la formation
effective de I’équation f,=o.

Nous nous borncrons a donner une application de cette méthode
aucasoup =1.

1V.

11. Dans le cas ot p =1 la relation fondamentale

An2—api=1
exige
A=3 et n=ri.

La surface correspondante X, est caractérisée par l'existence
d’une quartique de deuxiéme espéce C, ne passant par aucun point
double.

Elle posséde d’ailleurs une deuxiéme quartique analogue G, qui
est son intersection résiduelle par la quadrique menée par la
quartique C,.

D’aprés la méthode du paragraphe 111, pour former I’équation F,,
on doit déterminer dans le plan quatre droites A,, ..., A; el une
conique C jouissant des deux propriétés suivantes : d’une part, il
existe une conique I inscrite au quadrilatére A, ..., A, et bitan-
gente a C; d’autre part, il existe une quartique unicursale C,
bitangente a chacune des quatre droites et quadritangente a C.

A priori, ce probléme se décompose et par suite ’équation

Fy(a,b,c,d)=0
est réductible. En effet une quartique unicursale C; posséde quatre

familles de coniques quadritangentes : I'une de ces familles ne
comprend aucun couple de bitangentes, alors que chacune des
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trois autres familles en comprend deux (& savoir les couples A, A,
et A, Ay Ay, Aj et Ay, Ay Ay, Ay et Ay, Ay). De la quatre pro-
blémes distincts, suivant que la conique C est supposée appartenir
a 'une ou 'autre des familles de coniques quadritangentes a C,.
Il serait facile de reconnaitre que les trois derniéres familles
sont étrangéres au probléme actuel. Mais il est préférable poar
former I'équation f, = o de partir d'une autre propriété de la sur-
face 35 qui conduit 4 une équation irréductible.

12. A cet effet considérons les fonctions théta impaires, du
premier ordre, répondant 4 une caractéristique impaire et au
tableau de périodes (T;). Elles définissent sur la surface une
famille linéaire de biquadratiques passant par cinq points doubles.
Etant donné un autre point double O de la surface, il existe une
biquadratique de la famille passant par O, et elle y présente un
point double. Elle est donc projetée de ce point suivant un cone
du second ordre y. On reconnait aisément que ce cone contient les
arétes du triédre formé par trois des plans tangents singuliers
passant par O, ainsi que les deux points doubles de la surface
situés en dehors de ces plans; de plus il est tangent a la surface.

De la résulte la propriété suivante en projection :

Les droites A et la conique C formant le contour apparent sont
telles qu’il existe une conique y circonscrite au triangle A, A; A;,
passant par les points d’intersection de A; avec C et tangentes a G
en un autre point (*).

13. Cetle condition peut se traduire analyliquement de la ma-
niére suivante : prenons les droites Ay, d;, d; pour triangle de
référence £ = o0, y =0, 3 =0 el soil

Nz, y,3)=2'+y2+ 32— 22y —2ys—23x =0

I’équation de la conique T' qui correspond au céne des tangentes
au centre de projection.

La droite A, qui doit &wre tangente a cette conique a pour équa-
tion

= 0,

]R8
+
ol
+
K]

(') Cette méthode appartient pour le fond & M. Humbert (Comptes rendus,
2° semestre 1899 ).
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avce la condition
(v %+ B +y=o.
Enfin la conique € de contour apparvent a une équation de la
forme

Ca,y,5)=T(x, y,3)+(az+ by +c3z)=o.

Il est aisé de former I'équation de la conique v, quiest la suivante:

C(z, ¥, :)—(2 + % “+ %)[a(a’—'x— Nz + B(b2+ 1)y +y(ct+1)3z] =o,
et il sullit dés lors d’exprimer ue cclle conique esl tangente a G,
ou encore que la droite

a(a+ 1)z + B(b2+1)y + y(ct+1)=0

est langente a C.
Aprés suppression du facteur étranger (V)

(ab + bc + ca—1),
on obtient équation suivante,
) Ao+ B2+ CGy2+ 2A' By + o B yx -2 afy = o,

en posant
A =(a+1)(ab + ac - be+1),

les coelficients B, (C sc déduisant de A par permutation circulaire
ct de méme B/, (I de A’.

Silon pose =1 et y=—(o.+1), de maniére a satisfaire a la
relation (1), 'équation (&) est du second degré par rapport a .
Elle est irréductible, car son discriminant n’est pas carré parfait
(ce dont on s’assure en faisant par exemple b=o0, c=0). En
définitive, on peul considérer a, b, ¢, & comme les paramétres défi-
nissant une surface du quatricme ordre a quinze points doubles et
Péquation (&) n'est autre que ’équatiod désignée plus haut
par fy=o.

(') Si ce facteur ¢tait nul, la conique C se décomposerait en deux droites.
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14. Enoncons en terminant quelques propriétés géométriques
relatives a la surface particuliére X, : .

Soit une surface du quatricme ordre a quinze points doubles;
on considére trois plans tangents singuliers Py, Py, Py menés
par un point double O et le céne du second ordre vy, de sommet
O, circonscrit au triédre P, P,P, et passant par les deux
points doubles de la surface situés en dehors des plansP,,P,, P,
(on peut définir soixzante cénes analogues).

Si la surface est tangente a l'un des cénes v :

1° Elle est hyperelliptique (');

2° Elle est tangente aux cinquante-neuf autres cénes v;

3° Elle est tangente & chacune des diz quadriques passant
par les neuf points situés en dehors d’un plan tangent sin-
gulier et la coupe swivant deux quartiques de deuxiéme
espece;

4° Il existe une quadrique tangente en dix points a la sur-
Jace, ne passant par aucun point double et la coupant suivant
deux quartiques de deuxiéme espéce.

V.

15. Pour aborder le cas général, 1l est nécessaire d’étudier sur
la surface ¥p correspondant aux entiers A, n,, p, la famille des
courbes unicursales C sans points multiples et ne passant par
aucun point double de la surface.

En dehors de l'unicursale singuliére Gy, toute courbe algé-
brique de la surface Z5 s’obtient en égalant & zéro une fonction
O(u, ¢) répondant au tableau de périodes (Ta), paire ou im-
paire (). Si la courbe ne passe par aucun point double de la sur-

(') Pour pouvoir énoncer ce théoréme, il était nécessaire de vérifier que la con-
dition (L) est indécomposable.

(?) Nous supposons ici que les périodes g, h, g’ ne sont pas singuliéres, c’est-
a-dire ne satisfont pas a une relation de la forme

Ag+Bh+Cg'+D(h*—gg')+E=o,
a coefficients eatiers.
XXXV. 5
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face, celte fonction est nécessairement d’ordre 2v, de caracté-
ristique nulle et paire; elle peut d’ailleurs s’annuler pour la
demi-période u= 0, v =0, soit 2p 'ordre de multiplicité de ce
zéro. Le genrve de la courbe 0(u, ¢v)= o, supposée sans point mul-
tiple, est égal a

2Av24-1 — p2.
De la résulte que la surface posséde une infinité d’unicursales
Cr liées aux solutions de I’équation de Pell

(E") p2—2Av2=1,

que nous avons déja rencontrée.
Le degré de la eourbe Cj qui correspond & la k™ solution de
I’équation de Pell a pour expression

4(AnyVe— pypr)-

Cette valeur s'exprime plus simplement en fonction de la kiéme
solution de I’équation fondamentale

(E) An?—op?=1.
in effet les formules de la substitution S r4<~lues par rapport
a ny el py donnent
np= nypk— 2P1Vk,

Pr=—P1pk+ AnyVi.

Le degré de la courbe Cy est donc 4pi. 1l croit avec I'indice; la
courbe de degré minimum C, est de degré 4p,, de méme que
Punicursale singuliére C,.

L’entier 4p, a donc une signification géométrique simple :
il représente le degré minimum des unicursales C de la sur-

Sace.

De la résulte que deux surfaces Za, Za- correspondant a deux
entiers p,, p, différents sont distinctes. Ce raisonnement tombe
en délaut lorsque p,=p,, en sorte que

2 — | I 2
a2p?+1=An}= AR,

car les unicursales Cx et G, appartenant a ces deux surfaces el de
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méme indice sont de méme degré. Dans ce cas, on s’assure que les
surfaces sont distinctes par la considération d’une autre famille de
courbes : par exemple la famille linéaire définie par les fonctions
théta d’ordre deux, de caractéristique nulle, et paires.

Nous énoncerons enfin le théoréme suivant relatif aux unicur-
sales G, et quise déduit aisément de leur équation hyperelliptique :

Les courbes G, et G, forment Uintersection compléte de la
surface I par une surface algébrique d’ordre 2p,; plus géné-
ralement on peut faire passer par la courbe Cy une surface

algébrique ayant avec la surface T un contact d’ordre (-Z—" — 1)
1

le long de Uunicursale singuliére C,, et ne la coupant pas en
dehors des courbes G, et Cy.

VI.

16. Les considérations précédentes permettent d’établir un lien
entre ’équation An?— 2 p? = et ’équation algébrique

Sfp(a,b,c,d)=o,

qui exprime que la surface du quatriéme ordre & quinze points
doubles de paramétres a, b, ¢, d posséde une unicursale d’ordre
4 p (sans points multiples et ne passant par aucun point double de
la surface).

Soit p un entier quelconque : décomposons le nombre 2 p* + 1
de toutes les maniéres possibles en un produit de deux facteurs
dont ’un soit carré parfait,

epi+i1=Ant=An"t=...,

et considérons les surfaces hyperelliptiques Za, Za, ...
Remarquons tout d’abord que, dans le cas ou 2 p2+ 1 est carré
parfait, on ne doit pas considérer la décomposition A=1,
n=y\/2p?+1, a laquelle ne correspond pas de surface. Au con-
traire, on doit considérer la décomposition A= 2p2+41, n=1, &
laquelle correspond la surface Z,:,,.
Ceci posé, nous distinguerons les décompositions en deux
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classes, suivant que n et p forment ou non la plus petite solution
de I’équation An?— 2 p?=1.

Dans ce dernier cas, soit & le rang de la solution n, p, et soit
ny, py la plus petite solution. D’apreés les résultats du paragraphe V,
la surface Zp qui correspond aux entiers A, n,, p; posséde une
unicursale C de degré 4p, a savoir celle d'indice k. L’équation
JSp(a, b, ¢, d) =o renfermera donc en facteur le premier membre
de I’équation f, = o, qui caractérise la surface Zj.

Supposons que l'on ait formé toutes les équations f,= o,
Sfa=o0, ..., jusqu’d fp_, = o. Parmi les polynomes fr(n= << p), on
peut prévoir a priori ceux que contiendra en facteur I'équation
JSp= o et, par des opérations rationnelles, on débarrassera I’équa-
tion fp= o de ces facteurs.

Il reste donc a étudier les décompositions An? de la premiére
classe. A chacune d’elles correspond une surface X5 possédant
deux unicursales Cy, C, d’ordre 4p et n’en possédant pas de degré
moindre. L'équation f,(a, b, ¢, d)= o proprement dite se décom-
posera donc en autant d’équations qu'il y a de décompositions An?
de premiére classe.

17. Voici deux remarques qui permettront dans la plupart des
cas de reconnaitre de suite a quelle classe appartient une décom-
position donnée 2 p? + 1= An?.

La deuxiéme solution n,, p, del’équation (E) se calcule aisément

en fonction de ny, p, par les formules S :

ne=n,(8p+1),
P2=p(8pi—+3).

Dés lors p, ne peut étre un nombre premier que si p,=1, et
d’ailleurs il en serait de méme de tous les nombres p; qui con-
tiennent p, en facteur : donc, si p est un nombre premier différent
de onze, toutes les décompositions An? seront de la premiére
classe.

D’autre part n, peut se mettre sous la forme

ny= n,(4ani—3);

or
niz1;
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donc, si k est différent de 1,

nip2 4A — 3.

Dés lors, si n << 4A — 3, on est assuré que n, p est la plus petite
solution de I'équation (E), c’est-a-dire que la décomposition An?
est de premiére classe.

18. 1l résulte de P’étude que nous avons faite des unicursales G
tracées sur la surface Zp qu'il n’existe pas d’autre surface de la
famille étudiée qui posséde une unicursale d’ordre 4 p (sans points
multiples et ne passanl par aucun point double) en dehors de
celles que nous venons de considérer. Mais I'analyse précédente
ne prouve pas que ’équation f, = o ne renferme pas d'autres fac-
teurs étrangers correspondant par exemple a des surfaces qui ne
seraient pas hyperelliptiques.

Quoi qu’il en soit, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

1l existe autant de tyves de surfaces hyperelliptiques du
quatriéme ordre a quinze points doubles possédant une uni-
cursale d’ordre 4p (sans points multiples et ne passant par
aucun point double) que le nombre 2 p?+ 1 admet de diviseurs
carrés. Dans cet énoncé on doit comprendre le diviseur 1, mais

. . e \ ’
non le diviseur 2 p*41 au cas ot 2 p* 41 est un carré.

Sous une autre forme :

L’équation algébrique qui exprime qu’une surface du qua-
triéme ordre a quinze points doubles posséde une unicursale
d’ordre 4p se décompose en autant de facteurs, au moins, que
le nombre 2p?+- 1 posséde de diviseurs carrés (y compris 1 et

non compris \/2p? -+ 1).



