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SUR LES SERIES ENTIERES ET LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES;

Par M. E. Goursar.

1. Etant donnée une équation différentielle du premier ordre

d
(1) =Sz, ),

ou le second membre est une fonction holomorphe des variables x
et » dans le domaine D défini par les conditions

lz|sa, |yi20,

ct dont le module ne dépasse pas un nombre positif M dans ce
domaine D, on sait que I'intégrale de I’équation (1) qui prend la
valeur ¥ = o pour z = o est holomorphe a I'intérieur d’un cercle
déerit de I'origine pour centre, dont le rayon est au moins égal au

. b . . ; .
plus petit des deux nombres a et 37+ Clest la un résultat avjour-

d’hui classique, quise déduit aisément de la premicre méthode de
Cauchy, ainsi que de la méthode des approximations successives
de M. Picard.

Il parait difficile d’avoir une limite plus avantageuse pour le
rayon du domaine ot ’intégrale est holomorphe, si I'on ne posséde
pas sur la fonction f(z, y) d’autres renseignements que ceux qui
figurent dans I'énoncé que je viens de rappeler. Mais, si I'on
connait le domaine de convergence de la série entiére f(z, ), on
peut énoncer un résultat plus précis, qui donne dans tous les cas
le moyen d’avoir la limite la plus grande possible fournie par V'ap-
plication du théoréme précédent.

2. Nous rappellerons d’abord, en les précisant sur certains
points, les propositions principales relatives aux séries entiéres a
plusieurs variables.

Soit

(.2) Eamu-r’"}’”

XXXV. 0
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une sétie enliére en x et y, a coefficients quelconques. D’aprés
un théoréme classique, si celle série est convergenle pour z = x,,

¥ =Y (ou du moins si le module du terme général an, x}’ yi veste

inférieur 4 un nombre fixe, quels que soient m el n), la série (2)
est absolument convergente pour tout systéme de valeurs de z et
de y tel que 'on ait a la fois

lzl<|ze], |y I<lyol

Si on décrit de P'origine comme centre, dans les plans des x et
des y respectivement, deux cercles C et C' de rayon |z,| et | y,|
respectivement, la somme F(x, y) de la série (2) est une fonction
holomorphe des variables z et y, lorsque la variable .z reste dans
le cercle C et la variable y dans le cercle C'. On se contente géné-
ralement d’établir ce résultat dans la plupart des Cours d’Analyse,
et d’éiudier la fonction F(z, y) dans le domaine qui vient d’éwe
défini.

Pour avoir une idée plus précise du domaine de convergence de
la série (2), commencons par étudier la série des modules

-
(3) ZA,,,"X”'Y", Amn=lamnl: X= |"’“[v Y =|}'|’

et cherchons dans quelle partie de 'angle XOY on doit prendre
le point de coordonnées (X, Y) pour que cetle série (3) soit con-
vergenle.

D’aprés le théoréme rappelé au début de ce paragraphe, si la
série (3) est convergente pour les coordonnées d’un point M pris
dans 'angle X OY, elle est aussi convergente en Lout point pris a
Iiitérieur ou sur les c6tés du recltangle OPMQ, ayant deux cdtés
sur OX et OY et dont le point M est un sommet. Au contraire,
si la série est divergente au point M, elle est forcément divergente
en tout point N pris dans 'angle P'MQ’ ou sur les co1és MP', MR/
de cel angle; car, si la série était convergente au point N, elle le
serait @ fortiori an point M.

Cela posé, considérons une demi-droite indéfinie OL dans I'angle
X OY, et un point m décrivant cette droite a partir de l'origine.
Les coordonnées de ce point m, et par suile tous les termes de la
série (3), vont en croissant lorsque le point m s’éloigne de l'ori-
gine. 11 y a donc sur la droite OL un point séparatif M tel que la
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série (3) est convergente pour Lout point du segment OM compris
entre l'origine et le point M, et divergente pour tout point de OL
au dela du point M ().

Comme cas partucullers, il peut arriver que le point M soit a
Porvigine; les deux séries (3) et (2) sont alors divergentes sauf
pour 2 =y = o. Si le point M est rejeté a l'infini, la série (3) est
au conlraire absolument convergente, quels que soient z et y, et
représente une fonction entiére des deux variables z et y.

Laissant de c6té ces cas extrémes, sur chaque demi-droite
située dans l'angle XOY, nous avons ainsi un point M, dont la
distance & l’orwme varie d’une imaniére continue avec le coeff'cnent
angulaire A de cette droite. Soit en effet OL' une demi-droite
voisine de OL (fig. 1). La série (3) est convergente pour tout

Fig. 1
Y P’ B
LI
+ N
M '
9 S 2
|
m R
0 P

point du segment OM et par suite pour tout point du segment OR;
aa contraire, cette série (3) est divergente en tout point de la
demi-droite indéfinie ML et par suite en tout point de la demi-
droite indéfinie SL/. Le point séparatif M’ de la demi-droite OL/
est donc un point du segment RS, el par conséquent ce point M’
vient se confondre avec le point M lorsque OL’ vient se confondre
avec OL. Il est & remarquer que la démonstration ne s’applique
plus aux axes eux-mémes OX et OY. Lorsqué OL vient se con-

(') Si A cst le coefficient angulaire.de la droite OL, I'abscissc du point M est
Pinversc de la limite superieure pour n infini de l’expression \/,\ M, ou
n=p+q (LeMare, Bulletin des Sciences mathématiques, 1906, p. 286) 1
serait intéressant d’étudier, au moins dans quelques cas simples, la fonction de A
ainsi définie.
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fondre avec OY, le point M nc tend pas forcément vers le point
séparatif situé sur OY, comme nous en verrons tout a ’heure un
exemple.

Le lieu décrit par le point M lorsque la demi-droite OL décrit
Pangle XOY est donc une courbe continue T'. Ll résulte de la
facon méme dont on a obtenu cette courbe que, siz=R,y=NR
sont les coordonnées d’un point quelconque de I', la série (2) est
absolument convergente si l’on a a la fois

lz]<R, |yI<R,
et divergente si l’on a & la fois
lz|>R, |y[>R.

Les cercles C et (U, de rayon R et R, décrits de 'origine pour
centre dans les plans des variables z et y rcspectivement, con-
stituent un systéme de cercles de convergence associés. A tout
point de la courbe I' correspond un pareil systéme de cercles
associés.

D’une fagon générale, la série (2) est absolument convergente
pour un systéme de valeurs des variables z et y, si le point m de
coordonnées | x| et | ¥ | est intérieur & la courbe I', divergente si
ce point m est extérieur & T'. Il y a doute si le point m est sur T'.

L’ensemble des systémes de valeurs des variables complexes x
et y, tels que le point m de coordonnées |z | et |y | soit a Iinté-
viear de I’ constitue un continuum connexe D de Iespace & quatre
dimensions, a 'intérieur duquel la série (2) est absolument con-
vergente, et la somme F(z, y) de cette série est une fonclion
holomorphe des variables z et  dans ce domaine D.

3. Cette courbe séparatrice T peut avoir des formes trés diverses,
suivant la série considérée. Il résulte seulement du raisonnement
fait plus haut que 'ordonnée d’un point de cette courbe ne peut
augmenter lorsque I'abscisse augmente et inversement. Pour voir
ce qui arrive lorsque OL tend vers O X, il suffit de remarquer que
Pabscisse du point M ne peut décroitre et que I'ordonnée de ce
point ne peut augmenter; ¥ tend donc vers une limite finie, tandis
que z peut tendre vers une limite ou augmenter indéfiniment. La
courbe T peut donc aboutir & un point de OX, ou avoir une



— 85 —

asymptote paralléle 8 OX, qui peut étre I'axe lui-méme. Il est clair
que tout cela s'applique aussi a I'axe OY. Nous- allons donner
quelques exemples.

1° La série double

EM(%:)M <%>"= (:— %")NEI_ %')

m,n

est convergente si I'on a a la fois
lz]<a, |¥I<b,

et dans ce cas seulement. La courbe T est formée ici des deux coLés
d’un rectangle parallele aux axes. On prend généralement une
fonction majorante de ce type dans les démonstrations du calcul
des limites, mais il y aurait souvent avantage a prendre des majo-
rantes appartenant a des types différents. '

2° La série double

2 (m~+n)! fz\m [ y\» M
W (2} ()
m!n! a b l_(.z' i )

m,n
n’est absolument convergente que si I'on a

x
a

e
<o

La courbe T est ici le segment de la droite

X + Y
—_— — =1
a b !
compris entre les axes OX, OY.
3° La série double Za,, 2™ y", oul'on a amn="1, et apm=o0
(pour m £ n), n’est convergente que sil’ona |zy|<<1.LacourbeT

est une branche d’hyperbole asymptote aux deux axes.

4° La série
S ()"

ou les indices m et n varient de un & + o, est encore divergente
si I'on a |z|>a ou |y|>b. La courbe T' se compose donc,
comme dans le second exemple, des deux cotés d’un carré, et
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cependant la série est aussi convergente pour =0 ou pour y =0;
Lorsque la demi-droite OL tend vers OX, le point M de OL tend

vers le point d’abscisse @ sur O X, tandis que le point séparalif sur
'axe est rejeté a l'infini.

4. Reprenons I'équation différentielle
d
(1) = =f(z,5),

et soit T Ja courbe que nous venons de définir relativement a la
série enliére

Sz, y)= E“mn’”"’}'"-

La fonction f(x, y} est holomorphe dans le domaine D correspon-
dant, et nous supposerons que | f(z, y)| ne dépasse jamais un
nombre positif M dans ce domaine. On peut toujours satisfaire a
cette condition en remplacant au besoin la courbe I par une courbe
homothétique I relativement & Dorigine, et infiniment voisine
deT.

Soit Nun point de I' de coordonnées (a, b). La fonction f(z, y)
estholomorphe lorsque 'onaala fois |z | < a,|y| << b, et,d’aprés
le résultat classique rappelé au début de cet article, 'intégrale de
Péquation (1), qui est nulle pour z = o, est cerltamement holo-
morphe dans un cercle de rayon /, A étant le plus petit des deux
irombres
NP

b
a = OP, M‘ = W
Pour avoir la valeur de 4 la plus grande possible, il faut choisir
le point N sur T de fagon que le plus petit des deux nombres OP

et -1;-:—) soit le plus grand possible.
Il suffit pour cela de prendre le point d’intersection de la
courbe T avec la demi-droite OL de coefficient angulaire M.
En effet, side pointN est surcette droite,on a NP =M < OP, ou

NP
OP—_——M-.

Pour un point N’ de T & droite du point N ( fig. 2), ona OP'>OP,
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mais
NP mP
Pour un point N” de I' a gauche de N, 'abscisse au contraire est
inférieure a OP.
En définitive, l'intégrale de I'équation (1), qui est nulle pour

Fig. 2.
Y
L
B
N
N
m, N
o ) P P’ A x

z = o, est holomorphe dans un cercle décrit de 'origine pour
centre, dont le rayon est au moins égal & Uabscisse du point
d’intersection de la courbe T avec la droite Y = MX.

Lorsque la courbe T se réduit aux deux cotés du rectangle
formé par les axes et les deux droites X = a, Y = b, on retrouve
bien la limite ordinaire.

5. Les considérations développées plus haut s’étendent évidem-
ment aux séries entiéres & un nombre quelconque de variables.
Prenons en particulicr une série entiére a trois variables

(%) zamnpz'm}’"*""y
et soit
(3) D ApuupXmYnzr

la série des modules correspondante. Sur chaque demi-droite OL
située dans le triedre OXYZ, il existe un point M séparant les
points pour lesquels la série (5) est convergente des poinls pour
lesquels elle est divergente. Le lien de ce point M est une surface ¥
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située dans le triedre OXYZ, qui peut avoir des formes Lrés
variées, mais qui satisfait toujours a la condition suivante : si
(a, b, c) sont les coordonnées d’'un point de Z, tous les points
intérieurs au parallélépipéde formé par les 6 plans

X =o, X =a, Y=o, Y=0, Z=o, Z=c,

sonl aussi intérieurs a 2.

La série (4) est absolument convergente pour un systéme de
valeurs z, y, 5 des variables, si le point de coordonnées |z |, | ¥ |,
| 5] est intérieur a la surface X, et divergente si ce point est a I'in-
térieur de I. L'ensemble des systémes de valeurs de (z, y, 3) tels
que le point de coordonnées | z|, | »|, | 5| soit intérieur a %, con-
stitue un domaine D o la somme F(z, y, 5) de la série (4) est
une fonction holomorphe de ces variables, et a chaque point de T
on peut encore faire correspondre un systéme de trois cercles de
convergence associeés. '

Si l'on a une seconde série enticre

(6) 21),,,,,,,:1:”’}’"51’,

il lui correspond une surface de séparation ¥/, généralement diffé-
rente de 2. Toute demi-droite OL, située dans le triedre OXYZ,
rencontre X en un point M et X' en un point M. Celui de ces deux
points qui est le plus rapproché décrit une surface S, d’une forme
analogue a celle des surfaces 2 et ¥'; si R et R’ sont deux points
de S, les trois coordonnées de R’ ne peuvent étre a la fois plus
grandes ou plus petites que les coordonnées de R. L’ensemble des
systémes de valeurs des variables z, y, 5 tels que le point de
coordonnées |z|, |y [, |5]| soit du méme cOLé que l'origine par
rapport a4 S, constitue un domaine D, & l'intérieur duquel les
sommes des deux séries '

F(a, V,8)= Zamnpw"'}’”z/',
*(z, y,5)= menpvv’"}’”z"

sont des fonctions réguli¢res de x, y, z. Nous supposerons de plus
que ces fonctions sont finics sur la frontiére de ce domaine, et
nous désignerons par M et N des limites supériecures.de |F| et
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de | ® | respectivement. On peut toujours satisfaire a cette derniére
condition en remplagant, si c’est nécessaire, la surface S par une
surface infiniment voisine. :

Cela étant, considérons le systéme d’équations différentielles

d dz
(7) ;i'—;=F(z1.}’az)y '&,:‘b(‘”y]")’

et soient (a, b, ¢) les coordonnées d’un point R de la surface S.
On voit aisément, en reprenant la méthode des approximations
successives, que les intégrales du systéme (7) qui s’annalent pour
x = o sont holomorphes a U'intérieur d’un cercle de centre z = o,
dont le rayon est au moins égal au plus petit des trois nombres

b c

a, — —_
' M’ XN
Pour avoir la limite la plus grande possible, on doit prendre
pour R le point d’intersection de la surface S avec la droite
représentée par les équations

Y=MX, Z-==NX.

En effet, si a, b, c sont les coordonnées de ce point, on a les
égalités
= h;

c
N

=

soient @', &', ¢’ les coordonnées d’un autre point R’ de S; on ne
peut avoir a la fois

a>a, b'>b, c'>ec,

r 7

ar o ; ] : y 0 ¢ L A
et par conséquent le plus petit des nombres o/, M’ N V¢ peut étre

supérieur a h.

6. La régle précédente peut éire étendue aux fonctions non
analytiques. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas d’une équa-
tion unigue du premier ordre

(8) Y = f@, 9

la fonction f(z, y) est supposée continue & I'intérieur d’un
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contour C formé d’un arc de courbe I' dans 'angle x Oy, joignant
un point A de Oz & un point B de Oy, et des segments OA, OB,
et satisfait dans ce domaine a la condition de Lipschitz, c’est-
a-dire qu’il existe un nombre positif K tel que I'on ait -

1f(2:3") = F(m, ¥) < K]y =),

(z,)') et (z, y") désignant les coordonnées de deux points quel-
conques pris a l'intérieur ou sur le contour de C. La courbe I’
peut avoir une forme quelconque; mais, comme on peut toujours
la remplacer par une courbe I' intérieure a T, nous supposerons
que les coordonnées d’un point de I ne peuvent croitre ou diminuer
en méme temps. Cela posé, soient M la limite supérieure de
|f(x,y)| dans le domaine précédent, et h I'abscisse du point de
rencontre de I'arc de courbe T avec la droite y = Mz. L'intégrale
de Uéquation (8) qui se réduit a 3éro pour x = o est certaine-
ment continue lorsque x varie de o a h.

On sait que M. E. Lindelof a indiqué une autre expression de
I'intervalle ou cette intégrale est certainement continue (Journal
de Mathématiques, 1894). Soient (a, b) les coordonnées d’un
point de l'arc T' et M, le maximum de | f(x, o)| lorsque x varie
de o a a; M, est une fonction ¢(a) de I'abscisse @ qui ne peut
diminuer lorsque @ augmente et qui est au plus égale 2 M. D’apres
M. E. Lindelof, I'intégrale de l'équation (8), qui s’annule pour
Z = o, est certainement continue dans Pintervalle (o, p), p dési-
gnant le plus petit des deux nombres

a et —l—lo 1+K—b
K °8 M,

Soit N le point de I'arc I' pour lequel les deux nombres précé-
dents sont égaux,

I Kb
a= Rlog(t—}— m);
ce point est a 'intersection de I' avec la coutbe qui a pour équa-
tion
(9) y=g%(e“~l)-

Tout autre point N’ de coordonnées (@', 4') sur I'arc T donnera
pour o une limite plus petite que le point N. Cela est évident
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si @' << a; sia esl > a, on aura

1
M,

K Kb
lOg(l—i— M—;—)<|O <|+ M:)'

On aura donc la valeur de p la plus faverable en prenant le
point d’intersection N de la courbe T avec la courbe (g).

b'g bv Nla’g Ma1

<

Il/\

lbi
M., M., M.

et par suite

Pour savoir laquelle des deux méthodes fournit le plus grand
intervalle, il suffira de prendre les points d’intersection de I' avec
les deux courbes

=Mz, y=2E ey

et de prendre celui de ces deux points dont 'abscisse est la plus
grande. Il est clair que le résultat dépend de la forme de l’arc T,
et aussi de la fonction ¢(x).



