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SUR UNE GENERALISATION DU HOUVEHENT DE POINSOT;

Par M. L. Lecornv.

On sait, depuis Poinsot, que le mouvement d'un corps solide
autour d’un point fixe O s’effectue, en I'absence de forces exté-
rieures, de facon que l'ellipsoide d’inertie relatif a ce point roule
et pivote sur un plan fixe, avec une vitesse angulaire représentée
vectoriellement par le diamétre joignantle point fixe au point de
contact de I'ellipsoide et du plan.

Supposons qu’au lieu de l'ellipsoide d’inertie relatif 3 O, nous
considérions un autre ellipsoide, de méme centre O et de mémes
directions principales, dont les axes ne soient pas proportionnels
a ceux de lellipsoide d’inertie : tel est par exemple le cas de la
surface d’un corps homogéne ayant une forme ellipsoidale. Sinous
assujettissons cet ellipsoide, que nous appellerons I'ellipsoide
superficiel, 3 se mouvoir autour de son centre, en roulant et
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pivotant, sans glissement, au contact d’un plan fixe, nous obte-
nons un mouvement fort analogue a celui de Poinsot, en ce sens
que le déplacement s’effectue, géométiriquement parlant, d’une
facon identique, et que, dans un cas comme dans I'autre, la force
vive demeure constante. Mais I'action du plan cesse alors d’avoir
un moment nul par rapport au point O. Je me propose d’étudier
la nature de ce mouvement et de déterminer en outre I'action du
plan.

Soit ax?+ By?+ yz?=1 I'équation de I'ellipsoide superficiel,
rapporté a ses axes. Il roule et pivote sur un plan fixe I, placé a la

distance é’de son centre O. Le licu du péle P, c’est-a-dire du point

de contact avec le plan II, est-la polhodie définie par les deux
équations
azx? + By 4+ 2 =1,
O a4 Bryt4 y2at= a3

Soient p, ¢, r les composantes de la rotation instantanée .
Cette rotation s'effectue autour de OP, et I'on a, en appelant x,
¥, 5 les coordonnées de P,

zZ_X_
(2) 7

p

Nl

=2%;

le rapport A est généralement variable.

Si nous imprimons au systéme une rotation — w autour de OP,
Vellipsoide est ramené & I'immobilité et le plan I, qui était fixe,
devient mobile. L'équation de ce plan est, en appelant &, 7, { les
coordonnées courantes,

azf+Byn+yal=1

les cosinus directeurs de la normale au plan sont

a=f.\i‘=)\i\£;
3 3

_ By _,Bq

b—— a—kay
=12 =21l
3 3

Ecrivons que le point dont les coordonnées sont a, b, c est
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entrainé par la rotation — w. Nous obtcnons les relations

da___b_ . db ) de b
a7 q¢ dr - Pe—re dr 92 —pr5

ou bien
dzr d N ds
(3) a—gz=)\(f;——~()qr, B-d—}t’zi\(-(-—-z)rp, Ym—:l(a—ﬁ)pq.

Revenons maintenant au mouvement réel.

La vitesse absolue du pdle P é:ant nulle, le travail de I’action du
plan sur Pellipsoide est également nul, et la force vive de celui-ci
est par conséquent constante. Si A, B, C désignent les moments
d'inertie principaux et / la force vive, on a

(4) Apt+ Bgr+Cri=h,
ou bien
Axt+ Byt Czr= QY
d’ou
dr dy ds _ . d\
(5) Axm’*"’}’m-ﬁ-cz‘?{—hld—‘.

Si 'on pose, pour abréger,
A B C
(6) D=;(a“‘(}+'§(‘l"¢)+:{-(a—‘ﬂ),

R dr dy ds N , . >
ct si 'on remplace —7» 5> — par leurs valeurs (3), P'équation (35)

devient
d\
(7) Dlpql = h;li.
D’ailleurs
dz _y9  , 4
@ = TPar
Por s d , . I 'l“dd'v'dl"‘d3
ortons dans cctte équation les valeurs de 7 ¢t =7 Urées de (3)

ct (7). Nous obtenons la premiére des velations suivantes (les
deux autres s’en déduisent par permutation)

dp _B—vy_,._ P'qr
=tTgr— EL0p,

dt
d y—a pgrr
(8) 71%={p rp—£9"p,

dr 21 —4§ pqr:
\@=— 1"

4



Soient L, M, N les cémposantes de Uaction du plan. Les formules
connues

'@ZHC;BMm
donnent, en tenant compte de (8),
A D
s L=[S6—n-B—0—Fp|e,
M—-[}g(Y——a)-—(C A)——]2 ’]rp,

N=[Za—n—a—B)—Tr]p.

(9) .

On connait ainsi 'effort exercé par le plan sur le corps. Si l'on
veut que cet effort soit constamment nul, il faut d’abord, puisque
P, ¢, r sont variables, que Pon ait D = o. Celte condition étant
remplie, on doit en outre poser

8—y B—C y—a C—A a—p A—B
x A g~ B’ v ¢

)

ou bien
AB—Ba=Ay—Cs,
By—CB=Bz— A,
Ca—Ay=CE— By.

En retranchant I'une de 'autre les deux premiéres de ces égalités,
il vient

CB—By=Ay—Ca,
el en comparant a la troisiéme on en conclut les relations

I
L’action du plan n’est donc nulle que si I'ellipsoide supelﬁc1el est
semblable a I’ellipsoide: d’inertie. :

Pour trouver, dans le-cas général, laloi du' mouvement écrivons
les deux équations

A_B_C
a

A (ap? +Bq +vr?) =1,
A2(atp? B2g24 y2r2) =82

Par élimination de % il vient

(10) a2 — 3 pr+B(B —32) g2 v(y—82)r2=o.
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Les équations (4) et (10) permettent d’exprimer linéairement ¢2
et * en fonction de p?, et, en portant les valeurs trouvées dans la
premicre équation (8), on voit que le Llemps est donné en fonction
de p par une-intégrale elliptique de troisiéme espéce.

Nous allons maintenant nous occuper spécialement du cas ou la
quantité D est nulle. L’équation (7) montre que X\ est alors une
constante, de sorte que la vitesse de rotation est dans un rapport
constant avec la longueur OP. D’aprés cela :’

Si D est nul, le mouvement de l’elltpsoade supe;/wtel est un
mouvement de Poinsot.

Mais P'action du plan n’est pas vulle, & moins que A, B, C ne
sonent proportionnels a a, B, v, ce que nous ne supposons pas

Cherchons ce que signifie I'équation D = o.

Quels que soient A, B, C on_peut, en admeuant que 2, {3 'r
soient inégaux, trouver trois constantes R, S, T telles que I'on ait

A=R+ Sa+ Ta2,
B=R+Sp+ T3e,
C=R+8Sy+Ty.

En portant ces expressions dans I'équation (7), il vient

1 T 1)
D:R(—-{-——%—— .
e B v/

Si donc D est nul, on a simplement

A =Sa+Ta?,
‘B=Sf8 -+ Tpe,
C=Sy+ Ty

D’apres cela, la velation D'= o exprime que l’éllipsoi’dc d’inertie
Az?4-By2+ Cs=1 et 'ellipsoide superficiel x4 Byi4-3t=1
se coupent suivant une courbe pour laquelle x4+ Byt 4 yis?
est une quanlilé constante, c'est-i-dire suivant une polhodie de
Pellipsoide superficiel. La réciproque est évidemment vraie.
Comme ’échelle de construction de I'ellipsoide d’inertie est arbi-
traire, on peut toujours, quand D.est nul, supposer que cet ellip-
soide passe par la polhodie que décrit le pole P. Admettons en
outre que I'unité de lemps soit choisie de facon a rendre la con-
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stante ) égale a Punité. Alors les coordonnées x, y, 5 de P ne
différent pas de p, ¢, r.
En remplacant, dans les valeurs (9) de L, M, N les moments
d’inertie A, B, C par leurs valeurs ci-dessus on trouve

L=T(B—y)(a—B—71)gr,
M=T(y—a)(B—y—2)rp,
N=T(z2—8)(y—2—B)pg.

D’aprés le théoréme connu de Resal, L, M, N sont idenliques
aux composantes de la vitesse du point G, extrémité du vecteur
représentant le moment cinétique. Les coordonnées de G sont Ap,
Bg, Cr. Pour construire ce point, il suffit d’abaisser, a particde O,
une perpendiculaire sur le plan tangent en P a ellipsoide d’incrlie,
et de prendre sur cettc perpendiculaire une longueur OG égale a
Pinverse de la distance du point O au plan tangent.

Il existe d’aillears une infinité d’autres points dont la vitesse
peut servir a représenter le moment de P’action du plan II. Cette
propriété apparticnt a tous les points K dont les coordonnées sont

§=(Ux~+ Ta?)p,
n=(US+Tg)g,
{=(Uy+Ty¥)r,

U désignant une constante arbitraive.
En effet, la vitesse relative d’un pareil point a pour projection
sur Ox

d N/ .
Tigt =(Ua+T1’)FI:' =(U+Ta)(B—1)gr

La vitesse d’entrainement du méme point a pour projection
gy —rn=[U+T@E+7))(r—B)gr
Par suitc la projection de la vitesse absolue est
T(E—1(x=B—1)gr,

cxpression identique a celle de L.
Le lieu des points K, quand I'on fait varier U, est unc droite
passant par G et dirigée perpendiculairement au plan tangent a
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Iellipsoide superficiel : c’est donc une droite de direction fixe dans
'espace.

Lorsque le corps est homogéne, les moments d'inertic A, B, C
ont pour valeurs, en appelant u la masse totale,

:\=l,i(;l-+—l->y B=‘;<l+£>r C=}.—1<£+-[-)’
S5\8 v 5\y = 5\z2 B

ce qui peut s’écrire

A=gimle+Brna—a),
B =l @b+ 08— ),
C=gpla+rprnr—71
11 suffit alors de poser
= pa+rf+y) P
ST T T

pour rentrer dans le cas précédent.

La condition D = o est encore vériliée lorsque le corps est com-
posé de couches cllipsoidales homothétiques dont chacune est
homogéne. On le reconnait immédiatement cn considérant une
pareille couche comme la différence de deux ellipsoides homothé-
tiques et homogénes.

Pat conséquent :

Un ellipsoide homogéne, ou composé de couches homothé-
tiques et homogénes, qui a son centre fixe et qui se meut en
roulant et pivotant au contact d’un plan fixe, obéit a la loi de
Poinsot.
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