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. SUR UN ELEMENT GEOMETRIQUE NOUVEAU DES SURFACES;

Par M. E. Barre.

Dans deux Communications insérées au Bulletin de la Société
mathématique (19 janvier et 16 mars 1887), M. le prolesseur
Demartres, de 'Université de Lille, signalait a ['attention des géo-
métres U'intérét d’un élément géoméirique nouveau auquel il don-
nait le nom de flexion.

Le présent Mémoire a pour objet de continuer le travail de
M. Demartres et d’élablir dans ses grandes lignes la théorie de cet
élément.

Je rappellerai ici les définitions et les résultats généraux signa-
1és dans les Mémoires précités, afin de présenler une étude qui se
suffise & elle-méme; mais je me bornerai a renvoyer le lecteur,
pour les démonstrations, aux Communications du savant proles-
seur de I'Université de Lille.

PREMIERE PARTIE. — DEPINITION DE LA FLEXION. PREMIERES PROPRIETES.
APPLICATIONS. '

1. Définition. — Considérons sur une surface un point M et
prenons un plan de référence fixe P. Si I'on se déplace infiniment
peu sur la surface, suivant une direction MM, on s’éloignera du
plan P d’une quantité dh; en méme temps, la trace du plan tan-
gent sur le plan de référence tourne de I'angle d¥. L’angle du
vlan tangent en M avec le plan de référence étant 8, nous appel-
lerons flexion de I'élément MM’ par rapport au plan P le rapport

1 dn

) sinib 2v

2. Turorime 1. — S¢ ’on considére sur une méme surface
deux directions conjuguées dont les flexions relatives a un
28 > ¢o/, 7 7
niéme plan P soient §, et 55, on a

(2) F15:+ R Ry = o,
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R, et R, étant les rayons de courbure principaux de la surface
au point M.

CororLrLare. — Si le déplacement a lieu suivant une asymp-
totique, on aura
o
(3) ¥ =vV—=RR,,

et Uon remarquera que cette valeur est indépendante de la
direction choisie pour le plan de référence. (Voir Communica-
tion du 19 janvier.)

3. Expressionsdiverses de la flexion. — Soient MM’ I'élément
de courbe, Q le plan tangent en M. Soit & la trace sur Q d’un
plan paralléle au plan de référence mené par M.

Si Pon désigne par ¢ I'angle que 8 fait avec la direction MT de
la tangente en M a I'élément MM’ et par ¢, I'angle de & avec la
direction conjuguée de MT, on démontre (Communication du
16 mars) la formule

, o ds sing
(4) :F_-d'_a sing;’

ds désignant I'élément d’arc du déplacement, ds I'élément cor-
respondant de 'arc d’indicatrice des normales.
La formule (4) conduit immédiatement au théoréme suivant :

Tatorime II. — La flexion d’un élément n’est pas changée
quand le plan de référence tourne d’un angle quelconque
autour de sa trace sur le plan tangent en M.

Nous pouvons donc donner la définition suivante :

Définition. — La flexion d’un élément MM’ par rapport a une
direction ¢ du plan tangent en M est la flexion de I'élément MM’
relativement a un plan quelconque paraliéle a ¢.

Nous la désignerons par le symbole (T 3) et nous 'appellerons,
pour abréger, flexion de T par rapport a o.

Formules diverses. — Le Mémoire précité contient une série
de formules que je me borne a rappeler.
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Soient © 'angle de MT avec la direction principale de rayon de
courbure normale R,; w celui de M3 avec la méme direction, et
@y celui de la droite MT, conjuguée de MT avec cette direction;
on a en valeur absolue
sin(w — @)

2 _ ds
% =% sin(w— 9q)

Si I'on prend pour sens positif des w, ¢ celui qui améne la direc-
tion relative a R, sur celle relative & R,, par une rotation d’un
quadrant, I'observateur étant supposé les pieds au point M et la
téte vers le centre de courbure, on trouve

(6) §= (T8) = sm(m—?) i - tangw — tango
coswcos<p+ sinw sin ¢ -l—+—'—tan © tan
R, R, R, 7 R, engwtange

ce qui peut aussi s’écrire

-
(6 bis) -'itangw tangm+lango—-tangm+i =o0;
R’ * ‘ Rl

et en désignant par R le rayon de courbure normale de MT et par
R’ celui de M3 :
Rsin(w —o)sin(e —¢y)

sin(w — ®1)

(7) F=

et

(el wVE-w) v
/%) (&)

De l'une ou l'autre de ces relations on tire (T¢) + (8T) = o;

(8)

ainsi :

Tutorime Ill. — La flexion de T par rapport a & est égale
et de signe contraire a celle de & par rapport a'I.

On obtient de méme les résultatls suivants :

Tutoreme IV. — A ‘chaque direction 'I" en correspond une
autre ¢, telle que T8 ait une valeur donnée. Les faisceauzx
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correspondants I et ¢ sont homographiques et ont pour rayons
doubles les directions asymplotiques.

Tatovime V. — Quand deux directions sont rectangulaires,
la flexion de U’une par rapport & lUautre a pour valeur
absolue Uinverse de la torsion géodésique de U'élément corres-
pondant (*).

Tutorime VI. — La courbure totale est égale et de signe
contraire al’inverse du produit des flexions d’un méme dépla-
cement par rapport & deux directions conjuguées.

La considération de la formule (6) m’améne immédiatement &
deux théorémes nouveaux; écrivons que la valeur de ¥ est indé-
pendante de ¢, on obtient, tous calculs faits :

R,

tang?w = — R,’

d’ott I'on conclut :

Tatonime VII. — Il existe deux directions ¢ et deux seule-
ment telles que la flexion (T 8) ait une valeur indépendante de
la direction MT : ce sont les deux directions asymptotiques.

Cetle valeur constante de la flexion est en valeur absolue
— R,R,.

Tutonkme VI — Il existe deux directions et deuz seule-
ment, les directions asymptotiques, pour lesquelles la flexion
soit indépendante du plan de référence choisi.

Cette valeur est encore /— R R, au signe prés.

Remarque sur les modifications & apporter aur énoncés
précédents dans le cas d’un point parabolique. — La flexion
en un pareil point ne sera, pour aucune direction, définie et indé-
pendante de la direction du plan ou de la direction de référence;
car la direction asymplotique unique pour laquelle seule cela
pourrait drriver donne une flexion infinie ou indéterminée suivant
le choix du plan ou de la direction de référence.

(') Dans ce cas, la formule (T3)+ (4T ) = o conduit au théoréme de M. Ber-
trand sur les torsions géodésiques de deux déplacements rectangulaires.



- 102 —

Méme remarque si 'on cherche une direction ¢ telle que (T¢)
soit indépendante de la direction T.

4. Nouvelle expression de la flexion. — On peut transformer
Uexpression (4) d’une maniére qui nous conduira & une formule
qui nous sera utile plus tard. _

Soit M® la paraliéle a la tangente a l'indicatrice des normales
relatives au point M. M® est, comme l'on sait, la direction du
‘plan tangent en M perpendiculaire 3 MT, conjuguée de MT. La
formule (4) donne donc immédiatement en valeur absolue

. ‘ = o ds sin(8T)
of = TO = = —
(9) (Ts) ds cos(6®P)

5. Flexion relative au déplacement du plan osculateur
d’une courbe. — La définition générale de la flexion (n° 1) peut
évidemment s’appliquer au déplacement du plan osculateur a une
courbe en associant a chacun de ces plans son point de contact
avec la courbe.

Si alors 'on prend pour O3 une perpendiculaire au plan de
référence, on aura '

j © dsz ¥

= ;@ sinz0’

ou dy, 9 ont les significations précédemment définies el z, ¥, 3
représentent les coordonnées d’un point courant de la courbe.
Soient a, 3, y les cosinus directeurs de la tangente a la courbe;
o/, B/, ¥’ ceux de sa normale principale, et a’, £’, ¥ ceux de la
binormale. On a
sin20 = 1 — "2,

Mais la trace du plan osculateur sur 2Oy a pour coefficient

”

. o
angulaire — ;.

”

Soit alors T le rayon de torsion de la courbe; il vient

AV — o df’ — B"da” _ 2’ f— B ii_s . Y ds
- o't 4 7 I p"z T — - T
et enfin § = — T. Donc :

Tutonime IX. — La flexion relative au déplacement du
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\

plan osculateur @ une courbe est égale, au signe prés, a son

rayon de torsion.

6. Etude de la flexion pour un déplacement suivant une
asymptotique. — Nous savons que la flexion pour un tel dépla-
cement est, au Signc prés, égale a y/— R R,. '

D’aprés le théoréme précédent, elle est égale aa rayon de tor-
sion de l’asymptoliqlie; d’ou la relation connue

T0= ‘/‘_' l{ll"Sy

ou T, est le rayon de torsion de I'asymptotique considérée.

Remarquons qu’en s’appuyant sur le théoréme V on pourrait

retrouver ces résultats.
LG e ) .

Cas ou Uasymptotique est une generatmce d’une surface
réglée. — Il ne peut plus étre question ici de torsion de P'asymp-
Lnuque, mais on peut arriver a d’autres conclusions.

Soit M le point considéré, O le point central. Prenons un plau
de référence perpendiculaire a la génératrice; dans ces conditions,
en posant OM = p, on aura

¥= 4/ rlangq; = %:
K étant le paramétre de distribution de la surface considérée. On
déduit de la

Kdp ot K2
Yy — = PN
=Sk TR :
et finalement

1 K2
(10) "R, R, =_(Kz+91)z?

expression simple de la courbure totale d’une surface réglée.

7. Application des résultats précédents & la recherche des
surfaces réglées a courbure totale constante. — D’aprés I'ex-
pression (10), on voit que, sauf le cas on K est nul ou'infini (déve-
loppables et cylindres et courbure totale nulle), la courbure ne
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peut étre constante que si o est constant toul le long d’une géné-

ratrice. Ceci n’est possible que pour des génératrices isotropes.
On arrive dés lors facilement au théoréme suivant :

Tutorime X. — 1° Il n'existe aucune surface réglée & géné-
ratrices réelles applicables sur la sphére ou sur la pseudo-
sphére.

2° Les seules surfaces réglées réelles applicables sur une
sphére sont les sphéres égales.

3° Aucune surface réglée réelle n’est applicable sur une
pseudo-sphére.

Les deux derniéres parties de ’énoncé résultent de ce que, si la
surface admet la génératrice isotrope G, et si elle est réelle, elle
admet également la droite imaginaire conjuguée G, comme géné-
ratrice et se réduit nécessairement i une sphére.

Remarque I. — 1l existe toutefois des surfaces réglées imagi-
naires, mais & équation réelle, applicables sur une pseudo-sphére.
Ce sont les sphéres imaginaires

2+ yi1+ 32+ K= o.

Remarque I1. — Le paramétre de distribution d’une sphére de
rayon R est Re.

8. Tutonime XI. — La torsion géodésique de la trajectoire
orthogonale d’une ligne asymptotique est, au signe pres, égale
a la torsion de cette asymptotique au point considéré.

Car la flexion prise par rapport a la direction perpendiculaire
au déplacement, direction qui n’est aulre ici que la langente prin-
cipale, est égale, au signe prés, a y/— R, Ry, c’est-a-dire précisé-
ment au rayon de torsion de 'asymplotique.

Remarque. — Ce théoréme se déduit immédiatement de la
proposition de M. Bertrand sur les lorsions géodésiques de deux
¢léments rectangulaires.



— 1035 —

9. Etude géométrique de la flexion dans les développables.
— Soit M le point considéré. Prenons un plan de référence per-
pendiculaire a Ja génératrice OM de la développable, O désignant
le point de contact de cette génératrice avec I'aréte de rebrousse-
ment. Posons OM = /. Soit MM’ la direction suivant laquelle on
veut étudier la flexion par rapport a la direction MD, perpendi-
culaire 3 OM dans le plan tangent en M. Soit M’ O’ la génératrice

Fig. 1.

du point M. Soient ds,, ds, d3', ds” les éléments d’indicatrices :
de la normale a la surface au point M, de la tangente ct des deux
normales 4 'aréte de rebroussement au point correspondant O.
Comme ici l'on a dy=ds, et sinl =1, la flexion § a pour
expression

F= 2,

das,

D’autre part, on a évidemment

dd‘,,: da";

d’oti, » étant 'angle indiqué sur la figure,

8|

M'__Nl_ﬂ_ldc
) ~E~sin9

%\,

|

1
(— c0s@) 7oy

/
=

En réduisant et faisant usage des formules de Frenet, on arrive
3 la formule suivante :

(11) gf‘.—.-—lcotcp%,

ou T et R sont les rayons de courbure ct de torsion de l'aréte de
la développable.
D’autre part, si K est lc point de M'0' situé dans le plan dc
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référence dont MD est la trace sur le plan tangent, les segments
MR et MK sont des infiniment' petits équivalents en grandeuar
absolue; ils sont, d’allleurs, dmges en sens inverse. On a evndem—
ment o

hm —— =Ry,

- ay

R, désignant le rayon de:courbure de la scction normale ptinci-

pale MK. Donc

RJ: lim -NE-( ="—"lim M lim MR coto;

Ly dy dy
“d’ou enfin expression nouvelle de la flexion,
(12) ¥= Ry coto.

En comparant les relations (11) et (12) on obtient la formule
connue qui donne 'expression du rayon de courbure principal fini

d’une developpable,

-t

S
(|3) ’ ‘ ‘ Rl:_lﬁ"

Si l'on prend un plan de référence perpendiculaire 3 MM/ défini
par sa trace MM, dans le plan tangent, la flexion relative a cette
direction prend les formes suivantes :

g _tdo_,T 1 dow_,T 1 '
© T sinedy  Rsing @4 ~ " Rsind cos(MK, MM])’
Or, on a
(MK, MM/) = = —i-co,
d’ou
‘ ,"__il _ ‘2R1
(14) : ) = Q . sin2¢’

Q désignant la torsion géodésique de ’élément MM'. Cette formule
aurait d’ailleurs pu étre écrite. de suile en se rappelant 'expres-
sion de la torsion géodésique.
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DEUXIEME PARTIE. — ETUDE DE LA FLEXION EN COORDONNEES
CARTESIENNES RECTANGLES.

1. Expressions diverses de la flexion, le plan de référence
étant l’un des plans de coordonnées.— Nous supposons d’abord
I’équation de la surface ramenée 4 la forme

(1) 3= f(xy),

laissant de coté le cas simple, ou la surface se réduirait a un cylindre
dont les génératrices seraient paralléles a I'axe Oz. -

Premier cas. — Le plan de référence est parallele a 'un des
plans £ = o0 ou y=0.0n démontre (Communication du 19 janvier)
que dans le premier cas la flexion ¥ est donnée par la formule

dr

(2) ‘ j=(P’+'I’+l)m’

ol p et g.sont les dérivées premiéres de f; r, s el £ ses dérivées
secondes. ; .

Uune formule absolument analogue donne la solution de la ques-
tion pour un plan de référence paralléle a y = o,
2 bis =(p+q*+1) ————=-
( ) ‘ F=(r+q ) rdz+ sdy

Deuxiéme cas.— Le plan de référence est paralléle au plan zOy.
On obtient, par une marche identique a celle suivie par M. De-
martres, I'expression '

a Pl 2t g2 pdz+qdy,

(3) F=(p*+gq +l)pd¢7—-q(lp

ou ‘

) F=(prrgrn e dd

(ps — qr)dzx +(pt—gqs)dy

2. Points d’une surface pour lesquels la flexion, par rap-
> P P

port & un plan fize, est indépendante du déplacement élémen-

taire choisi.— Prenons le plan 2Oy paralléle au plan de référence.
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En se reportant & la formule (2), on voit que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que ¢ soit nul : le lieu
cherché est donc défini par les équations

ft=o.

| 3= fla,);

on voit que c’est le lieu des points pour lesquels une direction
asymptotique est parall¢le an plan de référence; on pouvait le
prévoir d’aprés le théoréme VII. Sous une autre forme ce résultat
s’énonce ainsi :

(%)

Tutoreme XII. — Le lieu T des points d’une surface X pour
lesquels la flexion par rapport & un plan donné est indépen-
dante du déplacement élémentaire est le liew des points d’in-
Mexion des sections faites dans la surface T par des plans pa-
ralléles au plan de référence.

3. Il peut arriver que le liew précédent ne sout plus une ligne
mais bien une surface; ceci arviverait dans le cas ot la surface
considérée comprendrait une nappe pour laquelle on aurait en
Ltout point ¢ = o. L’équation ¢ = o représentant une surface réglée
a plan directeur, nous obtenons le théoréme suivant :

Tuatorime XIIl. — Toute surface telle quw'en chacun de ses
points la flexion par-rapport ¢ un plan fixe P soit indépen-
dante du déplacement élémentaire est une surface réglée ayant
le plan P comme plan directeur. Inversement, sur toute sur-
Jace réglée a plan directeur, la flexion prise par rapport a ce
plan pour un déplacement élémentaire quelconque est indépen-
dante de la direction de ce déplacement.

Remarque. — Cetle derniére pariie se généralise sans peine :
dans toute surface réglée, la flexion suivant un déplacement quel-
conque, a partir d’un point, prise par rapport a la génératrice de
ce point, est constante et égale au signe présa /— R, Rs. Clest
une conséquence immédiate du théoréme VIII.

4. ProeLimMe. — On peut se proposer de rechercher les lignes
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de la surface X telles que la flexion prise pour un déplacement
sur cette ligne, par rapport & un plan donné, soit en chaque
point donnée par une fonction déterminée ¥(x,y) de ses coor-
données indépendantes, la surface étant supposée représentée

par Uéquation (1).

Si nous adoptons le choix de coordonnées correspondant  la
formule (2), le lieu sera représenté par les équations

‘ £ =f("t;}’)v
(6) (‘L— p’—i—-q’—l—l__s I
("”—[ $(z,5) ]‘

Nous obtenons ainsi une famille de courbes. Toutefois la dis-
cussion de la seconde des équations (6) améne a des développe-
ments analytiques que je crois hors de proportion avec I'intérét
qui s’y attache, aussi me bornerai-je a étudier quelques applica-
tions particuliéres.

Applications. — 1° La fonction & se réduit a la constante zéro.
La seconde équation (6) ne peut plus étre appliquée en toute
rigueur. Toutefois, en considérant le résultat obtenu comme cas

limite, on trouve
dx = o.

Les courbes cherchées sont les sections de la surface par des plans
paralléles au plan de référence.

2* La surface est une surface réglée dont le plan de référence
est le plan directeur. On a, dans ce cas, ¢ = o; par suite dx est
nul, ce qui donne les génératrices rectilignes : ce résultat peut
s’expliquer géométriquement, la flexion prise dans ces conditions
élant évidemment indélerminée.

On trouve, en oulre, la solution singuliére seule intéressante :

\ PP grri=s55(2,y),
l s =f(z,y) =y fi(z)+ fu(2),

qui représente une courbe bien définie sur la surface.
Supposons, par exemple, que la surface soit un paraboloide
équilatére et lc plan de référence un de ses plans dirvecteurs. Elle
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a pour équation

(8) a‘j.

(3]
i

Q=

La premiére des équations (7) donne ici
(9) 24y a’:,ai(z‘,y).

Dans le ‘,cas spéc:al ot la fonction ¥ serait du premier degré en
et y et, en particulier, une constante, cette courbe serait tracée
sur un cylindre de révolution. Donc, les lignes d’égale flexion
du paraboloide équilatére par rapport a un de ses plans direc-
teurs sont ses intersections avec la famille des cylindres de
révolution autour.de U'azxe de la surface.

5. Flexion dans Uhélicoide gauche a plan directeur, la
Sflexion étant prise par rapport @ ce plan. — L'équation de la
surface rapportée a son plan directeur est

A ol
(10) P —tanga,

d’ou, en vertu de la formule (3), Foa conclut

- xi_’_ 2
g=a+—a;z~-

Ainsi, les lignes d’égale flexion sont les hélices asympto-
tiques de la surface; nous négligeons, bien entendu, les généra-
trices rectilignes.

6. Flexion dans le paraboloide de révolution. — Nous pren-
drons comme plan de référence, soit un plan paraliéle au plan
langent au sommet, soit un plan paralléle a I'axe, c’est-a-dire & un
plan méridien.

I. L’équation de la surface étant

x4 y?
20

(11) 5=

supposons d’abord le plan de référence perpendiculaire a I'axe. La
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formule (3) donne pour expression de la flexion

(12) i_ar3+y’+a’ zdx + v dy
- a zdy —y dx

Une intégration immédiate donne en termes finis 'équation des
lignes d’égale flexion. Elles sont gauches, sauf quand cette flexion
doit éire nulle, auquel cas elles se réduisent aux paralléles de la
surface. o

II. Si le plan de référence est paralléle a I’axe, nous pouvons le
supposer paralléle au plan z = o. La formule (2) doune alors

j — a’+.z"'+y’ ﬂ

(13) a @

Cette formule permet de trouver les lignes a flexion constante et
de résoudre d’autres problémes du méme genre. On voit qu’elle
montre que le long d’un méridien la flexion varie comme la
distance du point considéré au plan tangent au sommet.

7. 1l resterait, pour compléter cet exposé, a rechercher P'ex-
pression de la flexion pour une surface donnée par une équation

z=f(z, ),

le plan de référence étant quelconque. Ce probléme pouvant étre
considéré comme cas particulier du probléme général qui termine
ce travail, je ne le traiterai pas ici. On en déduit la solution du
probléme lorsque la surlace est donnée par une équation de la
forme )

Sz, y,3)=o.

TROISIEME PARTIE. — ETUDE DE LA FLEXION EN COORDONNEES CURVILIGNES
RAPPORTEES A UN TRIEDRE TRIRECTANGLE.

Nous supposons dans tout ce qui va suivre la surface définie par
des équations A
x =f( u$ v)?
(1) Yy =¢(u,v),

5 =4(u,r),



— 12 —

et nous poserons suivant ’'usage

dg oY o o of de
o ou Ju du Ju du
(2) A= 122 112 , B = 172 u , C — 112 113 ,
o o o o o o
dv  oe Jde  ody dv  ov
2 2
A
' Ju du dy oy
(2) { / \
1 i
( H = (A2 B2 C2)7 = (EG — F2)3.
_f:’;2 ‘?’lll’ qu,:“ _f;lul "",1,40 ,l’ll'
D= fl’L (f;t "‘.J;t 9 D'= l’l ?IIL 'l,l 9
Jo ¢ b Soo e Y
(3) " " n
Sor oo g
D'=|fu eu $u |
\ So e b
B , D v DI . Dll
(3) F=p F=g» 6=

1. Etablissement direct de la formule donnant la flexion par
rapport au plan x0Oy. — On trouve, comme dans le travail de
M. Demartres, la formule

H2dz

’ \;__. .
(4 4= XdB_BdA

Cette derniére formule méne, pac des calculs identiques a ceux
que nous rencontrerons prochainement, a la suivante

(§), du + ¢, do)H2
(DY, =D}y du+ (DY, —D'§)dv’

(3) ¥F=

2. Applications. — Dans le cas ol I'on prend des sections ho-
rizontales comme courbe ¢ = const., c’est-a~-dire ot la fonction ¢
se réduit & une fonction de la seule variable Y, la formule (5)
se simplifie considérablement et devient

H2 dv

(6) il v e yareld
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elle s’écrit encore

. s__(F _ B du

7 TET\HETH @

On tire trés simplement de cette derniére forme divers résultats.
Quand E'= o, c’est-a-dire quand la direction de référence, in-

tersection du plan tangent et du plan de référence, est asympto-

tique, ¥ est indépendant du rapport %, c’est-a-dire da dépla-

cement choisi et c’est le seul cas ot cela ait licu; ¢’est un résultat
déja trouvé.

Soient maintenant Q; la torsion géodésique des courbes hori-
zontales ¢ = const. et Q, celle des courbes u = const. Ces deux
fonctions sont données par les relations

I ’ " ___I_ "G '
Q=g (EF—FE),  Qu= gy (FG—FG).

La flexion & suivant le déplacement du = o satisfait donc aux
deux relations

1 E'F
7=
@ 1 g, SF.
3~ "7 HG

Les formules (8) conduisent aux résultats suivants :

1° Si les courbes coordonnées u = const. et ¢ — const. sont
rectangulaires, F est nul et il vient

I
g - Quw———" Q:a

résultat déja trouvé.
1 . . g .
2° On a également - Qy si G'= o, c’est-a-dire si les courbes
g

u = const. sont asymptotiques. C’est un résaltat connu (Théo-
réme XI).

Si E'= o, on retrouve le résultat suivant : la flexion d’une
asymptotique par rapport & une direction quelconque est égale
a son rayon de torsion.

XXXV, 8
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3° Soient R, et R; les rayons des sections normales tangentes
aux courbes u = const. et v = const. Les formules (8) s’écrivent

N 1 cosf 1 cos0
(9) 3+Qz— R, ’ E—Qu— R,

On obtient aipsi le théoréme suivant :

Tatorime XIV. — L’inverse de la flexion d’une direction u'T
par rapport & une direction de référence M3 est égale :

1° A la somme de la torsion géodésique relative a la direction
considérée et du produit de sa courbure normale par le cosinus
de U'angle (T3).

2° A la différence entre le produit de la courbure normale
de la direction de référence par le cosinus de ’angle (T3) et de
la torsion géodésique de cette direction de référence.

3. Revenons aux conséquences de I'équation générale (7). Si
du S TR TP
I'on pose - = p, la formule considérée s’écrit
dv ’

. PP,
;== (m+em)
1° Soient p, et pp deux valeurs de u telles que p, + py = 0. En

appelant &, et &, les flexions relatives aux directions qui corres-
pondent a p, et .,

+

—— — =

-
7 H

Ve

I
%
ou &, désigne la flexion du déplacement suivant u = const. Ainsi:

Tatorime XV. — La flexion prise par rapport & une direc-
tion quelconque pour un déplacement déterminé est moyenne
harmonique des flexions relatives & deuzx déplacements conju-
gués harmoniques par rapport a la direction de référence et
au déplacement considéré.

Corollaire. — La flexion d’un élément prise par rapport a une
direction perpendiculaire, égale a la torsion géodésique de la
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dirvection du déplacement, est moyenne harmonique des flexions
prises par rapport i la méme direction, de deux déplacements
quelconques syméiriques par rapport au déplacement considéré.

Remarque. — Le théoréme V n’est qu'un cas particulier du
théoréme XIV.

2° Soient @, et py deux valeurs quelconques de p.; on a

1 F'2 -+ E'F’ E?

Dans le cas ot les déplacements sont conjugués, on a

E'pypa+ F' (14 pa) + G =o,
et il vient

1 _F—EG

7.5  H RiR;’

jlg"g-{— R1R,= 0,

c’est-a-dire

résultat déja trouvé autrement.

4. Calcul de Uexpression générale de la flexion (T8) d’un
déplacement par rapport & une direction de référence. — On
voit sans peine que I’on a en valeur absolue I’égalité

§_ ds sin(8T) _ [=(ay dy——ﬁtd@‘)’]—%
(11) " do cos(3®)  adA + By dB +v,dC

en désignant par a,,83,,y, les cosinus directeurs de M3 et par a,,
by, ¢, ceux de la normale i la surface; or ici

A b= B G
a — "’ =7’ c= u’
la formule (11) devient alors
3 H2[3 (2 dy — B do)]t

= H(a,da—i—@.db+71dc)—(aa1+bpl+c~{,)dH'

La direction de référence étant dans le plan tangent, cette expres-
sion se réduit &

1
F— H[Z (ajdy — B dz)? |2

(12 bis) = a,dA + B, dB + 7, dC
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Soient ) et . les coefficients directeurs superficiels de la direction
de référence; on a

Y. Y _Y A
ul—)\—(‘)—;t+pt)0’ dz—adu—}-;;dv

et la formule analogue; d’ott
aydy — Pidz = CG() dr — pdu).

Il vient alors

(Adr — pdu)H?2

(12) jza,dA+§1dB+wdC'

Le dénominateur est de la forme Idu 4 J dv; il reste & calculer I
et J. Dans l'expression de a, dA qui, développée, s’écrit

a,dA_—l;( f—|—p%>du+%< o f)dv,

0 dv

faisons les substitutions

dA U ’ " / " ’ "
ou = ghatd, — Po Yoos + P Yo — Vi Puos

()A n ’
5‘; = QYo — quPu“" ?u q’ui q"u QPZ

Nous aurons, comme coefficient de du,

du < ;{i ) = l[fu(‘?m‘?' q“u‘(ﬁ’)_*_f;lf((?;l, ll’tv"“ "‘{;L(‘?IIILV)]
+ [ (P bo— Zi‘?:')'*‘fil(‘?;t wy q“u‘?uv)]

Faisant la somme des termes analogues dans «, dA, 8, dB, v, dc,

nous trouvons
I=—(AD +pD"),
J=—(AD'+ pD").

Nous avons donc au signe prés

§— (@ du— hdv) H2
" (A\D+uD)Ydu+ (AD' + uD") do’

Pour voir quel signe il faut adopler, comparons avec la for-
mule (5), qui donne sans ambiguité la flexion par la direction
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définie par la relation ¢, du + ¢, . = o. Nous constatons que la
formule précédente convient en grandeur et en signe. On a donc

_ (pdu — Adv) H2

= D+ pD)du+ (AD+ pD") dv

' _ H(pdu—Adv)
=T+ gF)dut (AF+ pG)dv

F

(13)

et, sil’on définitle déplacement par ses paramétres superficiels &, 1,
on obtient la formule

_ H(pf — M)
(14) j_()\E’+;1F’)E+()\F'+HG')"l’

et, si 'on pose

0(Ap) = E'A+ 2 F'Ap + G'p2,

on peut encore écrire

g 2H@ — ) _ oH(pf—2n)
05 + 79, A8 + 18},

(15)
On vérifie immédiatement sur ces formules la relation
(T3)+(8T)=o

et le fait que, si les directions (&, n) et (), 1) sont conjugués, § est
infini.

5. Interprétation géométrique nouvelle de la formule (15).
— Rapportons la surface a ses lignes de courbure : 'équation de
I'indicatrice en un point (&, ¢) rapportée a ses axes sera

EN+G =1,
I’homogénéité de la formule (15) permettant de prendre pour

valeurs des paramétres A et ;1 les coordonnées rectangulaires (), u)
du point correspondant de I'indicatrice.

I. Indicatrice elliptique. — On peut poser

’ 1 ' 1
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et

(16)

A = a cos ¢y, p = bsingy,

£ = aeoso,, 7 = bsing,,

a et b étant les axes de I'indicatrice. Or, ici les axes superficiels
étant rectangles, on a

pt — Ay, = OROSssine,
et la formule (15) donne immédiatement.

H sine OROS
(17) 5‘———————c05(?‘_.?2) .

On peut aussi calculer la différence p& — )l au moyen des

Fig. 2.

relations (16); sil'on pose

C = 91— Poy
on arrive a la formule

(18) §=Hab tangi.

On peut transformer ces deux résultats de maniére a metire en
évidence divers éléments géométriques : les rayons des sections
Ry, R,, R et R’ des sections normales qui passent respectivement
par OU, OV, OR et OS. En effet, en posant H2=FE'G’ on a la

relation
(19) RiRy=
D’ou

H2
IIEh

. 1 R,R,‘
OROS = m\/ RR 5

la formule (17) donne alors
j'_ Ry R, sine

(20) YRR cosg
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La formule (18) donne immédiatement

(21) ¥ = V/R{ R, tang .

Les formules (20) et (21) ont des significations géométriques
qu’on aper¢oit immédiatement en faisant intervenir le cercle prin-
cipal de lindicatrice.

Dans le cas d’un ombilic, les deux formules se réduisent a

F=R tange.

Il. Cas d’une indicatrice hyperbolique. — On posera ici

{ A= aseco,, £ = asecey,,
(22) ‘ )
‘ ®= bta“g?h =25 tango,,

et 'on trouvera

- _ RyR, sine
(23) 7= VRR tangh
en posant
tang§ = I—sing;sing,

COS?| COS Py

L’interprétation de cette formule ne présente pas le méme intérét
géométrique que celle de la formule (20). Méme observation pour
la formule qui remplace la formule (21).

Remarque. — 1l est évident qu'on pourrait ramener ce second
cas au premier par l'introduction d’angles imaginaires.

UI. Cas d’une indicatrice réduite a deux paralléles. ( Points
paraboliques.) — L’équation de l'indicatrice est ici
E'\2=1.

On a successivement

E'AE ~ E sin6sin0’’

§ = H.OR.OSsine I  sine

d’otu résulte
sine
(24) =R sinfsin0'’
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R, désignant le rayon de courbure normale fini unique au point
parabolique considéré.

Nous avons déja, dans I’étude des développables, rencontré des

cas particuliers de la formule (23). Par exemple, si la direction T
et ¢ sont rectangulaires, OR et OS sont rectangulaires;. et I'on a

b ™
0':’-—‘&4—;’ e = —»

d’ou
(25) §= 2R

" n?
sin20

formule qui n’est autre que la formule (13) de la premiére Partie.

6. Expression de la flexion suivant un déplacement donné
prise par rapport & un plan de référence arbitraire. — Soit

(26) ax +By+vz=0

Péquation du plan de référence dans laquelle =, 3, v sont les

cosinus mémes de la normale au plan. On obtient la direction cor-

respondante (A, ) en portant dans I’équation (26) les valeurs
= Mo+ pfo,  y=rupel, 3= Mg+ pdl,

et 'emploi de la formule (14), par exemple, donne immédia-

tement

H[(afl,+ Bot, -+ YV ) du + (af ¢+ Bo, + y4y) dv] ,
[2(F'fo—Efo)+ B(Fo,— Eoy )+ y(Fy,—E',)] du
+[2(Gfu—Ff0)+B(G o, —F'0p)+ (G, —F'§))]de

(27) §=

et avec la notation en parameétres superficiels
(28) F= Hlafi+ Bou+ y4)E+ (2fo+ Lo+ 1d) 1] )
% Ea(Ffa—Ef) -+ B (Foi— Eoo)+y(F'¢,— E'¢) )] %
+0[2(GCfu—Ffo)+ (G pu —F'o0) +7(G i —F'¢0)]
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Remarque. — Ces formules se simplifient un peu si les coor-
données u, ¢ forment un systéme conjugué.

7. Application. — Nous nous bornerons a faire de la for-
mule (27) Papplication signalée 4 la fin de la seconde Partie : la
surface étant donnée par son équation cartésienne

z=f(z,7),
et le plan de référence étant représenté par I’équation
ar + By +ys5=o0,
calculer la flexion. En appliquant la formule (27 ), on trouve

_ (p2+g*+1)[(2+yp)dz+ (P +vq)dy] .
las — Bt +y(ps —q3)| do + |25 — Ps + y(pt — gs)ldy

(29) &



