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SUR UN ÉLÉMENT GÉOMÉTRIQUE NOUVEAU DES SURFACES;

PAR M. E. BARRÉ.

Dans deux Communications insérées au Bulletin de la Société
mathématique (19 janvier et 16 mars 1887), M. le professeur
Demartres, de l'Université de Lille, signalait à l'attention des géo-
mètres l'intérêt d'un élément géométrique nouveau auquel il don-
nait le nom de flexion.

Le présent Mémoire a pour objet de continuer le travail de
M. Demartres et d'établir dans ses grandes lignes la théorie de cet
élément.

Je rappellerai ici les définitions et les résultats généraux signa-
lés dans les Mémoires précités, afin de présenter une étude qui se
suffise à elle-même; mais je me bornerai à renvoyer le lecteur,
pour les démonstrations, aux Communications du savant profes-
seur de l'Université de Lille.

PREMIÈRE PARTIE. — DBPINITION DE LA FLEXION. PREMIERES PROPRIÉTÉS.
APPLICATIONS.

1. Définition. — Considérons sur une surface un point M et
prenons un plan de référence fixe P. Si l'on se déplace infiniment
peu sur la surface, suivant une direction MM', on s'éloignera du
plan P d'une quantité dh\ en même temps, la trace du plan tan-
gent,sur le plan de référence tourne de l'angle dW. L'angle du
plan tangent ;en M avec le plan de référence étant 9, nous appel-
lerons flexion de l'élément MM' par rapport au plan P le rapport

-L, àh

sin^o dnr'

2. THÉORÈME I. — Si l'on considère sur une même surface
deux directions conjuguées dont les flexions relatives à un
même plan P soient S^ et S'^ on ci

(2 ) Ji^+ RiR^= o,
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R( et Ra étant les rayons de courbure principaux de la surface
au point M.

COKOLLAIRE. — Si te déplacement a lieu suivant une asymp-
totique, on aura

(3) ^==/- .KiK2,

et Von remarquera que cette valeur est indépendante de la
direction choisie pour le plan de référence. ( Voir Communica-
tion du 19 janvier.)

3. Expressions diverses de la flexion. — Soient MM' l'élément
de courbe, Q le plan tangent en M. Soit 5 la trace sur Q d'un
plan parallèle au plan de référence mené par M.

Si l'on désigne par e l'angle que 8 fait avec la direction MT de
la tangente en M à l'élément MM' et par £1 l'angle de S avec la
direction conjuguée de Mï, on démontre (Communication du
16 mars) la formule

ds sine
(4) S-- ctv sin£i

ds désignant l'élément d'arc du déplacement, dv l'élémeTit cor-
respondant de l'arc d'indicatrice des normales.

La formule (4) conduit immédiatement au théorème suivant :

THÉOKÈME II. — La flexion d^ un élément n^est pas changée
yuand le plan de référence tourne d'u/i angle quelconque
autour de sa trace sur le plan tangent en M.

Nous pouvons donc donner la définihon suivante :

Définition. — La flexion d'un élément MM' par rapport à une
direction S du plan tangent en M est la flexion de l'élément MM'
relativement à un plan quelconque parallèle à S.

Nous la désignerons par le symbole (T3) et nous l'appellerons,
pour abréger, flexion de ï par rapport à 3.

Formules diverses. — Le Mémoire précité contient une série
de formules que je me borne à rappeler.
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Soient o l'angle de MT avec la direction principale de rayon de
courbure normale R| ; o) celui de MS avec la même direction, et
©i celui de la droite MT| conjuguée de MT avec cette direction;
on a en valeur absolue

^ ds sm((D—<p)
' d<j sin(to—cpi)

Si Von prend pour sens positif des o>, o celui qui amène la direc-
tion relative à R( sur celle relative à Rs, par une rotation d'un
quadrant, l'observateur étant supposé les pieds au point M et la
tête vers le centre de courbure, on trouve

(6) ^=(T8)^= sin(co-<p) ^ tango)-tango ^
cosiocosç sinbusincp i i
——R——^——R—— t^K;13"^18»^

ce qui peut aussi s'écrire

S S(6 bis) —tang(olan§® 4- tango — tangco -+-— == o;

et en désignant par R le rayon de courbure normale de MT et par
R'celui deM3:

^_ Rsm(co—<o)s in (y—(p i )
w/ p si.i(to~<pi)

et

W
^~~\W^"fi)[^ H7Vv<' ÏÏTAKÎ'~R')

"h R;V (ïï ~" HT,) (ïï; - R)J

De l'une ou Fautre de ces relations on tire (T5) + (5ï) === o;
ainsi :

THÉORÈME III. — La flexion de ï par rapport à S est égale
et de signe contraire à celle de 3 par rapport aï.

On obtient de même les résultats suivants :

THÉORÈME IV. — A ^chaque direction T en correspond une
autre 5, telle que TS ait une valeur donnée. Les faisceaux
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correspondants ï et û sont homographiques et ont pour rayons
doubles les directions asympiotiques.

THÉORÈME V. — Quand deux directions sont rectangulaires,
la flexion de l'une par rapport à l'autre a pour valeur
absolue l'inverse de la torsion géodésique de Vêlement corres-
pondant (•).

THÉORÈME VI. — La courbure totale est égale et de signe
contraire à l'inverse du produit des flexions d'un même dépla-
cement par rapport à deux directions conjuguées.

La considération de la formule (()) m^amène immédiatement à
deux llléorèmes nouveaux; écrivons que la valeur de S est indé-
pendante de <p, on obtient, tous calculs faits :

,̂.. ^.tang»(o==— ^

d'où Von conclut :

THÉORÈME VU. — // existe deux directions S et deux seule-
ment telles que la flexion (TS) ait une valeur indépendante de
la direction MT : ce sont les deux directions asymptotiques.

Cette valeur constante de la flexion est en valeur absolue

=n[7BT.
THÉORÈME VIII. — // existe deux directions et deux seule-

ment, les directions asympto tiques, pour lesquelles la flexion
soit indépendante du plan de référence choisi.

Cette valeur est encore \/— R » Ha au signe près.

Remarque sur les modifications à apporter aux énoncés
précédents dans le cas d)un point parabolique. — La flexion
en un pareil pointue sera, pour aucune direction, définie et indé-
pendante de la direction du plan ou de la direction de référence;
car la direction asjmptolique unique pour laquelle seule cela
pourrait arriver donne une flexion infinie ou indéterminée suivant
le choix du plan bu de la direction de référence.

( ' ) Dans ce cas, la formule (ïo)-+- (oT) = o conduit au théorème de M. Ber
trand sur les torsions géodésiques de deux déplacements rectangulaires.
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Même remarque si l'on cherche une direction o telle que (To)
soit indépendante de la direction T.

^ 4. Nouvelle expression de la flexion. — On peut transformer
l'expression (4) d'une manière qui nous conduira à une formule
qui nous sera utile plus tard.

Soit M<I> la parallèle à la tangente à l'indicatrice des normales
relatives au point M. M<& est, comme l'on sait, la direction du
plan tangent en M perpendiculaire à MT, conjuguée de MT. La
formule (4) donne donc immédiatement en valeur absolue

(9) .T-(T?)_ ^s'n(8T)
ds cos(5<i>)

S. Flexion relative au déplacement du plan osculateur
d'une courbe. — La définition générale de la flexion (n« 1) peut
évidemment s'appliquer au déplacement du plan osculaleur à une
courbe en associant à chacun de ces plans son point de contact
avec la courbe.

Si alors l'on prend pour Os une perpendiculaire au plan de
référence, on aura

s _ d s ,
d^ silice '

où rf^, 9 ont les significations précédemment définies et x, v, 3
représentent les coordonnées d'un point courant de la courbel '

Soient a, j3, y les cosinus directeurs de la tangente à la courbe;
a', P', y' ceux de sa normale principale, et a", ?", y" ceux de la
hinnrmal^ F^r» 0binormale. On a

sîi^O == i — Y " 2 .

Mais la trace du plan osculaleur sur xOy a pour coefficient

angulaire — -f-r,'
^

Soit alors T le rayon de torsion de la courbe; il vient

^ _ ̂ //- Vd^ ^ ̂ ^ ds _ y ds
a^-r-j^ a^-t-j^ T "~ ~^~~i 7

et enfin S == — T. Donc :

ÏHÉOKÈME IX. - La flexion relative au déplacement du
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plan oscillateur à une courbe est égale, au signe près, à son
rayon de torsion.

6. Étude de la flexion pour un déplacement suivant une
asymptotique. — Nous savons que la flexion pour un tel dépla-
cement est, au signe près, égale à \/— RiRa .

D'après le théorème précédent, elle est égale au rayon de tor-
sion de Fasymptotique; d'où la relation connue

To=v/ -H|K2,

où To est le rayon de torsion de Fasymptolique considérée.
Remarquons qu'en s'appuyant sur le théorème V on pourrait

retrouver ces résultats.

Cas où V asymptotique est une génératrice d^ une surface
réglée. — II ne peut plus être question ici de torsion de l'asymp-
lolique, mais on peut arriver à d'autres conclusions.

Soit M le point considéré, 0 le point central. Prenons un plan
de référence perpendiculaire à la génératrice; dans ces conditions,
en posant OM == p, on aura

^=^, tang^,

K étant le paramètre de distribution de la surface considérée. On
déduit de là

K^p .. P2-}- K^
^-pï^lh ^—K~9

et finalement

/ ^ ï - Kî
(IO) RiRa """'"(K^-T-p^

expression simple de la courbure totale d'une surface réglée.

7. Application des résultats précédents à la recherche des
surfaces réglées à courbure totale constante. — D'après l'ex-
pression (10), on voit que, sauf le cas où K est nul ou infini (déve-
loppables et cylindres et courbure totale nulle), la courbure ne
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peut être constante que si p est constant tout le long (Tune géné-
ratrice. Ceci n'est possible que pour des génératrices isotropes.
On arrive dès lors facilement au théorème suivant :

THÉORÈME X. — i° // n'existe aucune surface réglée à géné-
ratrices réelles applicables sur la sphère ou sur la pseudo-
sphère.

2° Les seules surfaces réglées réelles applicables sur une
sphère sont les sphères égales.

3° Aucune surface réglée réelle n^est applicable sur une
pseudo-sphère.

Les deux dernières parties de l'énoncé résultent de ce que, si la
surface admet la génératrice isotrope G, et si elle est réelle, elle
admet également la droite imaginaire conjuguée G< comme géné-
ratrice et se réduit nécessairement à une sphère.

Remarque /. — II existe toutefois des surfaces réglées imagi-
naires, mais à équation réelle, applicables sur une pseudo-sphère.
Ce sont les sphères imaginaires

xî -\-y^-^ z^^r- R'= o.

Remarque II. — Le paramètre de distribution d'une sphère de
rayon R est IU.

8. THÉOUEME XI. — La torsion géodésique de la trajectoire
orthogonale d7une ligneasymptotiqueest, au signe près, égale
à la torsion de cette asymptotique au point considéré.

Car la flexion prise par rapport à la direction perpendiculaire
au déplacement, direction qui n'est autre ici que la tangente prin-

cipale, est égale, au signe près, à \/— Ri Kg, c'est-à-dire précisé-
ment au rayon de torsion de l'asymptotique.

Remarque. — Ce théorème se déduit immédiatement de la
proposition de M. Bertrand sur les torsions géodésiques de deux
éléments rectangulaires.
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9. Étude géométrique de la flexion dans les développccbles.

— Soît M le point considéré. Prenons un plan de référence per-
pendiculaire à la génératrice OM de la développable, 0 désignant
le point de contact de celle génératrice avec Farête de rebrousse-
menl. Posons OM == /. Soit MM' la direction suivant laquelle on
veut étudier la flexion par rapport à la direction MD, perpendi-
culaire à OM dans le plan tangent en M. Soit M'0' la génératrice

Fig. i.

du point M7. Soient rfcr,̂  rfT, dv\ dv11 les éléments d'indicatrices:
de la normale à la surface au point M, de la tangente et des deux
normales à Farde de rebroussement au point correspondant 0.
Comme ici Fon a d^ == d^n et sin0==i, la flexion § a pour
expression

^ dl
cT == ——•

dvu

D'autre part, on a évidemment

di/i. == d^ ;

d'où, 's étant Fangle indiqué sur la figure,

^ PiVT MB Idv , , î
cj1 = -,— == — = -'— (— cos<p) -,-„ •d<5^ dv^ siny' • ' d ^

En réduisant et faisant usage de& formules de Frenel, on arrive
à la formule suivante :

m

(u ) S ^ — l c o t ^ ^ ,

où ï cl R sont les rayons de courbure et de torsion de Farêle de
I;» dëveloppable.

D'autre part, si K est le point de i\f0' situe dans le plan de
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référence dont MD est la trace sur le plan tangent, les segments
M'R et MK sont des infiniment petits équivalents en grandeur
absolue; ils sont, d'ailleurs, dirigés en sens inverse. On a évidem-
ment

,. MK „
W 11

R, désignant le rayon de courbure de la section normale princi-
pale MK. Donc

., ,. MK ,. îiFR .. MRRI = lim -7— ==—lii t t —j— == lim -,-,- cotï»;d^ d^ d^ t

d^où enfin l^expression nouvelle de la flexion,

( 1 2 ) ^==RiCot(p.

En comparant les relations (i i) et (12) on obtient la formule
connue qui donne Fexpression du rayon de courbure principal fini
d'une développable,

( 1 3 ) R,=^^.

Si Pon prend un plan de référence perpendiculaire à MM' défini
par sa trace MM^ dans le plan tangent, la flexion relative à celle
direction prend les formes suivantes :

i — ^(y — / ï î ^n _ , T _[
sintDû?^ R sintp d^ R sin^ cos(MK,iMMi)

Or, on a
(MK,'MM;)== ^-h-c?, ' ' >

d'où

/ r\ i l ^i( 1 4 ) ^ , ^^q^^n9 .
Q désignant la torsion géodésique de l'élément MM'. Cette formule
aurai t d'ailleurs pu être écrite de suite en se rappelant l'expres-
sion de la torsion géodésique.
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DEUXIÈME PARTIE. — ÉTUDE DE LA FLEXION EN COORDONNÉES
CARTÉSIENNES RECTANGLES.

1. Expressions diverses de la flexion, le plaît de référence
étant l'un des plans de coordonnées.-— Nous supposons cTabord
Inéquation delà surface ramenée à la forme

(i) z^f^y), •

laissant de côté le cas simple, où la surface se réduirait à un cylindre
dont les génératrices seraient parallèles à Faxe Oz.

Premier cas. — Le plan de référence est parallèle à Fun des
plans .y .= o our= o. On démontre (Communication du 19 janvier)
que dans le premier cas la flexion -y est donnée par la formule

dr
(,.) , , S^p^q^.)-^-^, .

où p et q sont les dérivées premières dey; /', s et l ses dérivées
secondes.

Une formule absolument analogue donne la solution de la ques-
tion pour un plan de référence parallèle ày== o,

('ïbis) ^ ==(^î-+-y2_^i) dy
r dx -\- sdy

Deuxième cas.—Le plan de référence est parallèle au plan xOy.
On obtient, par une marche identique à celle suivie par M. De-
martres, l'expression

( 3 ) ^(p^q^^P^^^,' " - / p da —-q dp

ou

"> ^""^'\,.-;^y-,.^-
2. Points d\ine surface pour lesquels la flexion^ par rap-

port à un plan fixey est indépendante du déplacement élémen-
taire choisi.—Prenona le plan ^Oy parallèle au plan de référence.
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En se reportant à la formule (2), on voit que la condition néces-
saire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que t soit nul : le lieu
cherché est donc défini par les équations

(5)
/ == o,

^=/(^.r);
on voit que c'est le lieu des points pour lesquels une direction
asymptolique est parallèle an plan de référence; on pouvait le
prévoir d'après le théorème VII. Sous une autre forme ce résultat
s'énonce aînsi :

THÉORÈME XH. — Le lieu F des points d'une surface S pour
lesquels la flexion par rapport à un plan donné est indépen-
dante du déplacement élémentaire est le lieu des points d'in-
flexion des sections faites dans la surface ^par des plans pa-
rallèles au plan de référence.

3. Il peut arriver que le lieu précédent ne soit plus une ligne
niais bien une surface; ceci arriverait dans le cas où la surface
considérée comprendrait une nappe pour laquelle on aurait en
tout point t == o. L'équation t ==o représentant une surface réglée
à plan directeur, nous obtenons le théorème suivant :

THÉORÈME XIII. — Toute surface telle qu'en chacun de ses
points la flexion par rapport à un plan fixe P soit indépen-
dante du déplacement élémentaire est une surface réglée ayant
le plan P comme plan directeur. Inversement, sur toute sur-
face réglée à plan directeur, la flexion prise par rapport à ce
plan pour un déplacement élémentaire quelconque est indépen-
dante de la direction de ce déplacement.

Remarque. — Cette dernière partie se généralise sans peine :
dans toute surface réglée, la flexion suivant un déplacement quel-
conque, à partir d'un point, prise par rapporta la génératrice de

ce point, est constante et égale au signe près à ^ /—RiKa. C'est
une conséquence immédiate du théorème VIII.

i. PROBLÈME. — On peut se proposer de rechercher les lignes
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de la surface S telles que la flexion prise pour un déplacement
sur cette ligne, par rapport à un plan donné, soit en chaque
point donnée par une fonction déterminée S { x ^ y ) de ses coor-
données indépendantes, la surface étant supposée représentée
par l'équation (i).

Si nous adoptons le choix de coordonnées correspondant à la
formule (-2), le lieu sera représenté par les équations

( z =/(^y),
(6) . dy rp84-^-4-i 1 i

f dx L S{x,y) J (

Nous obtenons ainsi une famille de courbes. Toutefois la dis-
cussion de la seconde des équations (6) amène à des développe-
ments analytiques que je croîs hors de proportion avec Fintérêt
qui s'y attache, aussi me bornerai-je à étudier quelques applica-
tions particulières.

applications. — i° La fonction S se réduit à la constante zéro.
La seconde équation (6) ne peut plus être appliquée en toute
rigueur. Toutefois, en considérant le résultat obtenu comme cas
limite, on trouve

dx = o.

Les courbes cherchées sont les sections de la surface par des plans
parallèles au plan de référence.

a" La surface est une surface réglée dont le plan de référence
est le plan directeur. On a, dans ce cas, t=o\ par suite dx est
n u l , ce qui donne les génératrices rectilignes : ce résultat peut
s'expliquer géométriquement, la flexion prise dans ces conditions
étant évidemment indéterminée.

On trouve, en outre, la solution singulière seule intéressante :

\ /?2-^•y24-I=5JO,y),
(7 '( ^=/(^y)=y/i(^)+/2(^),

qui représente une courbe bien définie sur la surface.
Supposons, par exemple, que la surface soit un paraboloïde

équilatère et le plan de référence un de ses plans directeurs. Elle
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a pour équation

(8) .=^.

La première des équations (^) donne ici

(9) x^-^fï-^a^=aS(x,y).

Dans le cas spécial où la fonction § serait du premier degré en x
et y et, en particulier, une constante, cette courbe serait tracée
sur un cylindre de révolution. Donc, les lignes d'égale flexion
du paraboloïde équilatère par rapport à un de ses plans direc-
teurs sont ses intersections avec la famille des cylindres de
révolution autour de Vaxe de la surface.

5. Flexion dans Vhéllcoïde gauche à plan directeur, la
flexion étant prise par rapport à ce plan. — L'équation de la
surface rapportée à son plan directeur est

(ro) ^ = = t a n g ^ ,

d'où, en vertu de la formule (3), Poa conclut

^ x^-^-Y9-^ == a-+- ———-'-.

Ainsi, les lignes d'égale flexion sont les hélices asympto-
tiques de la surface; nous négligeons, bien entendu, les généra-
trices rectilignes.

6. Flexion dans le paraboloïde de révolution. — Nous pren-
drons comme plan de référence, soit un plan parallèle au plan
tangent au sommet, soit un plan parallèle à Faxe, c'est-à-dire à un
plan méridien.

I. L^équalion de la surface étant

(D .-="i±z!,
:À a

supposons d'abord le plan de référence perpendiculaire à l'axe. La
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formule (3) donne pour expression de la flexion

, . ^ a*2 -+- y2 -4- a2 .r dx -f- y dv(12) ;y = ——••———— —-—————•
et x uy — y dx

Une intégration immédiate donne en termes finis Inéquation des
lignes d'égale flexion. Elles sont gauches, sauf quand cette flexion
doit être nulle, auquel cas elles se réduisent aux parallèles de la
surface.

II. Si le plan de référence est parallèle à Faxe, nous pouvons le
supposer parallèle au plan x == o. La formule (2) donne alors

^ a^jv^^dr
( | j ) cT == ————————————— •-7~*

et dy

Cette formule permet de trouver les lignes à flexion constante et
de résoudre d'autres problèmes du même genre. On voit quelle
montre que le long d'un méridien la flexion varie comme la
distance du point considéré au plan tangent au sommet,

7. 11 resterait, pour compléter cet exposé, à rechercher Pex-
pression de la flexion pour une surface donnée par une équation

^=/(^^^

le plan de référence étant quelconque. Ce problème pouvant être
considéré comme cas particulier du problème général qui termine
ce travail, je ne le traiterai pas ici. On en déduit la solution du
problème lorsque la surface est donnée par une équation de la
l'orme

/(•y,y^)=o.

TROISIÈME PARTIE.—ETUDE DE LA FLEXION EN COORDONNÉES CURVILIGNES
RAPPORTÉES A UN TRIÉDRE TRIRECTANGLE.

Nous supposons dans tout ce qui va suivre la surface définie par
des équations

(0
^==/(^)»
^==ç(M, ^),

.; ==<KM, v),
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et nous poserons suivant Fusage

(2) A=
à^ à^i
Ou ou
à(f r)^
àv àv

R ==

à^_ àj_
Ou Ou
à^ à^
àv àv

C=

ôf ÔQ
au ou
ôf <)<p
àv àv

( î )
( E=i:m2,1 \ ou 1 =S^^ ,""' au àv G ^

H = = ( A ^ - 4 - B 2 4 - C 2 ) Ï = ( E G • F2)k

(3)

f'ItV ^UV Vu,/2 (&„» ^«1/
y;. ^/<

/.
1^= fa

f.
^̂ ^̂

?;' ^^
/J» ©^ ij/'p»

D^ /, 9, ^
/. Ç. +;.

(3') F' DE = ^ , F'== D' G^ IT
H

1. Établissement direct de la formule donnant la flexion par
rapport au plan xOy, — On trouve, comme dans le travail de
M. Demartres, la formule

^ HS dz
vf —- A dK — B ciA

Celte dernière formule mène, par des calculs identiques à ceux
que nous rencontrerons prochainement, à la suivante

ef ==
(^dit-^^dv}W

(D'^-D^)^4-(D^-D^)^'

2. Applications. — Dans le cas où Pon prend des sections ho-
rizontales comme courbe v = const., c'est-à-dire où la fonction A
se réduit à une fonction de la seule variable Y, la formule (5)
se simplifie considérablement et devient

<6) 112^

D du -+- 0 dv
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elle s'écrit encore
/ , ^ /F' E' du\
(7) ^ - ( - H ^ H ^ ) -

On lire très simplement de cette dernière forme divers résultats.
Quand E'= o, c'est-à-dire quand la direction de référence, in-

tersection du plan langent et du plan de référence, est asympto-

tique» S est indépendant du rapport -u, c'est-à-dire du dépla-

cement choisi et c'est le seul cas où cela ait l i eu ; c'est un résultat
déjà trouvé.

Soient maintenant Q, la torsion géodésique des courbes hori-
zontales v = const. et Q^ celle des courbes <z^= const. Ces deux
fonctions sont données par les relations

Q—^E'F-F^E), Q,=^(F'G-FG').

La flexion § suivant le déplacement du = o satisfait donc aux
deux relations

(8)

i ET
^—EÎT

1 Q - GfF

^~qa~^ÎG'

Les formules (8) conduisent aux résultats suivants :

i° Si les courbes coordonnées u == const. et v = const. sont
rectangulaires, F est nul et il vient

^Q——Q-

résultat déjà trouvé*

2° On a également -== Qa si G'== o, c'est-à-dire si les courbes
9

u = const. sont asymplotiques. C'est un résultat connu (Théo-
rème XI).

SiE'==o, on retrouve le résultat suivant : la flexion d'une
asymptotique par rapport à une direction quelconque est égale
à son rayon de torsion.

xxxv. 8
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3° Soient RM et R^ les rayons des sections normales tangentes
aiix courbes u = const. et v = const. Les formules (8) s'écrivent

, . i „ cos6 i ,- cos6
( 9 ) ^-Q^-RT' ^-^-RT

On obtient ainsi le théorème suivant :

THÉORÈME XIV. — L'inverse de la flexion d'une direction uT
par rapport à une direction de référence M 8 est égale :

i° A la somme de la torsion géodésique relative à la direction
considérée et du produit de sa courbure normale par le cosinus
de l'angle (T8).

2° A la différence entre le produit de la courbure normale
de la direction de référence par le cosinus de l'angle (T5) et de
la torsion géodésique de cette direction de référence.

3. Revenons aux conséquences de l'équation générale (7). Si

l'on pose -,-=== [A, la formule considérée s'écrit

i /F' F'\
^ — — ( H - ^ H ^

i° Soient [A, et (AS deux valeurs de a telles que (A, 4- (A^ == o. En
appelante et ^2 les flexions relatives aux directions qui corres-
pondent à [A( et (AS,

JL -1--. r - JL
eft Sî ~ 2 H ~ ~ ^ O Ï

où ^o désigne la flexion du déplacement suivant u = const. Ainsi :

THÉORÈME XV. — La flexion prise par rapport à une direc-
tion quelconque pour un déplacement déterminé est moyenne
harmonique des flexions relatives à deux déplacements conju-
gués harmoniques par rapport à la direction de référence et
au déplacement considéré.

Corollaire. —- La flexion d'un élément prise par rapport à une
direction perpendiculaire, égale à la torsion géodésique de la
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direction du déplacement, est moyenne harmonique des flexions
prises par rapport à la même direction, de deux déplacements
quelconques symétriques par rapport au déplacement considéré.

Remarque. — Le théorème V n'est qu'un cas particulier du
théorème XIV.

2° Soient (AI et ̂  deux valeurs quelconques de [A; on a

, , i F'2 (p.i+^E'F' E'2

(IO) P^H^———fe-——+^+HT

Dans le cas où les déplacements sont conjugués, on a

E'^i ̂ + F'(pii4- piî) 4- G'== o,
et il vient

T _ F'^—E'G' _ î
^" H2 ~ PtR»

c'est-à-dire
^1^2-+.RiR2=0,

résultat déjà trouvé autrement.

4. Calcul de ^expression générale de la flexion (T5) d^un
déplacement par rapport à une direction de référence. — On
voit sans peine que Fon a en valeur absolue l'égalité

^ ds sin(8T) ^ [^(^dy^^dx)^
ds cos(8<t>) ai â?A -+- pi dK -+- yi dG

en désignant par a^ , p i , Y, les cosinus directeurs de M S e l p a r a < ,
&i, c\ ceux de la normale à la surface; or ici

A , B C
"-ÏT ^ÎT ^îr

la formule (î î) devient alors

^ _________H2[S(a^y-p,^)2p_________^
H(aiâ?a 4- Pi db •+- ^1 ̂ c ) — (aai4- ^P i+cy i ) f/H

La direction de référence étant dans le plan tangent, cette expres-
sion se réduit à

^bis) ^_ïl[^dy-^dW
' ' ai rfA -+- Pi dB + Y, dC
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Soient X et y. les coefficients directeurs superficiels de la direction
de référence; on a

ai= X — 4- ^Ji-7-, dx=. ^du-^-H-dvau àv au àv

et la formule analogue; d'où

ai dy — ̂  dx == C( ?. rfr — ^L <^).

Il vient alors

f l 2 ) <?== (X^- -^L^M)H2
ai dA. -+- pi^B + Yi dC *

Le dénominateur est de la forme îdu 4-Jû?p; il reste à calculer 1
et J. Dans l'expression de a^ â?A qui , développée, s'écrit

,. àA. /. àf àf\ , àPL /. àf àf\
a^A=^(^^^)^4-^(^4-^)^

faisons les substitutions

àA.
^ = té. '1'. - ̂  ̂  + y» 4''̂  - <!4 yLr

()A-^ = ?^- ̂ y;.+ <pL.^-^^.

Nous aurons, comme coefficient de du^

^ (x^ + ̂ K)== ^A(^^-^?.)+/.(?;.^- ̂ ?^)]
+ ̂ [/.(y;^-^y.)+/.(?;^L-^?^)].

Faisant la somme des termes analogues dans a< rfA, ^ rfB, yi rfc,
nous trouvons

I = = — ( X D -4-^D7) ,
J^-^XD'+fJ iD") .

Nous avons donc au signe près

^ _____(^^—X^)H2_____
(\D-^^lD')du-+-(\DI-h^Dtf)dvf

Pour voir quel signe il faut adopter, comparons avec la for-
mule (5), qui donne sans ambiguïté la flexion par la direction
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définie par la relation ^du-\- ̂  y. = o. Nous constatons que la
formule précédente convient en grandeur et en signe. On a donc

(y.du—\dv)WS: (XD + (JiD') du -h (XD'4- ^.D") dv
^3) A ________îî(^du—'>.dv)_____

r ~" (\E'-^-y.Ft)du-{-('>.ïf'-^y.GI)dv

et, si Pon définit le déplacement par ses paramètres superficiels Ç, r\,
on obtient la formule

/ ,, ^_ H(^-X^)
{ 4/ ( À E ' + î j i F ^ ç + C X F ' + ^ G ' ) ^ '

et, si Pon pose

9(Xtx) == E'X2+ îF'Àpi 4- G'{ji2,

on peut encore écrire

,,. ^_^H(^-^ ) ^aH(^-Xï))
V Ï J / S^+^ ^+^

On vérifie immédiatement sur ces formules la relation

(T8 )+ (ôT)=o

elle fait que, si les directions (Ç, r^) et (\, y.) sont conjugués, ^ est
infini.

S. Interprétation géométrique nouvelle de la formule (i5).
— Rapportons la surface à ses lignes de courbure : Péquation de
Pindicatrice en un point (Uy v) rapportée à ses axes sera

E^+G'^i,

Phomogénéité de la formule ( i5 ) permettant de prendre pour
valeurs des paramètres Xet[j i les coordonnées rectangulaires ()., a)
du point correspondant de Pindicatrice.

I. Indicatrice elliptique. — On peut poser

v J r' l

^a^ G = =^
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(16)
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X=acosc^i , (Ji=6sin<pi,

ç==a^os(s>2î TT] == 6 sinc^î

a et 6 étant les axes de Findicatrice. Or, ici les axes superficiels
étant rectangles, on a

^ — X ^ = OR OS sine,

et la formule (i5) donne immédiatement

HsineOROSS-=(i7)
COS(<pi-*-Ç2)

On peut aussi calculer la différence [jiÇ — 5^ aa moyen des

Fig. 2.

V ,/

f ; ̂  .£^^
(---.-̂ La,....̂

relations (16); si Pon pose

ç == 91—92,
on arrive à la formule

(18) ^'==: Ha6 tangÇ.

On peut transformer ces deux résultats de manière à mettre en
évidence divers éléments géométriques : les rayons des sections
R,, Rg, R et R' des sections normales qui passent respectivement
par OU, 0V, OR et OS. En effet, en posant H'^E'G' on a la
relation

H2

09) ^^UTTH'2

D'où

la formule (17) donne alors

(20) ^=
RI R2 sins
y/RR7 coiÇ'



— 119 —
La formule (18) donne immédiatemeni

(21) ^==v/R7"R;tangî.

Les formules (20) et (21) ont des significations géométriques
qu'on aperçoit immédiatement en faisant intervenir le cercle prin-
cipal de l'indicatrice.

Dans le cas d'un ombilic, les deux formules se réduisent à

^= Rtan^e.

II. Cas d'une indicatrice hyperbolique. — On posera ici

( X = a s e c o i , S==asec<p2,
(^==6tangy i , ^ == b tangcpa,

et l'on trouvera
/ — ^ RiRa sine(î3 ) J == • ———-

/RR7 ^"S^
en posant

tang^1-8111^8111^.
COSÇ|COS^î

L'interprétation de cette formule ne présente pas le même intérêt
géométrique que celle de la formule (20). Même observation pour
la formule qui remplace la formule (21).

Remarque. — II est évident qu'on pourrait ramener ce second
cas au premier par l'introduction d'angles imaginaires.

III. Cas d'une indicatrice réduite à deux parallèles. (Points
paraboliques.) — L'équation de l'indicatrice est ici

E ' X 2 = = i .

On a successivement

H. OR. OS sine II s in&^ E'XÇ E' smOsinU'

d^où résulte
sine

(24) = R I —sin6 sinO'
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Ri désignant le rayon de courbure normale fini unique au point
parabolique considéré.

Nous avons déjà, dans Pétude des développables, rencontré des

cas particuliers de la formule (a3). Par exemple, si la direction T
et S sont rectangulaires, OR et OS sont rectangulaires;, et Fon a

r==Q+î, s^,a '2
d'où

^> ^&

formule qui n^est autre que la formule ( i3) de la première Partie.

6. Expression de la flexion suivant un déplacement donné
prise par rapport à un plan de référence arbitraire. — Soit
(î&) %.r-4-p^-+-Y-ç=o

l'équation du plan de référence dans laquelle a, [3, v sont les
cosinus mêmes de la normale au plan. On obtient la direction cor-
respondante (^, y.) en portant dans Inéquation (26) les valeurs

y ̂  V^ •+- y-f^ y =Â^ -+- P-? .̂ 3L = W^ -+- [^
et remploi de la formule ( i4 )? P^ exemple, donne immédia-
tement

. ^ ^ _ H [(«^ -t- [B?;, + TJ4 ) du 4- ( a/, + ̂  -+- ̂  ) dv\
\'2.J) ' y — — l ^ / V ' ^ f V^'\ i tt/V^' V ^' \ i »,/^i'/.l/ 1 ^ / . 1 / \ 1[a(F'/^-E7;)-h{i(f"^-E'o,)+ï(F'^-E'^}Jri«

( +[a(G7»-F'/,,)+p(G'ç'»-F'<i>,)+Y(G'^-F'^)]rfp

et avec la notation en paramètres superficiels

(28) ^= H [a//,-+- po« + ̂ )Ç + (a/;-^ p^+ Yà;) T)]
S[«(Fy»-^)+P(F'y»-K'y.)+Y(P'<14-K'4-',)j i

+^["(G'^-F7.)+P(G'y»-F'^)+Y(G'^-F'4';.)T
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Remarque. — Ces formules se simplifient un peu si les coor-

données u, v forment un système conjugué.

7. Application. — Nous nous bornerons à faire de la for-
mule (27) l'application signalée à la fin de la seconde Partie : la
surface étant donnée par son équation cartésienne

^==/(-^.r)»
et le plan de référence étant représenté par l'équation

v.x -+- ^y •+- y-s = o,

calculer la flexion. En appliquant la formule (27 ), on trouve

^_ (/?2-^-^2•4-»)[(a-^T/?)^-^-(fi-^-Yy)rfr]
V 2 y / CT - [a5 — ̂  4- Y(^ — qz)} dx 4- [a^ — (^ -+- y(/?^ - qs)}dy '


