
BULLETIN DE LA S. M. F.

DE SPARRE
Note au sujet de certaines discontinuités
apparentes dans les mouvements où intervient
le frottement de glissement
Bulletin de la S. M. F., tome 35 (1907), p. 141-158
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1907__35__141_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1907, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1907__35__141_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


«il

NOTE AU SUJET DE CERTAINES DISCONTINUITÉS APPARENFES
DANS LES MOUVEMENTS

OU INTERVIENT LE FROTTEMENT DE GLISSEMENT;

PAR M. DE SPAIIKE.

Dans une Note publiée, Fan passé, dans le Bulletin de la
Société mathématique, j'ai fuit voir que Von arrive sans peine
à lever l'ambiguïté apparente à laquelle peut conduire remploi
des lois de Coulomb, en tenant compte de la continuité du mou-
vement.

1 1 existe toutefois certains problèmes où l'application de ces lois
semble conduire, ainsi que je vais le faire voir, à un mouvement
discontinu, ce qui paraît à première vue absurde. Toutefois, si l'on
examine la question de plus près, on voit que la solution à laquelle
on est conduit est îiu lieu de cela fort rationnelle, et que là encore
les lois de Coulomb donnent une image, approchée sans doute,
m;iis somme toute très satisfaisante des phénomènes. La disconti-
nuité qu'elles introduisent n'existe évidemment pas, mais elle
remplace une modification très rapide des conditions du mouve-
ment, modification que l'on peut sans inconv(''nicn(s remplacer
par la discontinuité en question, si l'on se propose seulement de
connaître ce qui se passait avant et après la modification dont il
s'agit.

C'est d'ailleurs l'hypothèse de la rigidité absolue des liaisons,
qui introduit dans le cas actuel la discontinuité dont nous venons
de parler, comme elle avait conduit à introduire des percussions
dans les problèmes examinés par nous dans la Note que je rappelle
en commençant.

Si l'on tient compte de l'élasticité des liaisons, celte disconti-
nuité disparaît et elle est remplacée par une modification des
conditions du mouvement doutant plus rapide que les liaisons
sont plus raides, et qui, à la limite, devient instantanée lorsqu'on
les suppose absolument rigides.

Nous verrons aussi que, pour certains problèmes, où intervient
le frottement, on peut, pour des conditions initiales données,
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avoir, suivant les cas, une on deux solutions également accep-
tables^ le choix entre les deux solutions, lorsqu'elles existent,
devant se faire en tenant compte de la façon dont les conditions
initiales sont réalisées; mais, là encore, nous constaterons que ces
résultats donnent une image approchée très satisfaisante des phé-
nomènes.

I. Soient deux points matériels A et B de masse égale à i,
reliés par une lige rigide AB de inrtssc négligeable. Le point A est
de plus assujetti à décrire la verticale descendante Oy et le

^8 '•

point B est relié par un fil inextensible et sans masse de longueur r,
égale à AB, au point fixe 0, enfin le mouvement du système se
fait dans le plan vertical x0y^ et le point A frolte sur la droite OA,
le coefficient de frottement étant f.

Puisque Fou a OB = AB, OB et AB font le même angle 8 avec
rhorizontîile, le premier en dessous, le second en dessus.

Désignons parNJa réaction de Oy sur le point A, posons OA==^
et désignons par P la pression exercée par AB sur le point A, nous
aurons, pour le mouvement de A,

y/' = g — P/£ cosO -i- P sin 0,.
N = = P c o s O .

Puis, pour le mouvement de By

/• 0" == g- ces 0 - P sin ). 0.
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•̂  == ->.7' s in 0,
T/^^cosOO1'-- sinOO'î).

De plus e == ± i et le sî^ne doit êire cliûisi de façon que

(i) Ner/>o si y/$o °u Ney/>o si T/==O.

On déduit des équations précédentes

" — / t / sin^P-^^O sinO— /'scosO)
('2) / ) ~ 4sin0cos<0—/£cosû4-s in0) cos î

,^ „ _ ^(^ co^O - ») - 9.7- sinOO^
v " / ~ 4s in0cos»0—y£cos0 -+ -s i n0 '

ce qui peut s'écrire

' t " — i^s in200< î -4- /^ r (3sinQ—/£c<^0)
^ ^ f 9. sin0(9. cos^O — i) -+- (3 sinO —/£ cosO) cos î

(3 ' } ^ _ _ ^r'>.cos»0-i)- 'ArsinOO^ ^^
v / ' •2si l l0(->.cos20—l}-^ (3siii0-~/£ cosO)

On aura de même

» — .^co<%îo(3 s îno —/s^^^)-+- ^^a sinOr/scos^ —«* in0)
^^ Tt == ' -2 sin0(2 cos2!) — i ) -+- 3 sinO -—/£ c o s O *

Nous sup|ioserons le système abandonné à lui-même sans vitesse
iniliale, il pourra d\ibord se faire qu'il reste au repos; pour qu'il
en soit ainsi il faut que Fon puisse avoir

ÏF == r.' == 0' == o,

pour une valeur f^ du coefficient de frottement, plus petite que y*.
1 1 faut donc

/>3tang0,

et la valeur correspondante de f\ çera

/i=3lang0,

ce qui donnera pour la réaction

N = -^colO,

e ( ^ par suite,

). si l tU
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Supposons nia in tenant

/<3tang0,

cl supposons toujours le système abandonné à lui-même sans
vitesse initiale.

On devra avoir, à rinslant initial,

Ner/>o.

Or, pour 6'== o. on a

\ ' " — - yî f>os30r3 sinO •—/£ cos0)£^ cos^O — i)
rl "~ (4 sill0cosl0--/6cos0-^- s i n 0 ) 3 8 *

Mais, du moment que le mouvement se produit, on a

3sin0>/cos0,

la condition précédente revient donc (') à

e('2 cos'O — i) == £ cos'20 > o.

Donc, si 0^<; 4^°? (m devra j^rendre s === 4- i; si, au lieu de cela,
Ou ̂ > ̂ 'S on devni prendre e == — i.

Su|)|iosons maintenant que l\)n ait d'al)ord

:UangOo==/,

le système est encore en équilibre, et l'on a

N = = ^"cotOo,

y==o.
Donnons à langÔy une valeur tant soîl peu supérieure à ^-f\

si 9o< 'î^0, û" devra conserver pour e la valeur 4- i qu'on avait dû
adopter tant que le système était en équilibre, de sorte que 0"et y/'
commenceront par prendre des valeurs très petites cl N aura une

valeur très voisine de celle, -^cosOo» qu'il avait pour la position

d^équilibre ; en un mot, les valeurs de O", y/ et N pour le mouvement

(') Car nous supposons
0 < yo".
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sont la suite de celles qu'elles avaient pour le repos et il n'y a, par
suite, pas de discontinuité. Supposons au lieu de cela le système
d'abord en équilibre pour

tan^0o= :./ avec Oy>45",

et que l'on donne ensuite à lang9o une valeur tant soit peu supé-

rieure à «y, le système se mettra en mouvement et, comme 9o^>45°î

on devra prendre pour e la valeur — i, de sorte que (T, au lieu de
prendre une valeur très petite, en prendra une sensiblement
égale à

3^ sinOo ces Go
•î. r si» Ou ( i -+- ces2 Oo )

y passe donc brusquement de la valeur o à une valeur finie et N
qui, au moment de l'équilibre, était égal à

-^colûo,

passe brusquement de celte valeur à la valeur négative

/?"(l — 9. ces2 On) cosOft

4 sin0o(l -+- cos^Oo)

11 y a donc la une discontinuité, qui ne peut évidemment se
présenter dans les phénomènes naturels; mais nous allons voir :
1° que cette discontinuité lient à la ng'idilé absolue, supposée nux
liaisons et quelle disparaît lorsqu'on lient compte de leur élas-
ticité; 2° que les résultats fournis par la loi de Coulomb donnent en
définitive une image approchée très suffisante des phénomènes, en
ce sens qu'au moment où l'équilibre est rompu, Je point A
échappe en un temps très court au contact du guide sur lequel il
s'appuyait, pour venir frotler sur l'autre, si la liaison est bilaté-
rale, ou pour se mouvoir librement, si elle est unilatérale.

Nous supposerons donc dans ce qui va suivre que la tige AB
s'allonge ou se raccourcisse proportionnellement a l'effort qu'elle
supporte et nous négligerons, au lieu de cela, l'allongement du
iil OB ainsi que la déformation des guides.

Nous désignerons, comme plus liant, par /• la longueur du fil,
supposée invariable, la longueur de la tige étant alors /• 4- //, et sa

XXXV. 10
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tension dans ces conditions élant

q=^u 0),

où v* désigne une conslanle.
La lige ayant actuellement la longueur r-+-u, elle fait avec l'ho-

rizontale un angle 9 4-?, où P est très petit, et Fon aura pour

Fig. 2.

déterminer cette quantité [i, en se bornant à la partie principale,

(r-+- M)cos(6-i-P) = rcosO
ou

r p = = M C O l 6 .

Nous aurons ensuite
ï ï== r s ine- l - ( r4-M)s in(8- l -P)=2rs in64-^pcosO-h iAsin8

ou
. . uT\ == 2rsin0-+- -—•i sinO

Nous poserons alors

îiïr
ce qui nous donnera

7) == ir sin6 -+- Ç,
r^ === a r ( cos 66" — sin 68'» ) 4- V,
Q = = v » Ç s i n 6 .

( * ) La déformation étant faible on peut, tout au inoins comme première approxi-
mation, la supposer proportionnelle à la tension.
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Les équations des mouvemenis de B et de A nous donneront

donc
rô^^cosO-i-Qsii^ô 4- ?),
rf =^-+-Q[/ecos(6-t-?)--siii(0.4-P ],
N =—Qcos(Ô4-P) ;

ou, en se bornant toujours à la partie principale,

(5) rO^ss ^cos8 -+- îv1 Çsii^O cosO,
y/== ïr(cosW— sinôe'î) -4- Ç' == ̂  4- v2^ sin6(/£ 0056 — sinO),

de sorte que les équations du mouvement seront Inéquation (5) et
Inéquation

( ï<f-^-^ ïîsin9[4sin6cos^0-^sine--/£cos6]
( ̂ ) \( -^-^(2cos î0—i)—2rsin69'»= o,

obtenue en remplaçant 8" par sa valeur (5) dans l'équation précé-
dente que Fon peut écrire

i ^-hv^ÇsinOIS sinO—/ecosO -h2sin6(2 cos^—i)]
( -+-^(2COS10—I)—•2rsin06'«=o.

Si Fon a
iange==^/, e'===o;

le système est en équilibre et Fon a

;==- ^ ,, N==^co ie .av^sin^O a

Pour ces valeurs de 9 et Ç le système reste en équilibre.
Donnons à 9 une valeur 9g très peu plus grande et telle que Fon

ait
/= 3 langOo i —^a ( i— 2cos»ôo)j,

en supposant 9o> 400 et a très petit.
Si le système est maintenu en équilibre dans celte position par

une très petite force verticale appliquée en A (*), on aura alors

r S .
^~ ^sin^Oo'

( l ) Lu force qui maintient le système en équilibre est, en y comprenant le frot-
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abandonnons mainlenant le système à lui-même, sans vitesse ini-
tiale et considérons un espace de temps assez court pour que nous
puissions négliger la variation de 9 et prendre par suite

o^ei^o, e==9o.
Nous aurons

^— 2v2 sin20o(i — •2 cos^Oo) (i — a) Ç — ^(i — i cos^Oo) = o,

Posons alors

<îv2 sil^OoU — a) (i — 2 cos^Oo) == K2,
puisque

Oo>45°,

K2 est positif et très grand, v2 Fêtant et il devient infini avec v,
lorsqu'on suppose la tige de plus en plus raide.

.Nous aurons

Ç=- , ^ . (——— -+• Ae^-h Be-^V
•2V2 sin'-'Oo \1— a /

Nous avons d^ailleurs par hypothèse

r ^ (^ n.
^-^sm^ ^^A"0-

et l^on en conclut

^ v = = B = " = — —•:———— f2(1— y . )

et par suite

^-rTrilnifer-^t'-2^-4-'"^]-
Toutefois cette formule ne doit être appliquée que jusqu'à Ç===o.

K. étant très grand et, par suite, e~iit négligeable devant e^^ dès

tenient,
N3 tang6y== 3^,

la force fournie par le frottement est N/, la force supplémentaire serait donc

^ - N / = a ^ ( i - 2 cos^o)»

elle est donc très petite avec' a.
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que t diffère de zéro, on aura Ç == o sensiblement pour

K , '2 1 . I P 9e h / = = - ; donc ( = _ - J ^ - .

A partir de cet instant, Ç changeant de signe, si la liaison est
unilatérale (tige s 'appuyant contre un m.ur)y la tige échappera et le
mouvement subséquent se fera comme si le mur n'existait pas.

Si, au lieu de cela, la liaison est bilatérale, N changera de signe;
il faudra, par suite, à partir de ce moment, prendre e = = — i et
l'on aurait, en prenant toujours 9 == 9o, ^o^ °»

V -+- '^Ç sin Oo[s in0o(4 cos^o-^- i') 4- ycosOo] — ^(i — i cosOo) == o.

C^esl-à-direy si l'on se borne à la partie principale, y différant
très peu de 3 tatigÔoî

?'+ 4v2 sin20o(i 4- cos26o)S — g(\ — î cos^o) = o,

et, en posant
K?= /r^sin^Ood+cos^o),

on aurait
Ç === g LZ-̂ l̂00 (i -4-A cosKi < + B sin Ki Q,

^î

de sorte qu'il se produirait une série d'oscillations, en réalité rapi-
dement amorties, au tour de la position moyenne

1 — • X C O S 2 ^
Ç =8———TT.———•

Valeur pour laquelle on aura i t

^( r— -?. cns^Oo)
Q=-4 s in0u( i -t- cos20o) -

el par suite
^ cos On (i — •j> ces2 Oo )N = = — Q c o s O o = — 4 sin0o(i4- coà^Oy)

ce qui est bien la valeur obtenue pour N par l'application des lois
de Coulomb et sans tenir compte de l'élasticité des liaisons.

Il reste à vérifier que l'échappement ou le changement de signe
de JN (suivant que la liaison est unilatérale ou bilatérale) a lieu au
bout d'un temps assez court pour que l'on puisse négliger la varia-
tion de 9 pendant ce temps.
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Or, en prenant 6 == 6g, nous avons par F équation (5)

r^"== ^cos6o4- av^sinîôoCOsOo

^^COSeo-^-^l-^.K^^K/J

011

.o-£^[;(^+.-K/)--i];
on en déduit

../fi ^ N ^acosOo r i / „, „,. t*

Mais

de sorte que

Mais

/fi -n \ /^acosOo f i ^n/ • (o— 1»o)= ——— -i^-(<îK<+<?-»</)—- .l — a ^ 2 K^ 2 J

^ , » « '2
a" ^ K ^ a -^——— ^^<-

^0^^)=^^°° [«^-^c^yi.r(0-^)= .A^^ i- î f f ^2
x 0/ K < ( i — a ) • 2 V ^ - a ,x 0/ K < ( i — a ) L •2 \^a / J

-<;;
est nul pour x == o, de sorte que

«/.^y-fi/i^Y
•A"»/ ~ \V2 ' -a /

est très petit avec a, et l'on peut prendre par suite

'•<•-••>- v^-
quantité très petite puisque K est très grand et qui tend vers zéro
lorsque K augmente indéfiniment.

Nous remarquerons de plus que, sî la liaison est unilatérale, Ç'
est très petit au moment où Péchapperoent se produit. On a en
effet

g>==4v»slnaC^«)(eK^"K<)-

soit sensiblement, puisque K. ̂ vsinôoV^O—a)(i — acos2^),

,_ ^/2( l—2COS»6o)
^ —— — — — — . .———y f2v sinOç/i — a

quantité très petite et qui tend vers zéro lorsque v croît indéfi-
niment.
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On voit donc que, s'il y a échappement, le point A peut être

considéré comme s'échappant avec une vitesse nulle.
Donc, en résumé, on voit que l'application des lois de Coulomb

se trouve pleinement justifiée, en ce sens que, d'une part, l'ano-
malie qu'elles semblent présenter par suite de la discontinuité
qu'elles conduisent à admettre dans le mouvement tient unique-
ment à la rigidité absolue supposée aux liaisons, et que, d'autre
part, sauf une période excessivement courte et sans importance, le
plus souvent, elles donnent une image très satisfaisante de l'en-
semble du mouvement.

11. Examinons maintenant le second problème que j'ui en vue.
Je suppose deux points matériels A et B de même masse égale

à i, reliés par une tige rigide de longueur r et de masse négli-
geable.

Le point A est assujetti à se mouvoir sur la verticale descen-
dante Oy, sur laquelle il frotte, le coefficient de frottement élant

Fig. 3.

égal à /. Le point B est seulement, en plus de sa liaison au point A,
assujetti à se mouvoir dans le plan vertical xOy.

Nous déterminerons la position du système par l 'ordonnée^ du
point A et par l'angle 9 que fait AB avec la verticale ascendante;
nous supposons

0<0<^.
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Soient x et y les coordonnées de B, on aura

a» == /• sinô,
y = TI — r cosO,

et Pon en déduit

(7) x"^ ^(cosOÔ'—sinOO^),
(8) y /=•n<r+r(sin00w-4-cos00'2).

Si d^ailleurs on désigne par P la compression de la tige AB et
par N la réaction de Oy on aura

N = = P s i n O ,

(9) • r i "==^-+-PcosO—P/£s inO,

(10) œ"^ Ps inO,

( J l ) y '==^—Pcos9 ;

où £ ==db i, le signe de cette quantité étant déterminé par la condi-
tion

NeiQ^ o si T/$o»

et par la condition
Ner/' > o si r/== o,

celte dernière condition revenant, puisque nous supposons sin9
positif, à

PST/'X);

on déduit d^ailleurs des équations (7), (8), (Q)y (10) et (i i)

sin 0(81000''-+. cosOO^) -4- (cosOO"— sîn00'2)(2cos0 —f& s inO) == o;

d'où ron déduit

,_ sinQe r 2 (cQsQ—/£sinO)
(l2) ~ ï- l -cosâ0—/£sin0cos0 ï

et ensuite
P s i n O == / - (cosOO^—sinOO^) ,

c'est-à-dire, en tenant compte de (12),

r0'2
P== i -4- cos2 0 —fe. sin 0 cos 0

puis
/ '0'2(cos0 — / ' £ s i n 0 )

•f == rr __ _______':__________</________/ .

• <" l - t -cos 2 0—/£sin0cos0
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En considérant ces formules il semble à première vue que, dans
le cas où, le système élant abandonné à lui-même, sans vitesse ini-
tiale, on a Oy== o, il n'j ait qu'une solution possible, celle qui cor-
respond à

O^P^o, r/^,

c'est-à dire au cas où la tige se transporte parallèlement à elle-
même, sous Pinfluence de la pesanteur, sans être soumise à aucune
action de la part de Og.

Ce mouvement est évidemment celui qui se produit si le point A
a avec Oy un simple contact géométrique qui ne met pas en jeu le
frottement.

Mais en sera-t-il de même si l'on a d'abord mis la tige en con-
tact avec Og dans une position où elle fait un angle 9 avec cette
droite et si on la maintient au moyen d'une force verticale appli-
quée en A et d'une autre force perpendiculaire à sa direction
appliquée en B?

On aura alors
P ==^cos0,
N = ̂ cosO sinO,

et la réaction verticale Q qu'il faudra appliquer en A, si l'on ne
tient pus compte du frottement, sera

Q === ^-L- ^'co^O == ^(i -{- cosïQ).

Mais, si le coefficient de frottement est tel que l'on ait

.. I-hCOS^

* /> c o s O s i n O "

on pourra supprimer la force Q appliquée en A et cette force
sera fournie par le frottement.

Si ensuite on rend le point B libre en suppr imant la force nor-
male qui le retenait, rien ne sera changé au début aux réactions
qui s'exerçaient en A et ce point restera fixe, la tige tournant
autour de lui.

D'ailleurs, puisque le point A reste fixe, on devra avoir

avec
'== ^ 4- P (cos0—/ i s in0 ) = o,

f^f^
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de plus, puisque la lige tourne autour d'un point fixe, on a

P==^cos0—ry2 ,

et par suite le point A restera fixe tant que l'on aura

g(\ -4- cos'Q) — rQ'ï cosQ ^
^cos6sin8—/'e'»sin0 =7>

On verrait ensuite qu'au moment où celte inégalité se change
en égalité, ^", qui était nul jusque-là, prend brusquement une
valeur finie et que N, qui était positif, devient à ce moment brus-
quement négatif (ou nul si la liaison est unilatérale). I l y a donc
là une discontinuité apparente, mais dont l'explication, toute sem-
blable à celle donnée pour le problème précédent, nous permettrait
encore de constater que les lois de Coulomb fournissent pour l'en-
semble des phénomènes une image très suffisamment approchée.

Nous ne reviendrons pas sur ce fait, car pour cela nous n'aurions,
à peu de chose près, qu'à répéter ce que nousavons dit pour le pro-
blème précédent, mais nous crovons au lieu de cela devoir insister
un peu sur ce qui se passe au début du mouvement.

Nous avons vu, en supposant le système abandonné sans vitesse
initiale, que, si l'on a

< l •+• ces1 Q
7 cosOs inO"

le problème comporte deux solutions : 1° si la tige a avec Oy un
simple contact géométrique elle se transporte parallèlement à elle-
même; 2° si l'on a d'abord maintenu la lige immobile en contact
avec A^, de façon que le frottement entre en jeu, la tige tourne,
au début du mouvement du moins, autour du point A qui reste
fixe.

Si au lieu de cela on a
i-hcos^e

J < cosOsinO'

on n'a dans tous les cas qu'une solution, la tige se transporte
parallèlement à elle-même sous l'influence de la seule pesanteur.

A première vue, ce dernier résultat peut paraître paradoxal; il
est certain, en effet, puisque l'on a d'abord maintenu la lige en
contact avec Oy, que celte tige exerce sur Oy une pression égale à

g sinO cosO,
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le frottement entre donc forcément en jeu au début du mouve-
ment et il semble à première vue étrange que ce mouvement soit
absolument le même que s'il n'existait pas. Nous allons cepen-
dant reconnaître que là encore les lois, de Coulomb donnent une
image très suffisamment approchée du phénomène.

Nous allons montrer en effet que, si l'on tient compte de l'élasti-
cité de la tige AB, le frottement s'exercera pendant un temps assez
court pour que l'on puisse considérer son effet comme négli-
geable.

Nous aurons, en désignant par /• la longueur normale de la
tige AB et par /• + u sa longueur à un instant quelconque,

P==-^K,

où [ji2 est très grand et devient infini lorsqu'on suppose la tige
rigide.

Nous aurons alors

^==^-h P(cos0—/£sin0),
r^" == g- -h y.2 u(fz sin 0 — cos 0 ),

x == (/• -î- u) sinO,
;r f f==(/•4-M) cosOff— (r + u) sinOO'2 -h '2.11 cos 00'+ n" sinO,

y = r\ —(r -+- u) cosO,
y " •= r/'-\- (r -+- u) sin00"-+- (/' -h u) cosOO'2-^- '2 u' sinOÔ'— u" cosO,

et aussi
.y"=== p sinO =—^MsinO,
y " == g — P cos 6 = g -+- y.1 u cos 0,

de sorte qu'on aura

(r -+- u) cos66"— (r -4- u) sinOO^-t- IU'Q' cosO -h u" sinO -r- ̂ u sinO == o,

(r 4- u) sinôO^-h (r -+- u) cosOO'a
-h •îu'Q' sin 6 — u" cosQ — y.2u('î cosO —/£ sinO === o.

On en déduit

( 1 3 ) (r•4-M)0"-4-•2^0 r~ {jL^sinO^osO —/£ sinO) === o,
( 1 4 ) ^—(,.4- ^)0^-4- ^11(1 -+- c o s ^ O — y e s i n O c o s O ) == o.

Toutefois, si le point A est fixe, on a y/'== o et par suite /doit
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être remplacé par une valeur f^ telle que Von ait

(i5) g'= ^2M(cosO—/l£sinO).

D'ailleurs à Finstant initial on a, dans tous les cas,

P ==—^2^=^cos0o;
d'où

(16) Mo=
^y cos Oo
^

et aussi si le point A est fixe en vertu de (i5) et (16),

i 4- cos2 Oo — fi sin 69 cos Oç == o.

On en conclut que, pour que le point A reste fixe à Finslant
initial, nous avons bien la condition

/•> '-^-e0526')
v = si n 60 cos Go

Si au lieu de cela on a

f ̂  ' -i- cos'^o
v ^ sin6o cos8o ?

le point A se met en mouvement et l'on a

^> o,
N =: — (A2 UQ sin Oo > o.

Il faut donc prendre e ==-4- i. En supposant donc qu^il s^agisse
d'une période assez courte pour que l'on puisse négliger la varia-
tion de 9 et prendre O'rr: 6y== o, (i4) nous donnera

u"-}- y.2u(î-+- cos20o—/sin0o cosOo) == o,

ou en posant

i+ cos26o—/sm0ocos0o== K^ o,
u" -+• y.îK2u == o,

d^où, en tenant compte de ce que

^cosOo ,
^0 == —— ——^— ) ^o == 0,

/ ^ À'" COS OQ(17) H =•—^—^—"eos^K^
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formule qui ne doit être appliquée que lant que u est positif
(puisque P et N et, par suite e, changent de signe avec u).

Or on a u == o pour

'=^

et pour cette valeur de ^ on a

^^cosOo^
V-

De plus l'équation (i3) nous donne, en négligeant les termes
en ^2,

rO'ss pL'MsinOo^osOo—/esinOo),

ou, en remplaçant u par sa valeur (17),

7.0»==—^cos0osin%(cos6o—f^ sin6o)cospiK^,

et par suite

r(e~eo)=^cose^lneo(coseo^/6s^nQ,)(costxK^I),

donc, pour ^== -.,—» 8 aura une valeur 0« donnée par la formule

,.(e.-0o)=~^j^(cos0o-./ssineo),

ou, en tenant compte de la valeur de K2,

/A & >. ^ s inQo^
^(Oi-Oo) ==- ^tK« (K 1)>

quantité très petite et qui tend vers zéro lorsque u croît indéfini-
ment, c'est-à-dire si la tige devient de plus en plus raide. Il en est
d'ailleurs de même de u! et de 6'.

On conclut que, si la liaison est unilatérale, la lige échappera
à Faction de Oy au bout d'un temps assez court pour qu'on puisse
la considérer comme n'ayant pas sensiblement bougé et comme
ayant des vitesses de rotation et de translation nulles. Elle se trans-
portera donc parallèlement à elle-même sous Finfluence de la
seule pesanteur.

Nous retrouvons par suite les résultats obtenus au moyen des
lois de Coulomb et en considérant la lige comme indéformable.
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Si, au lieu d'être unilatérale, la liaison était bilatérale, il se ferait
quelques oscillations entre les deux guides qui seraient rapide-
ment amorties (vu la petitesse de leur amplitude comparable, ou
même inférieure au jeu qui existe forcément être les deux guides).

On voit donc en résumé que, dans ce cas encore. Inapplication
des lois de Coulomb mène, ainsi que nous Pavons annoncé, à
une image suffisamment approchée du phénomène, et qui con-
duit seulement à négliger une période de transition excessivement
courte, et le plus souvent sans importance.


