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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UN CAS ELEMENTAIRE DE L'EQUATION DE FREDHOLM;

Par M. E. Goursar.

1. L’équation de Fredholm
' 1
n [ K(ay s)o(s)ds = Y(x),
) o(z) fo (z, $)o(s)ds = Y(x

ou(z) et K(z,y) sont des fonclions données ct o(x) la fonc-
tion inconnue, se résout Lrés aisément lorsque la fonction K(z, y)
ou noyau (Kern) est de la forme

(2) Kz, y)=X1 Y1+ Xo Yo+...+ X, Y,

X,, Xa, -+, X, ¢tant des fonctions de la seule variable z et Y,,
Y., ..., Y, des fonctions de la seule variable y. Par quelques
transformations simples de déterminants, on arrive a mettre la
solution sous une forme ot ne figure que la seule fonction K (z, y);
en supposant ensuite que le nombre n croit indéfiniment, on est
conduit tout naturellement a la solution générale de I'équation (1)
sous la forme méme de M. Fredholm. J'ai pensé que celte remarque
pouvait présenter quelque intérét au point de vue de I’enseigne-
ment.

2. Si le noyau K(z, y) est de la forme (2), on peut supposer
que les n fonctions X,, X, ..., X, sont linéairement indépen-
dantes, sans quoi il serait possible de meutre K(x, y) sous une
forme analogue a la formule (2), ol figureraient moins de n pro-
duits. On peut également supposer, pour la méme raison, que les
n fonctions Yy, Ya, ..., Y, sont linéairement indépendantes. En
remplacant K(z, y) par Pexpression X, Y, +...+X,Y, dans
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I'équation (1), celle-ci s’écrit

1
sqa(z)-a-m[x.(z)f Y, (s) p(s) ds
(3) - S _
' +X,(z‘)f Y,(s)«p(s)ds+...]=qo(z),

1}

et 'on en conclut que la fonction inconnue ¢ () doit étre de la
forme

€)) ¢(z)={(2)— H1 X (z)— Ha Xy (z)—...— Ha Xu(2),

H,, H,, ..., H, étant des coefficients constants.
Pour déterminer ces coefficients, remplagons encore o(s) par

$(s)— Hy X, (5)— HyXa(s) —. . .— Hp Xn(s)
dans I'équation (1); elle devient
‘ $(z)— H X, (2)— Hy Xy (2)—...— Ho Xu(2)
(3) +>‘f'[xl(x>v.(s>+...+xn<w:> Ya(s))
l w45 = By Xy(6) . o Ha X (s)] s = $(2).

Les fonctions X,, X, ..., X, étant par hypothése linéairement
indépendantes, pour que cette égalité puisse avoir lieu, il faut que
I'on ait ‘

1
H,=)\f Y, ($)[§(5) — Hy Xy (s)—. . .— HuXn(s)] ds,
0
1
) <n,=x~/o‘ Ya($)[§(5)— H Xy (s)— . .— Hp Xa(s)] ds,
.......... BRI P
H,,=)\f Yo (s)[9(s)— H Xy (8)—. . .— HpXn(s)] ds.
Posons
: 1
7 A= Xi(s) Yi(s)ds;
(7) k «[ () Yi(s) ds

on voit que les n coefficients H,, H,, ..., H, sont déterminés par
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les n équations linéaires

1
(14 M) Hy+ Myt Hyn - A Hp = Af Y, (s) §(s) ds,
[]

1 .
8 | xA,,ﬂ.+(u+xA,,)H.+...+M,,,H,.:k[ Ya(s) $(s) ds,

cesesesssessan Secaveescesses ecscescsne tectesessce 00000000 y

1
MAgaHy + 1A,,,H,+...+(x+M,,;.)H,,_—_;.f Yo (s)d(s)ds;
[

H,, H,, ..., H, sont donc des fonctions rationnelles du para-
meétre X, et nous allons d’abord étudier le dénominateur commun
de ces fractions
l+1A1‘ )‘A!i cea lA,"

XA|’ l+)\Ag, cee lA’u

....... ececne cew cecen

lAiu )\Aau cee l+7\A,",

(9) ®p(M)=

3. Si 'on ordonne ce polynome suivant les puissances de ), le
coefficient de A? est égal 4 la somme de tous les déterminants
A’ordre p que 'on déduit du déterminant

Ay Ay ... Ay

D= At Ase ... Ape ,

Am Aln cve Ann

en supprimant n — p colonnes quelconques et les » — p lignes
correspondantes. Nous désignerons I'un quelconque de ces déter-
minants par Sa.a,---a,n les indices «;, @y, ..., @, désignant les rangs
des lignes et des colonnes conservées; le coefficient de A? est donc

2 81. “"“"‘r’

la sommation s’étendant & toutes les combinaisons p & p des n pre-
miers nombres, et les indices a4, a,, . .., ap se succédant dans leur
ordre naturel. On a, par exemple,

A“ Azl Y Ap]
a Alz Azz e Apz

Ay Ay .o Ay
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Un terme quclconque de I'un de ces délerminants est un pro-
duit de p intégrales tel que

1 1 1
[ Xi(s)Yi(s)ds < [ X.z(s)Yg(s)dsx...xf X,(s)Y,(s)ds,
0 : T . . 0. :

et 'on peat évidemment le remplacer par une intégrale multiple
d’ordre p

ff...in(x,)Y,(m,)Xg(z'z)Y,(z'g)...X,,(.T,,)Y,,(.T,,)dz....d.T,,,

les limites de I'intégration étant o et 1 pour les p variables indé-
pendantes z,, s, ..., Zp, comme dans toutes les suivantes. Celte
remarque s’appliquant & un terme quelconque de 8,5, p, il s’ensuit
que, si I’on pose

Xi(zy) Yi(21) Xz(-?'l)Yx(Z‘A) v Xp(@) Xi(21)
Y _ | Xi(x2) Ya(xa)  Xo(@n) Ya(zz) ... Xp(@) Yo(22)
12...p—
Xi(xp)Ypixy) Xo(ap)Yp(xp) ..o Xp(xn) Xp(x)p)
on a

. ,
o.m,:ff...fa;,m,,da-l dz,...dzp;

et la méme remarque s’applique évidemment aux autres détermi-
nants parliels Ba,a,.,.a‘,'

Cela posé, considérons les deux tlableaux rectangulaires a
p lignes et & n colonnes (p<n):

Xi(x) Xo(ay) ... Xu(z))
(1) AR
Xi(zp) Xo(®p) .. Xu(zp)
Y;(z;) Yg(w,) wee Yu(xy)
(™) nilm) Tl Tl
Yi(zp) Yalxp) oo Yu(ap)

et désignons par T'T" le produit de ces deux tableaux, c’est-a-dire
la somme des produits obtenus en multipliant un déterminant
d’ordre p formé par p colonnes du tableau (T) par le déterminant
correspondant déduit de ('17).
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-:Si Pon prend, par exemple, les p premiéres colonnes de (T) et
de (T'), le produit correspondant est un déterminant d’ordre p
dont les éléments de la premiére ligne sont respectivement

Xy (=) Y1($1)‘4;‘:x1(1‘2)Yx(“‘z)’*‘:-" Xy (xp) Yi(zp),

Xi(xy) Yp o)+ X((22) Yp(2e) ...+ Xy () Y (2p),

les autres lignes se déduisant de celle-la en remplacant I'indice 1
de X par 2, 3, ..., p successivement. Ce déterminant est égal a la
somme de pP déterminants partiels obtenus en décomposant
chaque élément en p parties. Mais, pour avoir des déterminants
partiels différents de zéro, il faut prendre des indices différents
pour la variable z; dans chaque ligne. On aura donc seulement.
1.2...p déterminants partiels différents de zéro, de la forme

Xi(2g,) Yi(@g,) Xi(zg,) Yo(2g,) ... Xi(zB,) Yp(zg,)
X,(.’Dﬂi)Yj(Z'ﬁl) Xg(l’ﬁ,)Yg(Tég) Ve Xg(%‘ﬁp) Yp(.’t‘ﬁ',).’

X, (@8,) Yi(2,) Xp(28) Ya(78) ... Xp(z8)Y,(ap,)

Bi, Bay .-+, Bp désignant une permutation des p premiers nombres.
Il est clair que I'intégrale de ce déterminant, les limites pour toutes
les variables étant o et 1, est encore égale & 6,,.. . 1l s’ensuit que
lc facteur 8,,..., se retrouve multiplié par p! dans I'intégrale mul-

tiple
: 1 At 1
ll,=ff .../ TT'd.Z'1d-Z'g...ti.‘l‘p;
0 0 - 0

il en est évidemment de méme de lous les autres facteurs BG‘G,M“",
et nous concluons de 1a que le coefficient de A7 dans ®,(}) est
égal &

D’autre part, le produit TT' est égal & un déterminant d’ordre n

Xy (1) Ye(20)+ Xa (@) Ya(@1) 4o Xo(21) Ya(2y)
Xi(@2) Yi(@1)+ X (22) Yo(@)) ...+ X,,(z‘_g) Yo (1)

| Xl(x[l)Yl(x1)+ Xl(“"p)Y2(‘7’i)+-- .+X,,(.Z‘.,,)Yn(.’l‘1)

TT =

les autres colonnes se déduisant de la premiére en remplacant,
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dans Y;, z, par z,, zs, ..., T, successivement. Mais ce détermi-
nant n’est autre chose, d’aprés la formule (2), que

K(zy, 7)) K(aq,22) ... K(zy,2p)
K(zy, 2) K(Zs,22) ... K(#a,2,) ,

..............................

K(zp, #1) K(zp,22) ... K(zp,2p)

ou, d’aprés la notation de M. Fredholm,

K(z,, Lyy oeey w,,‘).

Ty, Tay oeny Tp

En définitive, nous voyons que le coefficient de A? dans le poly-
nome ®,(}) est égal a

! f'f‘...fk(”"”” “"’””)dx,dx,...dz,,.
.2...p ), J, A Zyy Zyy ooy Tp
4. Des équations (8) on déduit I'expression de la somme

H X, + Hy Xy +...+ H, X,

au moyen d’un nouveau déterminant d’ordre n + 1

o X|(Z‘) X,(x) e X,.(a:)

n 2z B. l-l—A“l A"X eee A,uk
—~ —
H;X;(x)= m B, Au)\ 14+ Agpsd ... AIIS)\ ’
i=1 ee  eesse sesssess cee cesen
B, A Asnd oo 14+ ApN
en posant

1
B‘=f Yi(s) (s)ds,
0
ce que l'on peut encore écrire

1
S X = g [ YO T(@, ) ds,
0

T(z, s) désignant le déterminant

o —X;(x) -—X,(.?) oo —Xp(2)
Yt(S) l+A“)\ Aglk oo A,nl

T(z,s)=1| Ya(s) Agph 1+ Agah ... A )

.....................

Ya(s)  AwmA  Amd .. 1Ak
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Nous allons encore chercher i développer T(z, s) suivant les
puissances de . C’est un polynome de degré n — 1 au plus, dans
lequel le terme indépendant de A est égal au déterminant

o —Xy(z) —Xy(x) ... —Xu(x)
Yi(s) ' o o
Ya(s) [} 1 o
..... . . ()
Ya(s) o ) T

=X1(2) Y (s)+ Xs(2) Ya(8)+...+ Xp(2) Yu(s)= K(=, ).

D’une fagon générale le coeflicient de A? dans T(z, s) est égal
a la somme des déterminants d’ordre p + 2 que I'on déduit du
déterminant

o —Xi(z) —Xs(2) ... —Xu(=)
Yi(s) Ay Ay een An
A= Y,(S) Agg Ag’ “es A”’ ’
Yau(s) Ay, Asn cee Ann

en conservant les éléments communs a p + 2 lignes et aux p + 2
colonnes correspondantes, la premiére ligne et la premiére colonne
n’étant jamais supprimées complétement. Il y a deux sortes de
termes de degré p en A; les uns contiennent en facteur un produit
tel que X;(z) Yi(s), les aatres un facteur de la forme X;(z) Yi(s),
ou i 7# k. 1l suffit évidemment par raison de symétrie de calculer
les coefficients de AP X, (z) Y, (s) et de \? X, (z) Y3 (s).

Le coefficient de A? X, (z) Y, (s) est, d’aprés ce qui précéde,
égal 4 Ja somme des déterminants d’ordre p que I'on déduit du
déterminant '

Az Ajs ... A,

A= Ay Ay ... Ay ,

A!n ABIL LY Ann

en conservant seulement les éléments communs a p lignes et aux
p colonnes correspondantes.

Chaque terme de ce déterminant est encore le produit de p inté-
grales simples et peut étre remplacé par une intégrale multiple
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d’ordre p. Or, si nous considérons les deux tableaux .

Xi(z) Xy(z) ... Xu(z)
C= Xy(zy) Xa(@y) ... Xa(wy)
Xi(zp) Xa(@p) .- X (z,)
Yi(s) Ya(s) oo Y,(8)
&= Yy(z) Ya(zy) ... Ya(z))
Yi(xp) Yo(xp) vo. Ya(zp)

le coeflicient de X, (z) Y, (s) dans le produit &' est égal au pro-
duit des deux tableaux

Xo(zy) .. Xp(xy) Yo(zy) ... Yu(xy)
Xﬂ(‘z'[l) e X(L(m[)) >Y2(.Z‘l,) LR Y,L(.TI,)

et I'on reconnait comme plus haut (n°® 3) que chaque terme du
coeflicient de %?» X (z)Y,(s) se retrouve, multiplié par p! dans
I'intégrale multiple ~

1 1. .
f f ces [ 08’ dr  dz,...dz,.
0 0 <0

Le coefficient de X (z) Y,(s) dans le produit & est de méme
égal, au signe pres, au produit des deux tableaux © et ©”

Yi(e) Ys(z) ... Ya(@)

Yl(‘z'p) Yz(mp) N VY/z(xp)

et 'intégrale multiple

1 1 1
ff f 080" dzy dz;...dz,
0 0 0

contient encore p! fois chaque terme du coefficient de 27 X, (z) Y. (s)
dans T (z, s). En déEnitive, le coefficient de A7 dans T'(z, s) est

égal a
" 1 1 1
- e GG’({.’I/’ldJ‘g.-.dZ‘,.
1 /
1)'.,0 0 0
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Mais le produit &' est égal a un déterminant unique d’ordre p 4+ 1

Xi(#) Yi(s)+...#- X, (2) Yu(s) ... Xy(@) Yi(zp)+...+-Xp(2) Yau(zp)

Ce'=

................................................................

Xl(“‘l)Y1(5)+-~'+X'L(-T1)Yn(3) Xl(rl)Yt(wli)+"'+xll(xi)Yn(xll)

Xi(2p) Yi(s)tortXn(2p) Yals) oo Xg(@p) Yi(@p)tot-Xn(2p) Ya(p)

c'est-a-dire, d’aprés les notations de M. Fredholm,

C6 = K<

Ty X1y Tay ”'axl’)
’
, Sy X1y Toy «ooy Tp
et 'on a

n—1 1 At 1 A v
T(a, s.)=K(x,s)_‘_2M [/ f K(r, Z4, ""“)dz,...dx,,.
p=1 Jo 0 0 Sy Ty «..+Tp

En résumé, lorsque la fonction K(z, y) est de la forme (2), si
I'on pose

" 1 1 1
(10) (D,L()\)=I+Z)\_p'ff [ K<zhx27...’$I,>d$|...d-tlij
p:lP. 0 0 o 1y Ty oo 0y Tp

n—1
wprt ot 1 Ty Zyy ooy Tp
(11) Fa(x, ;) =rK z,y)+ __[ [f K( >dx.
L }' ) ( .}/) E /)| Jy A y,x.,...,x,, 1

0
p=1

et si A n'est pas racine de I'équation ®, (k)= o, 'équation inté-
grale (1) admet une solution unique dounnée par la formule

1
(12) ?(x)zq/(x)—@—lﬁ—)-‘/‘ «;J(s)j,,(x,s;)\)ds.
ni y

4. La loi de formation des coefficients, dans les deux polynomes
en A, ©,(2) et F,(z, y; ), est évidemment indépendante de la
forme particuliére (2) que nous avons supposée a la fonclion
K(z, y); cette loi de formation peut s’appliquer en partant d’une
fonction quelconque des deux variables z et y. Mais, si I'on part
d’une fonction de la forme (2), les développements obtenus pour
@y (1) et j,,(x,)'; 1) s’arrétent d’eux-mémes, car les déterminants

o[ L1y T2y e0ey Tp Ly X1y X2y o 0ey Tp-y
I\< ’ K
xl,xz,...,x‘l, _}’,.’Z'I,J'Q,-..,Z'I,,i

sont nuls, comme sommes de déterminants ayant deux colonnes

. .dl'p)
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identiques, dés que p est supérieur & n. Au contraire, si 'on part
d’une fonction quelconque de deux variables f(z, y), on obtient
en général deux séries entiéres en A toujours convergentes

“ e .
AP ! 1 1 Zyy Ty o043 T,
13) O(N) =1+ —fff < p)dx...dz,
( ) ( ’ })Ezlpl 0 0 0 f xhzh"'qu ! m
)‘Hfif‘--- ’f/“"z""""’">dx,...dx,,-
0 0 0 \y,z'.,...,z,,

p

p!
si A n’est pas racine de I'équation @ (A)= o, on est conduit par
induction a représenter par la formule

3z, ;=2 f(=, )+,
p=1

T 1 j
a5) 2@ =)= gy [ )T (s M s
la solution de I’équation fonctionnellg
1
() °o(z)+ )\f S(z,5)p(s)ds = (s).
)

On peut vérifier @ posteriori 'exactitude de la solation par la
méthode de M. Fredholm. On peut aussi démontrer a priori que
P’extension de la formule (12) au cas de n infini est légitime dans
le cas trés étendu ou la fonction f(z, y) est développable en série
uniformément convergente de la forme

(16) f(@, )= X Xi(@) V(7).
Posons en effet

n
Ku(2, )= 3, X:Ys,

i=1

et soient @, (1), ,(x, ; A) les deux polynomes en ) obtenus en
remplacant K (z, y) par K, (z, y) dans les formules (10) et (11).
On démontre facilement que le polynome ®,(A) a pour limite
®()), et que F,(z, »; A) tend uniformément vers $(z, y: })
lorsque n croit indéfiniment, de sorte que la fonction 9, () repré-
sentée par la formule

1 .
(12 ta(2)= (@)= 5o [ 46 Fulr 50 ds
- n (1}
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tend uniformément vers la fonction @ (2)
1
(17) (@)= 4(@)— o5 ) YO @50 as,
) °

pourvu que X ne soit pas racine de ’équation ®(1)= o.
D’autre part, I'équation

1
n l Kn ) n d =d’
on(@)+ fo (2, 5) u(s) ds = U(z)
peut s’écrire
1 1
ea(@)+1 [ f@,)0(s)ds ) [ [Ka(@, )= f(a, )] oa(s) ds
+kf £(@,5) [9n(s)— B(s)] ds = Y(2);

si n croit indéfiniment, les deux derniéres intégrales du premier
membre tendent vers zéro, et il reste a la limite

1
d(z)+ lf Sf(z,s)®(s)ds = Y(=).

Remarque. — Les théorémes généraux sur 'équation de
Fredholm peuvent de méme se déduire comme cas limites de
théorémes analogues relatifs au cas élémentaire considéré dans
cette Note.



