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PROPRIETES DES POLYGONES INSCRITS A UNE CONIQUE;

Par M. Mataiev WEeiLL.

Tutorime I. — Le produit des distances d’un point quel-
conque d’une conique aux cotés d’un polygone inscrit est dans
un rapport constant avec le produit des distances de ce point
aux droites qui joignent de p en p les sommets du polygone.

Parcourons le polygone dans I'ordre indiqué parles c6tés1, 2, ...,
Py -+, et, dans les égalités qui vont suivre, négligeons, pour la

Fig. 1.
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N

commodité de D'écriture, des facteurs constants, en désignant
par (1) la distance d’un point M de la conique au c6té 1, par (2) la
distance de M au coté 2, et ainsi de suite.

Le quadrilatére AKLR formé par les ctés 1, p, o, 3 donne lien
alégalité

(1) (p) = () (B)-

Formons de pareilles égalités en parcourant les sommets suc-

cessifs du polygone, nous aurons

(2)(p+1) = () ()
(3) (p +2) =(a")(P"),

d’olt, en désignant par P le produit des distances de M a tous les
cdtés du polygone,
(P)2=[(=) (a") (&) . . JI(B) (B (2. ]-

%
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Or, le produit () (a’) (o”). .. représente le produit des distances
de M aux droites qui joignent les sommets pris de (p — 2)
en (p —2);etle produit (B)(B)... représente le produit des dis-
tances de M aux droites qui joignent les sommets pris de p en p.

Le théoréme est donc vrai pour p sil 'est pour (p — 2). Or, il
est vrai pour la valeur p — 2 = 2; donc il est général.

Tutorime 1. — Etant donnéun polygone de 2m cétés inscrit
dans une conique, et dont les cétés sont numérotés 1, 2, 3,
&y -.oy 2m, le produit des distances d’un point quelconque M de
la conique aux cétés 1, 3,5, 7, ... est dans un rapport con-
stant avec le produit des distances de M aux cdtés 2, 4,6, ...,2m;
et aussi dans un rapport constant avec le produit des distances
de M aux diagonales.

Pour démontrer la premiére partie, considérons, par exemple,

Fig. a.

un octogone que nous décomposerons en quadrilatére et hexagone
en joignant 2 sommets; ten supposant le théoréme vrai pour
I’hexagone, nous aurons

(N (3)(5) = (2) (4) (2)
(7) (@) =(6)(8).

puis

On voit donc que, si le théoréme est vrai pour un polygone
de 2m coOtés, il est vrai pour un polygone de (am + 2) cllés;
donc il est général.

Pour démontrer la deuxiéme partie, remarquons qu’on aura, en
appliquant le théoréme I au cas de I'octogone, par exemple,

(1)(2)(3)-..(8) = (DD, DD, )%,
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en désignant par Dy, D, ... les diagonales; d’oi
(1(3)(3)(7) =(2)(4)(6)(8) =Dy D, D;D,.

Si la conique donnée est un cercle, les deux théorémes pré-
cédents donnent des produits égaux, et non plus dans un rapport
constant.

Appliquons le théoréme I & un polygone de m cdiés et aux
droites qui joignent les sommets de 2 en 2, par exemple; nous
aurons une égalité de la forme

(1) (2)(3)-..(m) =A(u)(v)(w)...

en désignant par A un facteur constant, qui se réduit a I'unité
quand Ja conique est un cercle, et en désignant par (u),(v), ...
les distances de M aux droites qui joignent les sommets de 2 en 2.
Or, I'équation précédente, si 'on y remplace les coordonnées de M
par des coordonnées courantes, représente une courbe de degré m,
formée, d’une part, de la conique donnée et, d’autre part, d’une
courbe restante de degré (m — 2), qui passe par les points de ren-
contre des cOlés du polygone et des droites qui joignent les
sommets de 2 en 2. Tous les points de cette courbe restante
jouissent donc de la propriété exprimée par I'égalité précédente.

Le théoréme II donne lieu a la méme remarque.

Considérons, maintenant, quelques cas particuliers; nous énon-
cerouns les résullats sans démonstration.

Un hexagone étant inscrit dans une conique, le produit des dis-
tances d’un point quelconque de la droite de Pascal aux cotés
numérotés 1, 3, 5 est dans un rapport constant avec le produit
des distances aux cOtés 2, 4, 6, et avec le produit des distances aux
diagonales.

Un triangle étant inscrit dans une circonférence, si 'on méne
les tangentes aux sommets, la droite qui passe par les points de
rencontre de ces tangentes et des ¢otés jouit de la propriété que le
produit des distances d’un point de cette droite aux trois c6tés est
égal au produit des distances de ce point aux trois tangentes.

Un polygone régulier -est inscrit dans une circonférence; les
tangentes aux sommels forment un second polygone régulier dont
les cotés rencontrent ceux du premier polygone en des points
situés sur des circonférences concentriques; le produit des dis-
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tances d’un point quelconque d’unc de ces circonférences aux
c6tés du polygone est égal au produit des distances de ce point aux
tangentes.

Un polygone est inscrit dans une conique et circonscrit a une
aulre conique, bitangente a la premiére le long d’une droite D.
Les c6tés du polygone et les droites qui joignent les sommets de
2 en 2, par exemple, se coupent en des points qui sont situés sur
des coniques bitangentes a la premiére le long de D, et aussi sur
la droite D si le nombre des c6tés est impair; le produit des dis-
tances d’un point quelconque de la droite D ou d’une de ces
coniques aux cOtés du polygone est dans un rapport constant avec
le produit des distances de ce point aux droites qui joignent les
sommels de 2 en 2.

Méme résultat pour les droites qui joignent les sommets de
3en3,defend4,....

Considérons encore un polygone d’'un nombre pair de cotés,
inserit dans une conique et circonscrit 4 une autre conique quel-
conque; 'équation symbolique

(3)(5)(7).-. =(2)(4)(6)(8) (10)...

représente d’abord la conique dans laquelle le polygone est inscrit,
puis une courbe restante formée elle-méme de coniques, auxquelles
vient s’adjoindre une droite quand le nombre des cotés est de la
forme (4m —+-2); ce sont ces coniques dont les points jouissent
de la propriété indiquée par I’équation.

Si un polygone de (4m + 2) cOtés est inscrit dans une circon-
férence et circonscrit & une autre circonférence, les cOtés opposés
se coupent deux & deux sur une droite; le produit des distances
d’un point quelconque de cette droite aux ctés numérotés 1,3, 5,...
est égal au produit des distances de ce point aux cOtés numé-
rotés 2, 4, 6, ....

Tatoreme III. — Il existe une relation linéaire et homogéne
entre les inverses des distances d’un point quelconque d’une
conique auz cétés d’un polygone inscrit.

=0, = 0, Y = o étant les équations des cdlés d’un triangle,
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I'équation d’une conique circonscrite peul s’écrire

2
B

=o,

R

>0

a, b, ¢ étant des constantes.
Soit un quadrilatére ABCD et une conique circonscrite; les

c 11 D

deux triangles ABC, ACD donneront lieu aux deux équations sui-
vantes de la conique circonscrite :

a+b+c_0
o g e
c d e

— - 4+ =+z=0
e v 3

Donc tout point de la conique satisfait & une équation de la forme

a + b N d N e o
o p Y 8
le théoréme se démontre de proche en proche.

L’équation de la conique est donc renfermée dans 'équation

a b
o

qui représente la conique d’une part et, d’autre part, une courbe
restante de degré (m — 3) si le polygone a m c6tés; cetle courbe
restante jouit donc de la méme propriété que ia conique. Ainsi,
dans le cas du quadrilatére, c’est la droite qui joint les points de
rencontre des cOlés opposés; dans le eas du pentagone, c'est la



conique qui passe par les cinq points ot se coupent les coiés,
points autres que les cing sommets situés sar la conique donnée.

Tatorime V. — Un polygone de m cétés étant inscrit dans
une conique, les m sommets de ce polygone et les m (m — 4)
points ol les cdtés sont rencontrés respectivement par les
droites qui joignent les sommets de p en p appartiennent a
une méme courbe de degré (m — 2). '

Ce théoréme résulte de ce qui précéde.

Considérons, par exemple, un hexagone et les droites qui
joignent les sommets de 2 en 2; nous aurons 18 points d'une
méme courbe du quatriéme degré.

Tutorime V. — Trois courbes, C, S, Z, font partie d’un
Jaisceau d’ordre m; deux autres courbes, S', ¥, font partie
avee C d’un faisceau d’ordre m; les 2 m® points de rencontre
de S avec ¥ et de S' avec T sont sur une courbe C' de degré m.

En effet, tout point de la courbe C satisfait & chacune des

équations
S=2\%, S'=p%,

et, par suile, a ['équation
SS' = )\IJ.X}:';

celle équalion, qui représente la courbe C, représente donc aussi
une autre courbe C' qui passe par les poinls communs a S el ¥, et
aussi a S et 2.

En écrivant Spu¥ = S8'2%, on voit qu'il existe une courbe C’
de degré m passant par les points communs a8 S et ', et 4 T et ¥'.

Considérons, par exemple, une cubique et un systtme A de
3 droites et un autre syst¢tme B de 3 droites, tels que leurs
9 poinls communs appartiennent a la cubique; puis deux autres
systémes analogues A’, B'; les 18 points de rencontre de A avec B,
et de A" avec B, sonL sur une méme cubique; le produit des dis-
tances d’un point quelconque de cette cubique aux 6 droites des
groupes A, A’ est proportionnel au produit des distances de ce
méme point aux 6 droites des groupes B, B'.

Résultat analogue pour deux groupes de 4 points sur une co-

XXXV. 13.
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nique quelconque. Transformons par polaires réciproques; nous
aurons le résullat suivant :

Etant donnés deux quadrilatéres ABCD, A’BC'D (B et D étant
deux sommets opposés communs aux deux quadrilatéres), s’il
existe une conique inscrite 3 ABCD et ayant A’ et C' comme
foyers, il existe une conique inscrite 3 A'BC'D et ayant A et C
comme [oyers.



