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SUR LES COURBES GAUCHES UNICURSALES DU QUATRIEME ORDRE;

Par M. Cau. BiocHe.

On sait que les courbes gauches du quatriéme ordre appar-
tennent & deux familles distinctes :

1° Les biquadratiques, par chacune desquelles il passe unc
infinité de surfaces du second ordre;

2* Les quartiques de Steiner, par chacune desquelles il ne
passe qu’une surface du second ordre, dont un systéme de généra-
trices est constitué par les sécantes triples de la courbe.

Les quartiques de Steiner sonl unicursales; leur classe est 6, 5
ou 4.

Les biquadratiques ne sont unicursales que si elles ont un poiunt
double; si celui-ci est un point double ordinaire, la courbe est de
sixiéme classe; si ¢’est un point de rebroussement, la courbe estde
quatriéme classe ().

J’ai été conduit a écrire ce Mémoire 4 la suite de celte remarque :
si d’'un point M d’une courbe de sixi¢éme classe on méne les trois
plans osculateurs qui ont leurs points de contact distincts de M,
ces points sont dans un plan II passant par M. J’ai obtenu des
résultats curieux en cherchant I'enveloppe de ce plan II et, pour
pouvoireffectuer simplement les calculs, j’ai dii chercher des formes
réduites des équations générales des courbes gauches unicursales
du quatriéme ordre. Enfin, en cherchant des exemples, j’ai obtenu
des formes assez générales d’équations donnant lieu a des remarques
intéressantes.

I. — ProPrItTES GENERALES.

1. Une courbe gauche unicursale du quatriéme ordre peut tou-

(1) Jai déja étudié les courbes de quatricme ordre et de uatriéme classe ( Bull.
Soc. Math., t. XXXIII, 1903, p. 18).
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jours se présenler par les équations

X =aM+ a4+ a A2+ a3 A + a,,
Y = by b+ by A3+ by A2+ by A + by,
Z =coAt+ci A2+ ca A2+ c3 A + ¢,
T =dyM+d M+ dy N2+ d3 A+ d,,

‘les polynomes en A étant premiers entre eux dans leur ensemble.

Les A des points d’intersection de la courbe avec un plan quel-
conque sont liés par une relation qui doit étre du premier degré
par rapport i chacun de ces ) pris isolément, puisque, trois d'entre
eux étant donnés arbitrairement, on doit avoir une équation du
premier degré pour déterminer le quatriéme. Il est [acile de voir
que, si 'on considére le tableau des coefficients

a, a ay az a,
by by by b3 b,
cy € Cy3 €3 ¢,

dy di dy dy d,

si 'on désignc par 4; le déterminant déduit de ce tableau en sup-
primant la colonne d’indice ¢, et par S; la somme des produits &
a k des quatre X des points d’intersection de la courbe avec un
plan, la relation en question peut s’écrire

(l) 'AO+A151+A252+A383+AgS‘=O.

2. Soit ) le paramétre correspondant au point de contact d’un
plan osculateur et X' le paramétre correspondant au point ou ce
plan coupe la courbe, la relation précédente montre que X et )/
sont liés par la relation

(2) Ao+~ 3A112+3A2)\+ A3A3+ )\I(Al—f- 3Az)\+3A3)\2+ Ab)\a)‘._-' 0;

on en déduit immédiatement que, sil’on se donne ), on a trois
valeurs pour A. Autrement dit, d’'un point de la courbe on peut
mener trois plans osculateurs autres que celui qui a son point de
contact au point correspondant a )'; ce dernier comptant pour 3,
on voit que la courbe est ordinairement de la classe 3 +- 3 =06. Le
nombre qui mesure la classe s’abaisse, si 1’équation (2) donne
pour 7 des racines indépendantes de ). On peut reconnaitre que
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les points correspondant i ces valeurs de A sont des points d’in-
flexion linéaire, c’est-a-dire des points tels que la tangente y
coupe la courbe en trois points confondus, de sorte que tout plan
passant par cette langente y a également trois points d’intersection
confondus; la présence d’un de ces points abaisse la:classe ‘d’une
unité ().

Il peut arriver qu’un plan coupe la courbe en des points qui
correspondent & une seule valeur de X; les A des points en question
sont donnés par I'équation ‘

(3) A0+4A|)\+6A2)\2+4A2)\3+A1,)\6=0;

le plan est alors dit stationnaire. Les plans stationnaires peuvent
étre, on le constate facilement sur des exemples, soit réels, soit
imaginaires, soit les uns réels et les autres imaginaires.

3. En comparant les équations (2) et (3), on voit facilement que
la condition nécessaire et suffisante pour que 'équation (2) ait
une racine en A indépendante de A’ (racine que j'appellerai racine
singuliére), c’est-a-dire pour que le coeflicient de N’ et le terme
indépendant admettent un facteur commun, est que 'équation (3)
posséde une racine multiple. En examinant les divers cas qui

peuvent se pl‘ésen[er on reconnait (_[ue H

1° Si I'équation (3) a une racine double, 'équation (2) a une
racine singuli¢re; la courbe correspondante est une quartique &
sécantes triples ayant un point d’inflexion linéaire, qui correspond
A la racine singuliére. La courbe est de cinguiéme classe.

2° Si I'équation (3) a deux racines doubles, I'équation (2) a
deux racines singuliéres distinctes; la courbe correspondante est
une quartique a sécantes triples ayant deux points d’inflexion
linéaire qui correspondent aux racines singuli¢res. La courbe est
de quatriéme classe. Elle a comme tangentes des droites faisant
partie d’'un complexe linéaire. Les courbes de celte nature sont les
lignes asymplotiques des surfaces réglées du troisiéme ordre 3
directrices distinctes.

3* Si Péquation (3) a une racine triple, 'équation (2) a une

(') Yoir, Bull. Soc. Math., t. 1X, 1880-1881, un Mémoire de M. Genty.
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racine singuliére double; la courbe correspondante est une bigua-
dratique ayant un point de rebroussement donné par la racine
singulié¢re. La courbe est de quatriéme classe.

L’équation (3) ne peut pas avoir de racine quadruple, ou, autre-
ment dit, le coefficient de )’ et le terme indépendant de I'équa-
tion (2) ne peuvent avoir leurs coefficients proportionnels lorsque
les polynomes en ) qui donnent les expressions des coordonnées
d’un point de la courbe considérée sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

4. Considérons une quartique gauche unicursale de sixiéme
classe. Sil'on fait la perspective sur un plan quelconque en prenant
comme point de vue un point M de la courbe, on obtient comme
perspective une cubique plane unicursale. Les tangentes d’inflexion
de cette cubigue sont les traces sur le plan du tableau des plans
osculateurs menés par M; comme on sait que les poipts d’'inflexion
de la cubique sont en ligne droite, on en déduit que les points de
contact des plans osculateurs menés par un point M de la
courbe sont dans un plan passant par M. Pour abréger, je dé-
signerai ce plan par II.

A chaque point M correspond un plan II. Si I'on forme I'équa-
tion de ce plan, on reconnait facilement que les coefficients de
celle-ci sont du deuxi¢éme degré par rapport au paramétre ) du
point M. On en déduit que le plan enveloppe un cdéne du second
degré, par suile passe constamment par un point fixe que je dési-
gnerai par w. Je crois inutile de montrer 'existence du coéne en
question au moyen des équations générales, et je vais, avant de
traiter les questions relatives au plan II, montrer comment on peut
simplifier les équations des courbes a étudier, par un choix con-
venable du tétraédre de référence et des transformations homo-
graphiques simples.

II. — EQuATIONs REDUITES.

5. Prenons pour faces du tétraédre de référence deux plans
osculateurs et deux plans qui passent chacun par la corde qui
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joint les deux points et par la tangente en un d’eux; si I'un des
points correspond a la valeur zéro du paramétre ) et I'autre a la
valeur infinie, hypothése qu'il est facile de réaliser, les équations
seront

X=alr+a'h3, Y =023+ b2, Z=chr4 '}, T=d\+d,

X = o, T =o étant les plans osculatears; on trouve facilement
alors pour les coefficients des équations (1), (2) et (3)

Apy=a'bc'd, A=abcdd, A =abcd, Ay=abed, A,=abcd.
On peut distinguer les biquadratiques des quartiques a sécantes
wriples; il suffit de remarquer qu’une de ces derniéres n’a jamais
de point double, tandis qu'une biquadralique unicursale en a tou-
jours un. Or, pour qu’il y ait un point double, il faut et il suflit
que I'on puisse trouver un couple de valeurs de A et u, de fagon

(llle
al+a'dd bV el c'h dri+d
apt+a'pd T bpd+6'pr cpt+cp dp+d?

ces équations débarrassées de la solution A= donnent le systéme
ablp + ab' (A + p)+a'd' =o,
bedp+ be' (A +p)+b'¢c' = o,
cdhp+ cd' (A +p)+c'd =o;

on en déduil immédiatement que la condition cherchée s’exprime

par

ab ab' a'l’
be b b'c |=o.
ced cd c'd

6. Si 'on prend comme sommets du tétraédre de référence
situés sur la courbe les points de contact de deux plans station-
naires on a

a =o, d=o,

et, comme « et d' doivent éire alors différents de zéro pour que
P'on ait une courbe gauche du quatri¢éme ordre, on peut, par une
transformation consistant & diviser X et T' par @ et ' respeclive-
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ment, ramener les équations a la forme

E__ Y _ Z T
Xe T b +b2Ar cht+cA 1

Pour voir quelle est la classe d’une courbe représentée par ces
équations, on pent considérer, soit I’équation du plan osculateur
qui est

(3be N+ 3bc'k +b'¢')X —a(fek + 3¢ )A2Y
+2(36X +4b')235 —(ber2+3bc'h + 3b'c' )M\ = o,

soit ’équation qui donve les points slationnaires; celte derniére a
une racine infinie, une racine nulle et les deux autres sont données

par
2bcA2+3bc' N +2bc' = o.

Il serait facile de faire le tablean des cas qui peuvent se présenter.
Pour obtenir des formes d’équations aussi simples que possible, je
ferai remarquer que, si 'on écarte le cas des courbes de quatricme
classe que J’ai déja ¢ludiées dans un autre Mémoire, on peut tou-
jours supposer b, &', ¢, ¢’ dillérents de zéro. En eflet, si b =o0 ou
¢'= o, 'équation qui donne les points de conlact des plans station-
naires a une racine triple infinic ou nulle; la courbe est une biqua-
dratique de quatriéme classe.

Si ¢ =0 ou {/=o0, I'équation qui donne les plans stationnaircs a
une racine double infinie ou nulle; on a alors une courbe de
cinquiéme classe, si unc seule des conditions est vérifi¢e, ou une
quartique de quatri¢me classe a sécantes riples, si les deux condi-
tions sont vérifiées simultanément.

Dans le cas ot la courbe est de cinquiéme classe, on a vu que
celle-ci avait deux plans stationnaires ordinaires et un plan corres-
pondant & une tangente d’inflexion; c’est celui-ci qui correspond
a la racine double. Comme on peul toujours prendre pour sommels
du tétraédre de référence les points de contact des plans station-
naires ordinaires, on peut Loujours faire en sorte que I'équation
qui donne ceux-ci n’ait pour racines infinie ou nulle que des
racines simples.

Si donc on suppose b'cc’ 7% o on peut, par une transformation
analogue a celle que j'ai employde au début de ce numéro, ramencr
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les équations a la forme

X Y _z T
YU - E Rl Ry Wi

B ety étant tous deux dilférents de zéro.

7. Si maintenant on remplace X par B, X par 3+X, Y par %Y,
Z par $2Z et sil'on pose Y= Af3, on obtient les équations

X Y z T
M Ar T XEr AR 1

ct, d’aprés ce qui précede, toute courbe du quatriéme ordre, de
sixiéme ou de cinquiéme classe est transformée homographique
d’unc des courbes représentées par ces équations. L’équation qui
donne les points de contact des plans stationnaires est alors |

2N 430 + 2/ = 0;

si h £ o, 'équation ne peut avoir de racine double que si

9l —16 = o;

dans ce cas la courbe est de cinquiéme classe.

La courbe est en général une quartique a séeantes triples; pour
que ce soit une biquadratique, il faut et il sufflit que 2 =2. La
courbe est alors sur les quadriques

Y2—ZX-- X =o,
22— X—4Y=o.

Les valeurs de ) (ui correspondent au point double sont données

par

A4+ 2)l+2=o0.

8. On pcut maintenant faire 'énumération compléte des types
de courbes qui, au moyen de transformations homographiques,
donnent loutes les courbes gauches unicursales du quatriéme
ordre :

Biquadratique a rebroussement,

X = A% Y = )2, Z=);
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quartique de quatriéme classe a sécantes triples,
X = A%, Y =3, Z=);

quartique de cinqui¢me classe a sécantes triples,

X = )%, Y =234 22, Z=)\’+%))\;

biquadratique & point double ordinaire,

X =%, Y =234 Z=1>242};

quartique de sixiéme classe a sécantes triples,

X = A4, Y =234 )2, Z =Nk},

, . e, 16
L étant, dans ce dernier, différent de o, 2 el ?,

On peut remarquer que les équations des quatre premicrs Lypes
ne contiennent plus de constante arbitraire; on en conclut immé-
diatement que toutes les courbes correspondant a 'un de ces types
s¢ déduisent homographiquement de Pune d’elles.

On peut remarquer aussi que les équations

X=2¢, Y=\, Z=D)22+h)

donneraient une biquadratique a rebroussement pour & ==0. De
sorte que ces équations peuvent étre considérées, a une transfor-
mation homographique prés, comme représentant toute courbe
gauche unicursale du quatriéme ordre, sauf les quartiques de
Steiner de quatri¢me classe, qui se distinguent des auatres courbes
du quatriéme ordre par ce fait que leurs tangentes appartiennent
a un complexe linéaire.

11I. — LEs PLANS STATIONNAIRES.

9. Les A des points de contact des plans stationnaires étant
donnés par I’équation

A+ 4A1>\ -+ 6A3A2+ .iAa)\a—l‘ Ag)\!'= o,

la condition pour que ces points soient dans un méme plan s’cx-
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prime par
AoAy— A1 A+ 6A§——4A3A|+A,5Ao= 0.
Si I'on prend les équations sous la forme réduite donnée au n° 7, la

condition précédente donne

.

h=

(TP

Donc les courbes dont les points de contact des plans station-
naires sont dans un méme plan sont transformées homographiques
de
v X = A4, Y = A3 422, Z=)\2+§)n

On peut constater que les points en question sont dans le plan

Y+3Z=o

et gque deux d’enlre eux sont imaginaires.
D

10. Dans le cas général, il existe une relation simple entre les
tangentes & la courbe aux points stationnaires. Ces tangentes sont
sur une méme quadrique.

En effet ’équation générale des quadriques passant par les deux
tangentes qui sont les arétes du tétracdre de référence est

Z(AX +BY)+(CX+DY)=o;

si I'on forme I'équation qui donne les A des points d’intersection
de la quadrique avec la courbe, on obtient"

AN+ (B+AR)25+(B+ Bh+ C)A+(Bh+ D)A3+ DA2=o;
or le premier membre de cette équation est le carré du polynome

2A34-3hA24 2R,

ui égalé a zéro donne les )\ des plans stationnaires, si l'on a
qui eg )

A =4, B=28n, C=nhn, D =4 A

Donc la quadrique
4XZ +~8hYZ + h2X + 4 A2Y = 0,

gui contient deux tangentes, est coupée par chacune des autres cn
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deux points confondus; de plus, les coefficients directeurs des tan-
gentes en ces points étant

43, 3A24 2], 2A + h,
ces droites sont paralléles au plan directear

X+2AhY =0

de la quadrique puisque la condition de parallélisme s’exprime par
4N+ 6hN 4+ 4N =0,

équation vérifiée par les ) des points de contact. Donc les tan-
gentes considérées ont trois points communs avec la quadrique.

11. Cette quadrique se décompose en deux plans si o=2,
c’est-d-dire si la courbe est une biquadratique; ces deux plans

X+4Y=o, Z+1=o0

sont des plans bitangents contenant chacun un couple de tangentes
aux points de contact des plans stationnaires.

Quand la quadrique ne se décompose pas, les plans
X+44Y=o, G4h4-h2=o,

(ui sont tangents a celte surface aux sommets du Léwacdre de réfé-
rence ol la courbe a des plans stationnaires, sont encore des plans
bitangeats. Ces points élant deuxz quelconques des quatre points
de contact des plans stationnaives, la propriété apparticul i tous
ces points. Donc les plans tangents a la quadrique des tan-
gentes aux points de contact des plans stationnaires sont des
plans bitangents ¢ la courbe.

12. Les plans stationnaires forment un tétraédre; la raison de
ce fait est qu’un plan stationnaire complant comme deux plans
osculateurs confondus, si les plans stationnaires avaient un point
commun de ce point, on pourrait mener huit plans osculateurs a
la courbe, ce qui est impossible. C’est pour une raison analogue
que les trois tangentes d’inflexion a une cubique plane & point
double ne peuvent étre concourantes.

On peut donc prendre les plans stationnaires comme faces du
tétracdre de référence; les équations de la courbe peuvent alors



s’écrire
X=a(l+a), Y=bA+p)r, Z=c(hA+7y) T=d(r+3)s
et le plan osculateur a pour équation

X Y Z T

a b c d
(A+a) (A8 (A1) (A+8)? |=o.
a(h+a)2 BA+P)? y(B+y)? S(A+d)
a?(A+a)r B2(h+B)2 v2(A47y)r &(A43)

On voit que cetle équation est bien du sixiéme degré en A, autre-
ment dit, qu’'une courbe ayant uatre plans stationnaires distincts
est de sixiéme classe. Si I'on forme la condition pour que les
quatre points de contact des plans stationnaires soient dans un
méme plan, on voit que les déterminants Ay, A,, Ay, A3, A, onlen
facteur un déterminant de Vandermonde, et il reste

1228y — 3XaSafy +(Zaf)?=o;

Péquation du deuxi¢me degré, qui donnerait une des quantités a,
B, Y, 8 si les trois autres étaient données, a sesracines imaginaires,
ce qui est d’accord avec le résultat signalé.a la fin dun®9.

1V. — L vran II.

13. J’ai déja fait remarquer que, si d’un point M d’une courbe
de sixieéme classe on méne les plans osculateurs a la courbe, les
points de contact de ces plans sont dans un plan passant par M et
que j’ai désigné par I1. On peut se proposer de chercher si les points
de contact des points osculateurs sont sur une méme droite.

Si la courbe est donnée par les équations

X =)¢, = A3 A2, Z = A2+ hA,
Ia relation entre les A des points d’intersection avec un plan est
hS;+ th+ Sg= o,

Sk désignant la somme des produits £ a & des quatre A. Si trois
des points sont en ligne droite et si 'on désigne par s, 5,, o5 la



somme de ces A ou de leurs produits 2 a 2 ou 34 3, et par X le
quatriéme A, la relation précédente s’écrit

h(o,+ X )+ h(as+ oy X')+(03+ 0\ ) =o.

Pour que les trois points soient en ligne droite il faut que cette
équation ne donne pas pour 2’ une valeur déterminée, c’est-a-dire
que 'on ait simultanément

hoy+ hos+a3=o,

h + hoy+sy=o0.

Or les X des points de contact des plans osculateurs menés du
point )’ sont donnés par 'équation

WBM+3(h+N)224-3h(N+1))+2Ah=0o.

Si I'on remplace dans les équations de conditions précédentes o,
., 34 par leurs expressions déduites de cette derniére équation, on
obtient, aprés réductions simples,

N(3hr—4h)=o, fh—3h2=o.

On en déduit immédialement, puisque /% ne peut éire nul, que,
pour que les points considérés soient en ligne droite, il faut et il
suffit que

Il = ’g,
ce qui est la condition pour que les points de contact des plans
stationnaires soient dans un plan; le point d’ou I'on méne les plans
osculateurs n’intervient pas dans la condition. Donc :

1° Si les points de contact des plans osculateurs menés d’un
point de la courbe sont en ligne droite, il en est toujours de
méme, quel que soit le point pris sur la courbe;

2° La condition nécessaire et suffisante pour que ce fait se
produise est que les points de contact des plans stationnaires
sotent dans un méme plan.

14. Pour obtenir I'équation du plan II, je vais écrire que les X
des points d’'intersection de ce plan avec la courbe sont )’ et les
trois A correspondant aux plans osculateurs menés par 2. Iéqua-



tion d’un plan étant
AX+BY+CZ+D=o,
il sagit d’identifier I'équation
A+ B(A3+ 22)+ C(A2+ hAdX)+ D =o,
avec ’équation
A=) [P+ 3N 4+R)R+3h(N +1)L+AN]=o.
On voit immédiatement que 'on peut prendre
A=, B=2A+3h, C=—(3N2+42)\), D =—h\"?,

de sorte que I'équation du plan peut s’écrire

(X 4+30Y)+2(Y—Z)N—(3Z + h)N2=o;
on en déduil facilement que le plan a pour enveloppe le céne

(Y—7) (X +31Y)(3Z+h)=o,

dont le sommet est le point ©
he h

3

X:Il.g, Y—"‘————;—’ 7 =—

Pour que le point © soit sur la courbe, il faut que k= Nt la

courbe serait alors de cinquiéme classe ; d’un point M de la courbe
on ne peut mener que deux plans osculateurs, le plan passant
par M et par les points de conlact passe par le point d’inflexion
linéaire, qui est le point w.

15. Le cone enceloppe du plan 11 touche la courbe aux points
de contact des plans stationnaires, car, si I'on remplace X, Y, Z
par leurs expressions en fonction de % dans le premier membre de
I'équation du cone, on obtient, aprés simplifications et réductions,

A2(222+ 3AN+2A)2=0.
Or le premier membre de cette équation est le carré du premier
membre de celle qui donne les points stationnaires.

Il est facile dc reconnaitre que, lorsque les points stationnaires
XXXV, 16
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sont dans un méme plan, le point w est le pole de ce plan par rap-
port & la quadrique qui contient les (uatre tangentes. Les plans
qui touchent cetle quadrique aux pointls stalionnaires ne sont
autres que les plans IT correspondant aux points stationnaires.

V. — COURBES PARTICULIERES.

16. Les courbes données par les équations

X Y 7 T
cosd ~ sinf  sinlcos8  xcos?® + Bsinz0’

. (] -
ou, sil’on pose tang =M

X Y Z T

I— A ah() =A%) = 2h(1—A?) = 1(1—)\‘-’)2—0—4’{.‘;)\2’

sont des courbes unicursales du quatriéme ordre. Les trois arétes
du tétraédre de référence qui passerait par le point X=Y=7Z=o0
sont des cordes de la courbe et le plan T = o est celui qui passe
par les conjugués du point de concours de ces cordes par rapport
aux segments déterminés par la courbe.

L’équation qui détermine les points de contact des plans sta-

lionnaires est
(x—2P)N+6ak?+(a—28)=o0.

La discussion de celle équation montre qu’elle a ses racines
distinctes, sauf dans les cas suivants, ot elle a deux racines doubles :
a=28, racine nulle et racine infinie;

=24, racines == 1;
a+B=o, racines == i.
Dans ces cas, on a des quartiques de Steiner de quatridme classe.

Dans les autres cas, on a des courbes de quatriéme ordre et de
sixiéme classe ().

(1) Les lignes de striction des hyperboloides a une nappe sont des transformées
homographigues de courbvs appartenant & la catégorie considérée. Ce sont des
quartiques de Steiner; elles sont en général de sixiéme classe. Le cas ou elles sont
de quatriéme classe correspond, comme me l'a fait remarquer M. Blutel, au cas
des hyperboloides dont les plans cycliques sont rectangulaires.
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17. On peut distinguer facilement les cas dans lesquels les
courbes données par les équations précédentes sont des biquadra-
liques. Pour une biquadratique il passe par chaque point de I'es-
pace deux covdes proprement dites et la droite qui passe par le
point double. Le point X =Y = 7Z = o étant sur chaque dvoite le
conjugué du point situé dans le plan T =0, pour que la courbe ait
un point double, il faut que ce point soit dans le plan T =o.

On voitainsi que I'on a des biquadratiques dans les cas suivants :

1° 2 =o0; la courbe est 'intersection des quadriques
B (Y1—Z1)=T2, BYZ=TX;

2° B =o0; la courbe est 'intersection des quadriques

a2(X2— Z2)= T2, 2 X2=TX;

3° 2 =; la courbe est l'intersection des quadriques
a?(X2+ Y?) = T?, 2 XY =TZ.

Dans tous les cas, la courbe est sur la quadrique

22X B1Y?— (2 — p)rZ2= T2

18. Sil'on rejette a infini 'une des faces du tétraédre de réfé-
rence, les trois autres faces étant rectangulaires, on obtient une
courbe qui admet pour axes de symétrie les trois axes de coor-
données, sans avoir de centre de symétrie. On obtlient les points
symétriques d’un pointl correspondant a une valeur 0 de l'angle

qui figure dans les premiéres équations en remplagant § par — 0,
=—0, =4+ 0.

On a ainsi des courbes transformables de quatre fagons dif-
Jérentes, en courbes ayant pour axes de symétrie les trois
arétes d’un triédre trirectangle, sans que le sommet de ce
triédre soit un centre.

Il est facile de constater que le point w considéré plus haut n’est
autre, dans le cas actuel, que le point X=Y=7Z=o.




