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SUR L’ISOTHERMIE RELATIVE DES RESEAUX;

Par M. L. Rarry.

Les pages qui suivent ont pour principal objet d’étendre la
nolion de véseau isotherme, afin de faire rentrer dans une méme
théorie diverses classes de réseaux, notamment ceux qui caraclé-
risent soit les surfaces isothermiques, soit les surfaces dont les
lignes de courbure ont leur représentation sphérique isotherme,
et ceux que M. Bianchi appelle isothermes-conjugués.

Je commence par définir I'isothermie relative de deux réseaux
et, aprés avoir montré qu’'a deux réseaux qui présentent celle
propriété on en peut toujours associer un Lroisiéme, qui est dans
la méme relation avec chacun d’eux, je donne sous forme inva-
riante les conditions qui assurent I'isothermie relative de deux
réseaux.

Japplique d’abord ces conditions aux surfaces a lignes de cour-
bure isothermes, et je raméne 'un a l'autre les deux critéres de
S. Lic et de M. Weingarten relatifs a ces surfaces.
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Une seconde application concerne les surfaces a lignes de
courbure isothermes-conjuguées, dont P’étnde a été commencée
par M. Eisenhart (A merican Journal of Mathematics, t. XXV,
p- 213-248). Par le fait méme de son rattachement i une notion
plus large, cette étude se trouve complétée sur divers points. Je
calcule 4 nouveau, en la généralisant, I’équation aux dérivées par-
tielles des surfaces de M. Eisenhart et j’en déduis leurs caractéris-
tiques (lignes de courbure et lignes asymptotiques).

Aprés diverses indications concernant la compatibilité des deux
conditions d’isothermie relative, je montre que toute famille de
courbes dont I’équation est de la forme

U(u)+ V(¢) = const.

apparlient a un réseau isotherme relativement au réscau des lignes
coordonnées (u = const., v = const.) et je fais rentrer dans une
méme calégorie les surfaces isothermiques, celles dont les lignes de
courbure ont leur représentation sphérique isotherme et celles dont
les lignes de courbure forment un réscau isotherme-conjugué.

. — l)I:JI-’INITION ET CONDITIONS POUR L’lS()THI’,RM[E
RELATIVE DES RESEAUX.

1. Quand deux couples de variables, « et 3 d'une part, v el
d’autre part, donnent lieu a une identité telle que
part, q

(1) drdb =Y (3,7)(dg?+dy?),

si les équations o= const., 3 =const. sont celles des deux
familles de lignes de longueur nulle d’une surface, on dit que le
réseau des courbes ¢ = const., 7 = const. est un réseau isotherme
de la surface (').

En vue de généraliser celte notion, nous n’imposerons pluas, au

(') Si, au lieu de lidentité (1), on posait
dadl = W(u,v¢)[U(u)du'+ V(¢)dv?],

le réseau u = const., ¢ = const. coinciderait, comme il est bien connu, avec le
réscau % = const.. 7 = const.
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moins en géunéral, aux lignes « = const., § = const. la condition
d’étre des lignes minima, et nous énoncerons le fait analytique
exprimé par l'identité (1) en disant que le réseau v = const.,
7y, = const. est isotherme relativement au réseau o= const.,
g = const., ou, plus briévement, que le réseau (¢, ) est isotherme
relativement au réseau (a, ).

D’aprés cette convention de langage, une surface est dite iso-
thermique quand le réseau de ses lignes de courbure est isotherme
relativement au réseau formé par ses lignes de longueur nulle; la
représentation sphérique (des lignes de courbure) d’une surface
est dite isotherme quand le réseau de ses lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau qui correspond aux lignes
minima de sa représentation sphérique; un réseau est dit iso-
therme-conjugué, au sens de M. Bianchi, quand il est isotherme
relativement au réseau formé par les lignes asymptotiques.

Y

2. Revenons a l'identité (1). Pour qu’elle ait lieu, il faut et il
suffit que a et B soient deux fonctions ne dépendant, I'une que
de ¢ + iy, Pautre que de ¢ — iy, de sorte qu’on a, inversement,

p+iy=2n(a), ¢—ix=20p(p).
Cles équations entrainent
dt.? dy, = — i(dﬁf—{—dﬁf).

Or, le réseau (o, 8,) n’est pas distinct du réseau (a, 3); d’o
cette conclusion :

Tutorime [. — Si un réseau (9,7 est isotherme relativement a
un réseau (o, B), le réseau (=, B) est isotherme relativement au
réseau (9, v), et réciproquement. En d’autres termes, pour
qu’'un réseau soit isotherme relativement a un autre, il faut et
il suffit que cet autre soit isotherme relativement au premier.

Comme application, cherchons la condition d’isothermie des
lignes de courbure d’une surface (S) rapportée a ses lignes

minima. Soit
dst= 422(2,B)da dp

son élément linéaire et soit £ 'une des coordonnées isotropes,
XXXV. 17
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z + iy, par exemple, d'un point variable sur cette surface; les
lignes de courbure sont déterminées (O. Bonnet) par I'équation

9 [y J E&) _
()_2<ﬁ>d22~5§<ﬁ dﬁi_o.

Soient ¢ = const., v = const. leurs équations finies; on a

0 (& ge O () 4
p[chdxzo_u(liz‘)da-—d—ﬁ ﬁ/\d{i-.

Pour exprimer que la surface (S) est isothermique, écrivons que
le réseau (a, B) est isotherme relativement au réseau (%, /) : nous
trouvons immédiatement

I 0 [t o 9 (5{5)
Ao(a) ox <F>_ Bo(B) 0B \»2)’

ce qui est la condition connue.

Comme autre application, considérons une surface rapportic
aux coordonnées tangentielles isotropes d’Ossian Bonnet, qui
sont les paramétres (a, 3) des lignes minima de sa représentation
sphérique, et cherchons la condition pour que I'élément linéaire

do? — jda df
(2B +1)2

de la sphére de Gauss acquiére la forme ¢ (dp? + d'/"-’), quand on
prend pour variables les paramétres (¢, ) des lignes de courbure.
Le plan tangent & la surface a pour équation

(z—=PB)e—i(x—P)y+(2f—nNz+{=o,

et, si l'on pose

l
g
ws

&

)
P = E&a q = E’ 3 r= sah s = E&{Sw t
l’équation différentielle des lignes de courbure est
rda2—td2=o,

de sorte qu'on a
Ado dy = rda?—tdp.

Au lieu d’écrire que le réseau (9, /) est isotherme relativement
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au réseau (2, ), écrivons que celui-ci est isotherme relalivement
au premier; nous trouvons immédiatement

ro ot
Ay(a) — Bo(B)’

c¢’est la condition pour que la représentation sphérique (des lignes
de courbure) de la surface soit isotherme. Elle entraine I'équation
aux dérivées partielles du quatriéme ordre

% lgl=o

-—7 It - =

’ °¢ ?
qui lui est équivalente, et dont les caractéristiques sont, définies
par la relation

dadp(rda?—tdf?)=o.

Ainsi, U’équation aux dérivées partielles des surfaces pour
lesquelles la représentation sphérique des lignes de courbure
est isotherme admet comme caractéristiques les lignes de cour-
bure et les lignes qui correspondent aux lignes minima de la
représentation sphérique.

3. L’isothermie relative de deux réseaux peut se reconnaitre a
un caractére, théorique comme le précédent, et que voici :

Tutorime lI. — Pour que deux réseaux sotent isothermes
Pun relativement a Uautre, il faut et il suffit : (° que les
tangentes aux courbes de l'un d’eux forment en tout point un
Jaisceau harmonique avec les tangentes aux courbes de Uautre;
2° qu’ils soient isothermes 'un et U’autre relativement a un
troisiéme réseau.

1* Soient («, 3) et (9, y) les deux véseaux. On a, par hypo-
these,
dadp =Y (9, 1) (de+ dy?).

Or, si l'on rapporte le second membre au type général

F=Ader+ 2Bdpdy + Cdye,
on aura
A=C=¢, B=o.
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De méme, silon compare le produit 2 do dy au type général
jl = A d?2.+. 2B1 d? dx -+ C| dxz,

on aura
A1=C|=O, Bl=l.

De la résulte immédiatement

AC| —_— 2BB‘+ CAI =0,

ce qui exprime que les tangentes aux courbes du réseau § = o ou
(«, @) forment en tout point un faisceau harmonique avec les
tangentes aux courbes du réseau §, =o ou (9, 7). Nous dirons
avec M. Darboux (7'héorie des surfaces, 1.1V, p. 65) que les ré-
seaux ¥ et §, se divisent harmoniquement.

2° Une extension facile d’un théoréme dt a M. Tissot conduit a
cet énoncé : Etant données deux Sormes quadratiques binaires
de différentielles, il existe des variables telles que les deux
Sformes, cxprimées au moyen de ces variables, ne contiennent
pas de terme rectangle. Si les deux formes ¥ et F, ne sont pas
proportionnelles, ce systéme de variables est unique et il est
fourni par les intégrales de I'équation

(2) A de+ Bdy Ayde+ Bydy
*) Bdy+Gdy Byds+ Cydy

= o0,

qu’on obtient en égalant a zéro le covariant jacobien des deux
formes. Dans le pml)leme qm nous occupe, les deux réseaux élant
distincts, les formes ¥ et F, ne peuvent pas étre proportionnelles.

Appliquons cette régle au cas présent. L’équation différentielle
du réseau qu'elle fait correspondre anx deux réseaux (a, B) et

(9, '/.> est

Posons

Fp= de? — dyt=o.
de + dy =2 du, do — dy = 2 dy.
Nous déduisons de la
dadp =Y (do?+ dy?) = 2§ (du+ dv?), dp dy = du?— dv2,

ce qui prouve que le réseau F,=o0 ou (u, ¢) est isotherme relati-
vement aux deux réseaux (a, 3) et (¢, ), et que ces deux réseaux
sont isothermes relativement a lui.
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Réciproquement, supposons qu’il existe un réseau (u, ¢) tel
que, quand on rapporte la surface a ce réseau, les deux formes
da df et dyp dy deviennent respectivement

dadp =2 (dut+ dv?), do dy = A[U(u)du2— V(v)dv?].

Si, de plus, les deux réseaux (a, ) et (¢, ) se divisent harmo-
niquement, on devra, d’aprés la condition rappelée plus haut,
avoir U=V, de sorte qu’il viendra

do dy = p.(du?— dv?).
Dés lors 'identité
2d(u+w)d(u—1iv)=|d(u+¢)2+ [d(u—9)]?

prouve que le réseau (1 + ¢, u — v), c’est-a-dire le réseau (9, ),
est isotherme relativement au réseau (u + iv, u — iv) ou (a, B).

La proposition est donc complétement démontrée. Le réseau
(u,v), isotherme relativement aux deux réseaux proposeés, n’est
autre que celui qui est défini par 'extension du théoréme de
M. Tissol. Son équation, que nous avons dauns le cas général mise

sous la forme (2), peut aussi s’écrire

dyt —dody de?
A B C = 0.
A By C,

Elle exprime simplement que ce réseau divise harmoniquement
les deux réseaux proposés.

4. Remarques et exemples. — Faisons, pour un instant,
abstraction de I'hypothése concernant I'isothermie relative des
réseaux et considérons, sur une surface, deux réseaux (R,) et (R.),
définis respectivement par I'évanouissement de deux formes qua-
dratiques de différentielles

Fi=Aydsr+2Cy do dy + C, dy?= o,
Fr= Ay dor+ 2Cydody + Ca dy?=o.
En égalant a zéro le covariant jacobien F; de ces deux formes,

on définit un troisi¢me réseau (R;), qui divise harmoniquement
etle réseau (R,) et le réseau (R,). Si donc ces deux réseaux se di-
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visent harmoniquement, quel que soit celui des trois réseaux (R,),
(Rz), (R3) que l'on considére, il divise harmoniquement chacun
des deux autres : la condition est nécessaire et suffisante.

Qu:-d elle est réalisée, les trois réseaux présentent une liaison
mutuelle remarquable, que nous rappellerons en disant qu'ils
forment une triade. Voici divers exemples de triades : 1° toul
réseau orthogonal tracé sur une surface, son réseau bissecteur
et le réseau des lignes minimaj; en particulier, les lignes de cour-
bure d’une surface, leurs courbes bissectrices et les lignes minima;
2° les lignes de courbure d'une surface, ses lignes asymptotiques
et ses lignes diagonales (lignes tangentes aux diamétres con-
jugués égaux de lindicatrice); 3° les réseaux considérés par
M. Darboux dans sa théorie des douze surfaces (loc. cit.).

A Thypothése qui définit la ¢riade ajoutons I'isothermie relative
de deux des réseaux; d’aprés le théoréme qui précéde, le troisieme
réseau sera isotherme relativement aux deux premiers. En consé-
quence, pour exprimer l'isothermie relative de deux réseaux, on
pourra introduire le réseau qui compléie la triade dont ils font
partie et cxprimer que ce réscau- est isotherme relativement a
P'un des premiers. 1l y aura donc trois maniéres équivalentes
d’énoncer la propriété d’une surface sur laquelle deux réseaux
déterminés sont isothermes 'un relativement a 'autre. Ainsi, les
surfaces isothermiques étant délinies par l'isothermie relative
de leurs lignes de courbure et de leurs lignes minima, on a ces
théorémes; dont les réciproques sont vraies : Sur toute surface
isothermique, le réseau bissecteur des lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau des lignes minima; il est
isotherme relativement au réseau des lignes de courbure. De
méme, les surfaces a lignes de courbure isothermes-conjuguées
étant définies par l'isothermie relative de leurs asymplotliques et
de leurs lignes de courbure, en considérant le réseau des lignes
diagonales, on trouve ces deux propriétés caractéristiques : Sur
toute surface a lignes de courbure isothermes-conjuguées, le
réseau des lignes diagonales est isotherme relativement aux
lignes as)ymptotiques; il est isotherme relativement aux lignes
de courbure.

Il résulte immédiatement de 13 que les surfaces minima ont,
comme I'a démontré M. Eisenhart, leurs lignes de courbure iso-
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thermes-conjuguées. En effet, les lignes asymptotiques des sur-
faces minima, étant rectangulaires, coincident avec le réseau
bissecteur des lignes de courbure; I'isothermie relative des lignes
de courbure et de lear réseau bissecteur, que les surfaces minima
présentent parce qu’elles sont isothermiques, revient donc a I'iso-
thermie relative des lignes de courbure et des lignes asympto-
tiques, propriété qui définit les surfaces a lignes de courbure
isothermes-conjuguées.

5. Nous allons maintenant donner, sous forme invariante, les
conditions qui assurent l'isothermie relative de deux réseaux
déterminés. A cet effet, nous introduirons une notion qui parait
de nature a intervenir dans bien d’autres recherches, la notion des
éléments invariants. Soient

(I S ~F=Adur+2Bdudv+ Cdvt=o0

I’équation d’un premier réseau et

(m ldu*+2mdudy + ndet=o0

celle d'un second réseau, isotherme relativement au premier. Cette
derniére équation peut étre remplacée par les deux suivantes :

(I lLidu+nydv=o0, Ilydu—+ nidv=o,

dont les premiers membres ne sont’déterminés chacun qu’a un
facteur arbitraire prés. A ces premiers membres nous substituerons
des expressions différentielles que nous appellerons les éléments
invariants de la forme (II)ou du réseau (1) relativement a
la forme (1) ou au réseau (I) et qui seront indépendantes non
seulement des facteurs arbitraires dont il vient d’étre question,
mais aussi des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte la
surface. Ces éléments invariants, auxquels nous attribuons les
expressions suivantes

- ly du + nq dv
2 2
S VCI2—2Bliny,+ An? = T

(EI)

Iy du + ny dv
l1 No— Ny lg ?

’ ‘/Cl%—' 2Blinl+An}

sont homogénes et du degré zéro séparément par rapport a /,,n,
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et par rapport a ly, n,. lls se réduisent respectivement, quand la
forme (I) est I'élémentlinéaire dela surface, aux éléments d’arc (*)
des courbes du réseau (1I). Pour établir dans tous les cas leur in-
variance, posons

(3) lydu + ny dv = w, da, lydu + nydo = w, df

et désignons par Ax, AB les paramétres différentiels de « et de 3
calculés par rapport a la forme quadratique (I); soit enfin 6 (a, 8)
le déterminant fonctionnel de « et B3, divisé par JAC — B2. Les

expressions considérées sont respectivement identiques a ces
deux-ci

da d

ou ne figurent que des symboles invariants.

Cela étant, nous pouvons prendre pour courbes coordonnées
les courbes du réseau (II) et faire, en conséquence, {,=n,=1,
/,=n,=o. Les éléments invariants (EI) se réduisent respecti-
vement a /A du, /Cdo (?).

Pour que le réseau (1) soit isotherme relativement au réseau (11),
il faut et il suffit, par définition méme, que ¥ ne contienne pas de
terme en du dv el que les coellicients de du? et de dv? soient pro-
portionnels a deux fonctions, dont I'une ne dépende que de « et
l'autre que de v. C’est ce qu’expriment les deux relations

(4) B=o,
| JE /G
) EAION

La condition (4) exprime simplement que les deux réseaux (I)
et (II) se divisent harmoniquement.

(') Les éléments d’arc ont été considérés par M. voN LILIENTHAL ( Grundla-
gen einer Kriimmungslehre der Kurvenscharen, Leipzig, 1896; p. 17) et lui ont
fourni, entre autres, un résultat que nous rapporterons un peu plus loin.

(?) L’équation A du’— Cdv*= o délinit le réseau qui divise harmoniquement
le réseau (I) et le réseau (u, v). D'ou cette propriété générale : En égalant
entre eux les carrés des élements invariants d’un réseau relativement a un
autre, on obtient I’équation différentielle du reseau qui les divise harmoni-
quement tous les deuz '
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D’aprés la condition (5), les éléments invariants s’écrivent
VAdu={U(u)du, VCdv =¢V(v)do,

c’est-a-dire qu'ils admettent un facteur intégrant commun.
Réciproquement, si les deux expressions /A du et \/Cdy ad-

mettent un facteur intégrant commun, la premiére ne dépendant
que de u et la seconde que de ¢¢ on a les relations précédentes,
qui entrainent la condition (5).

En conséquence nous arrivons a cette conclusion :

Tutorime 1II. — Pour que deux réseaux sotent isothermes
Uun relativement a Uautre, il faut et il suffit que ces deux
réseaux se divisent harmoniquement et que les éléments inva-
riants de Uun, calculés relativement & 1’autre, admettent un
Jacteur intégrant commun.

Nous allons faire maintenant diverses applications de ce théo-
réme. Il va sans dire que I'on peut, dans les applications, multiplier
chaque élément invariant par tel facteur constant que 'on veut et
multiplier sjmultanément ces deux éléments par n’importe quel
facteur constant ou variable, par exemple négliger le dénominateur
commun [/, ny— n,l,.

II. — REéSEAUX ISOTHERMES ET CRITERES DIVERS POUR L’ISOTHERMIE
DES LIGNES DE COURBURE.

6. Un rescau ésotherme d’ane surface est un réseau orthogonal,
isotherme relativement au réseau des lignes de longueur nulle de
la surface. En raison de leur orthogonalité, les tangentes aux
courbes du réseau considéré forment un faisceau harmonique avec
les tangentes aux lignes minima. Nous avons donc simplement a
exprimer que les éléments invariants du réseau relativement &
Uélément linéaire admettent un facteur intégrant commun;
en d’autres termes, pour qu’un réseau soit isotherme, il faut et
il suffit que les éléments d’arc des deux familles de courbes
dont il est composé admettent un facteur intégrant commun.
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C’est la forme méme donnée par M. von Lilienthal (loc. cit.) au
critére que Sophus Lie (') a formulé ainsi :
Pour que les courbes intégrales d’une équation

lidu—+nydv =o

Jassent partie d’un réseau isotherme sur une surface d’élément
linéaire .
ds? = E du? + 2F du dv + G dv?,

il faut et il suffit que U’expression l, du+ n, dv et le premier

membre
Eni—Fll Fn|_Gll

A e
VEG — F2 VEG—F1

de Uéquation différentielle des trajectoires orthogonales de
ces courbes admettent un facteur intégrant commun.

Désignons, en effet, ce. premier membre par I, du + n,dv et
comparons les éléments invariants (EI)

lydu~+ nyde
li nNeg— Ny l’ ’

VGli—2Flyn,+ En}

1y, du + ny dv
l| ng— ny 1’

VGli—2Flin,+ En}

avec les expressions correspondantes de Sophus Lie
Iy du + n, dg, ly du + ny dv.
Pour prouver qu’ils leur sont proportionnels, nous n’avons qu’a
vérifier I'identité
Gl}—aFliny+En}=Gl}—2Flin,+ En}.

Or cette vérification est immédiate, eu égard aux significations de
l’ et n,.

7. Cest, au fond, le critére tiré des éléments invariants que
M. Darboux (Théorie des surfaces, t. 11, p. 248-249) a employé

pour former I'équation aux dérivées partielles des surfaces isother-

(') Vorlesungen ilber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen
Transformationen, Leipzig, 189r; p. 162.
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miques. La surface étant rapportée aux lignes minima (% = const.,
B = const.) de sa représentation sphérique (voir ci-dessus, n°® 2),
si 'on pose

F4

—t—pa—9qB
al +1

I’élément linéaire a pour expression

dst=[rda+(z+s)dpl[(z+s)da+ tdB],

etle réseau des lignes de courbure a pour équations
+yrda+/tdp =o.

Formons ses éléments invariants relativement a I'élément linéaire,
d’apres les expressions générales (EI); nous aurons ici
A=r(z+s), 2B =(z5+ s)*+rt, C=t(z+5s);

l.=ﬁ, 1:,=JZ; lg:-;/l_', n,=ﬁ.

De la résulte
Cl3—aBlhyny+Ani= Vrt(z+s+/rt),
Clt—aBlny+ Ant=—rt(z+s—/rt)},

lLiny—nyls= ).‘/r-;:
Par suite, les éléments invariants sont, a des facteurs numériques

prés,

(z+s+yrt

Vrdi+/tdp - Vrda—\/tdp
)—‘\/;Z——. (z+s—‘/;—t)—:/—r_t———..

Or M. Darboux considére les deux expressions

Vrdairyids  Vrda—/idp

z+s—y/rt z+s+y/rt

visiblement proportionnelles aux deux précédentes et il écrit
qu’elles admettent un facteur intégrant commun, ce qui conduit
4 I'équation du quatriéme ordre que nous formerons un peu plus
loin (voir ci-apres, n° 9).

8. Comparaison avec le critére de M. Weingarten. — Voici,
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aux notations prés. ~omment M. Bianchi expose (1) le critére de

M. Weingarten :

Lélément linéaire d’une surface et sa seconde forme qua-
dratique fondamentale étant respectivement

Edu®+ 2F dudv + G de?, L du?+ oM du do + N do?,

on introduit trois fonctions A, p, v, définies par le systéme

® +( Ev—2Fp + Gl =o,
) Lv —aMp+ NA =o,
SO o _
. \5;—6-;_8)\4-(3.—1\)}1-—1\:“1
7 <

ov o

( = =B+ (B —Cop—0),

ou A, A, B, By, G, C, sont les symboles de Christoffel formés

avec E, ¥, G. L'existence des fonctions \, i, v est la condition

nécessaire et suffisante pour que la surface soit isothermique.
Pour vérifier les équations finies (6), on pose

A=p(EM—FL), 2p=--p(GL—EN), v=p(FN—GM).

Substituant dans les équations aux dérivées partielles, on obtient
deux relations qui déterminent les deux dérivées de logp; on écrit
la condition d’existence de cette fonction auxiliaire : c’est la con-
dition cherchée.

Tout revient donc ici & écrire qu’une certaine expression diffé-
rentielle est une différentielle exacte. Pour appliquer le critére tiré
des éléments invariants, on doit écrire que deux expressions diffé-
rentielles admettent un facteur intégrant commun. Ces deux opé-
rations ne sont pas, au fond, distinctes I'une de 'autre : en effet,
pour vérifier si deux expressions différentielles admettent un
facteur intégrant commun, on en forme une troisiéme et I'on écrit
que cette expression différentielle est une différentielle exacte.

Pour ramener les deux procédés I'un a I'autre, rapportons la
surface a ses lignes de courbure {(« = const., ¢ = const.); nous
aurons F' =M = o et, par suite, A =v —o. Les équations (7) se

(') Lesioni di Geometria differenziale, t. 11, p. 3o.
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réduisent a
dlogp _ 9 E
| 258t = h b= prory /B

¢
dlogp _ 9 G
(——d—v——-cl—B—b—leg\/%;

et la condition d’isothermie des lignes de courbure exprime sim-
plement que I'expression

) E ) G
= (—);log‘/;du + d—vlog\/;dv

est une différentielle exacte. '

Or les éléments invariants (qui sont ici les éléments d’arc) du
résean des lignes de courbure ont pour expressions respectives
\/Edu et \/Edv. L’existence d’un facteur intégrant commun re-
vient 4 la condition pour que I'expression

dll

_ dlogy/G i+ dlogyE de
Ju do

soit une différentielle exacte. Mais I'identité
dlogyEG = d'+ 2d"

montre que d' et d’ sont en méme temps des différentielles exactes.

Remarque. — Les fonctions A, w, v étant proportionnelles aux

coefficients de la forme invariante aux lignes de courbure
GL—EN FN—GM
— +

EM — FL
—_ 2 —_—
3”——- H fill« Tl du dv ITi

dt (H=/EG = Fi),

il parait préférable d’introduire cette forme elle-méme, en posant

I
| €

de maniére a avoir
rdur+opdude +vder=WF.
Alors la nouvelle fonction auxiliaire W a une signification inva-

riante, facile a trouver. Reportons-nous, en effet, aux équa-
tions (7). L'existence de la fonction w eutraine la condition
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nécessaire et suffisante

92 E
(8) mlogﬁ = 0.

D’autre part, les rayons de courbure principaux étant représentés
par R, et R,, la forme invariante & se réduit ici a

- 1 1
g=v EG(E —_— —R—,>dudv,
la fonction auxiliaire W est donc liée a p par la relation
1 1
ap= W\/EG(E - .R_’>.

Mais, la condition (8) étant vérifiée, on peut supposer les para-
métres des lignes de courbure choisis de fagon que 'on ait E = G.
Alors, en vertu des équations (7Y, la fonction p se réduit a une
constante. En conséquence, la fonction W, dont la condition
d’existence exprime ’isothermie des lignes de courbure, est, a
un facteur constant prés, U’inverse de

E/h 1

2 Rl R, ’
c’est-a-dire de la courbure moyenne de I’une des transformées
par normales paralléles de la surface considérée (transforma-
tion de Bour-Christoffel ; voir Annales de I’ Ecole Normale supé-

rieure, 1905, p. 419).
Ajoutons que, d’apres I'identité

2p.dudv=W§,

ou p est maintenant une constante, W¥ est un produit de deux
différentielles. Ainsi, quand une surface est isothermique, pour
changer sa forme invariante auzx lignes de courbure § en un
produit de deux différentielles, il suffit de diviser cette forme
par la courbure moyenne de l’une des transformées par nor-
males paralléles. Ceci s’accorde bicn avec la proposition de
Sophus Lie, aur termes de laquelle les lignes de courbure de toute
surface isothermique peuvent étre déterminées par des quadratures
de différentielles exactes.

On peut mettre le résultat précédent sous une forme un peu
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différente et dire : A toute surface isothermique correspond une
JSonction w telle que l’élément linéaire, multiplié par w, devient
un produit de deux différentielles et que la forme invariante
auz lignes de courbure devient aussi un produit de deux diffé-
rentielles lorsqu’on la multiplie par v et qu’on la divise par la
différence des courbures principales. En effet, si I'on désigne
par 2T la différence des courbures principales, on a, d’aprés ce qui
vient d’étre rappelé,

= 2T(VEdu) (VG dv).

Ainsi la forme & est égale au produit de 2T et des éléments inva-
riants {/E du, /G dv du résean des lignes de courbure. Soit /w le

facteur intégrant commun a ces deux éléments : nous aurons
VovVE=U'n), Veo/G=V(v);

d’ott résulte immédiatement

al o dU2? + dV12
F=""dUdV, dst=Edut+ Gdnr="A""1,
w w
ce qui démontre la proposition.
IIl. — LEs SURFACES A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES-CONJUGUEES

ET LEURS CARACTﬁRISTlQ UES.

9. Pour exprimer la propriété qui définit ces surfaces, il faut
écrire que le résean de leurs lignes de courbure et celui de leurs
lignes asymptotiques sont isothermes I'un relativement a I'autre.
Les tangentes aux courbes de ces deux réseaux formant en chaque
point un faisceau harmonique, nous n’avons a tenir compte que
de la condition relative aux éléments invariants. Employons encore
les coordonnées tangentielles isotropes de Bonnet (voir ci-dessus,
n* 2 et 7). L'équation des lignes asymptotiques est

Ada?+2Bdadf + CdBt=rda?+2(zs+s)dxdB + tdft=o,
ce qui permet de prendre

A=r, B=23z+43s, C=t.
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Pour les lignes de courbure, nous aurons, comme au n° 7,
l|=\/;, ”n=t/;1 l:=—/;a nz=‘/;-
De la résulte
Gl —aBlyny+ An} = 2y/rt(yrt + 2 +s),
Cl2—aBliny+Ant=o2/rt(yri—z —s),
ling—n,ly= 2/;;.

En conséquence, les éléments invariants du réseau des lignes de
courbure relativement aux asymptoliques sont, a des facteurs nu-
mériques preés,

V7 da—+ytdp —s—:—'r—;/?da—ﬂdp.
VZ+$+\/7t‘—-—\B7-r:t——'——) \/z+ \/_t‘-———",\./r—t

Il suffira donc d’écrire au’il existe nn facteur intégrant commun
aux deux expressions

(3 +s+yrt)"(Yrde+y/tdB), (z+s—y/rt)"(Vrda—ytdp),

ce qui donne
* ool —ml L0 s+syrt
da 0f 87 da r oa gz+s-—-;//_-£
md ‘/Zilog“’“—‘/ﬁ —
- op t B P s syt '

L’hypothése m = o conduit a I'équation

(E)

02 r
(9) 32 36 logz =o,

qui caractérise (n° 2) les surfaces dont les lignes de courbure ont

leur représentation sphérique isotherme.
En faisant m =1, onretrouve 1’équation de M. Darboux relative

. . 1 . L.
aux surfaces isothermiques. Pour m = > on obtient I’équation de

M. Eisenhart (loc. cit., p. 226) relative aux surfaces a lignes de
courbure isothermes-conjuguées.

Ces deux dernié¢res équations ne différant que par les coeffi-
cients de leur premier terme, les surfaces qui les vérifient a la fois
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satisfont visiblement a I'équation (g); il suit de 13 que la repré-
sentation sphérique de leurs lignes de courbure est isotherme.
Réciproquement, toute surface qui vérifie a la tois I'équation (g),
ainsi que I'une des équations de M. Darboux et de M. Eisenhart,
satisfait aussi 4 'autre. En conséquence, si le réseau des lignes
de courbure d’une surface est isotherme relativement & deux
des trois réseaux formés par ses asymptotiques, ses lignes
minima et les lignes minima de sa représentation spliérique, il
est isotherme relativement a tous les trois. On peut encore dire :
Toute surface qui posséde deux des propriétés suivantes, lignes
de courbure isothermes, représentation sphérique des lignes de
courbure isotherme, lignes de courbure isothermes-conjuguées,
posséde aussi la troisieme. Tel est le cas des surfaces de révolu-
tion, des quadriques el, plus généralement, de toutes les surfaces
isothermiques-a représentation sphérique isotherme.

Nous allons maintenant chercher les caractéristiques de I'équa-
tion générale (E).

Le groupe des termes contenant les dérivées du quatriéme
ordre est, abstraction faite du diviseur commun (z + 5)*— rt¢,

m(z-+s)/ 04 0% (z—o—s)”+(2m—-1)rt( ovE o+
T2 (el s g S r — ,
rt apr da‘) rt 0f3 da B da*)
de sorte que les caractéristiques sont définies par I'équation
m(z + s)(r? dat— t* df*) )
+[(5+s8)2+(2m —1)rt](rda*— tdp?)da df = o,

qu’on peut écrire
(rdx’—-td{‘l’)zm(z+s)(rdm’+tdB’)-+-[(z+s)’+(2m— l)rt]dadﬁg =o.
Si I'on fait m = o, on trouve
(rde?—t dp?)dadp = o.
Donc les caractéristiques des surfaces dont les lignes de cour-
bure ont leur représentation sphérique isotherme sont les lignes
de courbure et les lignes qui correspondent aux lignes minima

de la représentation sphérique.
Pour m =1, il vient

(rda®— tdB?)[rda—+ (z+ s)dB][(5+s)da+ tdp] = o,
XXXV, 18



— 2718 —

ce qui vérifie un théoréme que j’ai déja démontré autrement : les
caractéristiques de I’équation des surfaces isothermiques sont
les lignes de courbure et les lignes minima (voir Annales de
I’Ecole Normale supérieure, 19o6).

Pour 2 m =1, en écartant ’hypothése z + s = o, qui correspond
aux surfaces minima signalées plus haut, on a

(rdot—tdB2)[rdat+2(z+s)dedB+tdp?]=o.

Ainsi les caractéristiques de ’équation des surfaces a lignes
de courbure isothermes-conjuguées sont les lignes de courbure
et les lignes asymptotiques. Cette proposition devra intervenir
dans la théorie des surfaces dont il s’agit, de la méme fagon que
la proposition ci-dessus intervient dans la recherche des surfaces
isothermiques dépendant de fonclions arbitraires.

Ces deux théorémes ne pouvaient d’ailleurs éire prévus d’apres
les seules définitions des surfaces qu'ils concernent, car nous
savons (n° %) que ces surfaces sont également définies par I'iso-
thermie relative de trois couples de réseaux, tandis qu’un seul de
ces couples de réseanx est formé de leurs caractéristiques.

IV. — CoOMPATIBILITE DES CONDITIONS D’ISOTHERMIE
ET QUESTIONS DIVERSES.

10. Dans les deux cas que nous venons d’étudier, 'une des con-
ditions pour l'isothermie relative des deux réseaux considérés,
celle du faisceau harmonique, était vérifiée d’elle-méme. 1l n'est
resté que la condition concernant les éléments invariants : ces
éléments étant exprimés au moyen d’une fonction inconnue § et
de ses dérivées des deux premiers ordres, on a obtenu dans les
deux cas une équation du quatriéme ordre.

Sil’on veut exprimer qu’une surface présente U'isothermie rela-
tive de deux réseaux déterminés, on aura généralement deux
conditions distinctes. Supposons que les équations différentielles
des deux réseaux dépendent d’une fonction inconnue £ et de ses
dérivées partielles jusqu’a V'ordre n inclusivement. La condition
du faiscean harmonique s’exprime par une équation d’ordre r; la
condition relative aux éléments invariants donnera une équation
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qui sera généralement de 'ordre n + 2 et ces deux équations aux
dérivées partielles pourront n’admettre que des solutions fort par-
‘ticuliéres, ou méme étre incompatibles. C’est ce dont on s’assure-
rait en traitant des exemples convenablement choisis.

Pour définir des classes trés étendues de surfaces présentant
I'isothermie relative de deux ‘réseaux, on pourra se donner les
deux familles de I'un des réseaux et seulement ’une des familles
de lautre. Si les équatlons différentielles de ces trois familles
dépendent d'une fonction inconnue § et de ses dérivées parnelles
jusqu’a l'ordre n inclusivement, celle de la quatriéme famille, qui
sera fournie par la condition du faiscean harmonique, dépendra
des mémes dérivées et la condition relative aux éléments invariants
fournira une équation de 'ordre n 4 2 en général.

On peut aussi, dans ce cas, répéter le raisonnement bien connu
qui conduit & la condition nécessaire et suffisante pour que les
courbes ¢ =const. constituent, avec leurs trajectoires orthogonales
% = counst., un réseau isotherme (au sens classique du mot) sar
une surface donnée. La condition d’orthogonalité A(e,y)=0
exprime simplement que les courbes ®=const., yy =const. qui se
croisent en chaque point de la surface forment un faisceau harmo-
nique avec ses lignes minima. Elle n’implique aucunement et la
suite de la démonstration n’implique pas davantage que la forme
quadratique de différentielles dont les coefficients figurent dans
les paramétres Ao, Ax, A(e, %), Az¢ soit un élément linéaire. En

conséquence, pour que les courbes ¢ =const. fassent partie d’un
réseau isotherme relativement au réseau défini par 'équation

F=Adut+2Bdudv+ Cdvr=o,

il faut et il suffit que le quotient des deux paramétres A, ¢ et Aqn,
calculés par rapport a ¥, soit une fonction de ¢. On arrive
ainsi aux conclusions qui viennent d’étre énoncées.

11. Il y a plus. La régle précédente (ait connaitre I’équation dont
dépend la recherche de tous les réseaux tsothermes relativement
au réseau défini par l’équatiofl F=o. En outre, les symboles
qu’elle fait intervenir étant essentiellement invariants, nous pou-
vons réduire la forme & a son terme rectangle, en supposant
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A = C=o. ll vient alors simplement
Puv

Pu P

= ‘b(?).

Cette équation exprime, comme on sait, que ¢ est une fonction
de la somme U(u)+V(o), ou U etV sont des fonctions arbi-
traires de leurs arguments respectifs. Ainsi !’équation

U(u)+ V(v)= const.

définit sur une surface queleonque une famille de courbes qui
Jait partie d’un réseau isotherme relativement au réseau des
courbes coordonnées u = const., vy = const. Cette remarque géné-
rale s’applique en particulier & diverses classes de surfaces dont
les courbures principales sont fonctions 'une de l'autre : le réseau
(u, v) étant composé des lignes de courbure, les rayons principaux
sont fonctions de U(u)+ V(¢) pour les hélicoides, pour les sur-
faces isothermiques (voir la thése de M. Caronnet, Paris, 1894),
pour celles dont la représentation sphérique est isotherme, pour
celles dont les lignes de courbure sont isothermes-conjuguées
(Eisenhart), pour celles qui présentent une famille de lignes de
courbure planes (Dini, Dobriner) ou sphériques et, sans doute,
pour d’autres encore.

12. Proposons-nous, en terminant, la question inverse de celle
qui fait I'objet du théoréme III :

Etant données deux expressions uifférentielles
M;(!; du + nydv), My(l3du—+ nydv)

.qui sont supposées admeltre un facteur intégrant commun,
trouver le réseau isotherme relativement au réseau (R) défini
par l’équation
(lydu—+nydo)(lydu+ nydo)=o.
Les deux inconnues du probléme sont les rapports des coeffi-
cients A, B, C de I'équation
F=Adur+2Bdudv+ Cdv?=o,

qui définit le réseau cherché. Pour déterminer ces rapports, nous
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allons écrire que les deux expressions données sont proportion-
nelles aux éléments invariants (El) du réseau (R) relativement au
réseau § = o; il vient ainsi

Gl3—2Blyny-+ An} =AM},
Cl}—2Bling+ An} = AM2,

A étant une indéterminée. De plus, les réseaux (R) et () devant
se diviser harmoniquement, nous avons

Cl,lg——B(l,nz-l—n,l,)—l—An,n,:o.

Ainsi se trouve constitué un systéme de trois équations du pre-
mier degré A trois inconnues dont le déterminant (I, ny,— n,l,)3
est différent de zéro. 1l fait connaitre A, B, G en fonclions des
données et du coefficient A auquel on peut attribuer telle ex-
pression qu’on veut.

En appliquant la régle précédente aux deux expressions diffé-

rentielles
(245 +Vrt)"(Vrda+vidp), (a+s—y/rt)"(Vrda—yidp),
considérées ci-dessus (n° 9), on trouve sans peine I'équation

F=[(z+s+Vr)*™—(z +s—/re)*™](r dar+ t dp?)
+oyrt[(z+s+yrt) "™+ (3 +s—yrt)*" ] dadp = o,

pour définir le réseau isotherme relativement au réseau des lignes

de courbure
rda? — tdp*=o.

Si I'on rapporte la surface a ses lignes de courbure dudv = o,
on voit facilement qu’il faut remplacer les expressions précédentes
par ces deux-ci :

VEdu /Gdv

(10) R’ R’

dont les numérateurs sont les éléments d’arc ds, et ds, des lignes
de courbure; dans chaque dénominateur figure le rayon de la sec-
tion principale tangente a la ligne de courbure considérée.
Supposons que ces deux expressions, visiblement invariantes,
admettent un facteur intégrant commun et cherchons le réseau
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dont cetle hypothése entraine I'isothermie relativement aux lignes
de courbure dudv = o. Par 'application des formules ci-dessus,
on trouve immédiatement

A=lert, B=o, C=\z2

R%—zm’ R;—zm;
d’oti résulte 'équation du réseau cherché

§= E du? Gdet .

——— o e =2 0.
R% 2m R; em

Pour m = o, on a les lignes minima de la représentation sphé-
rique; pour m= 1,°celles de la surface elle-méme; pour am =1
ses lignes asymptotiques. Ainsi les surfaces dont les lignes de
courbure ont leur représentation sphérique isotherme, les surfaces
isothermiques et les surfaces a lignes de courbure isothermes-
conjuguées rentrent dans la catégorie plus générale des surfaces
dont les lignes de courbure forment un réseau isotherme relative-
ment au réseau défini par I'équation §= o, ol m est une constante
arbitraire. On peut donc définir ces trois classes de surfaces par la
condition que les deux expressions (10) admettent un facteur inté-
grant commun, pour les trois valeurs correspondantes de m.

FIN DU TOME XXXV.

ERRATA.

Page 184, ligne 4, au licu de a, lire a,.
Meéme page, ligne 10, au lieu de &, lire o).
Page (88, ligne 3, au lieu de o ¢ q}, lire o) ¢} .



