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25Î)

SUR L'ISOTHERMIE RELATIVE DES RÉSEAUX;

PAR M. L. BAFFY.

Les pages qui suivent ont pour principal objet d'étendre la
notion de réseau isotherme, afin de faire rentrer dans une même
ihéorie diverses classes de réseaux, notamment ceux qui caracté-
risent soit les surfaces isothermiques, soit les surfaces dont les
lignes de courbure ont leur représentation sphérique isotherme,
et ceux que M. Bianchi appelle isothermes-conjugués.

Je commence par définir l'isothermie relative de deux réseaux
et, après avoir montré qu'à deux réseaux qui présentent cette
propriété on en peut toujours associer un troisième, qui est dans
!a même relation avec chacun d'eux, je donne sous forme inva-
riante les conditions qui assurent Fisothermie relative de deux
réseaux.

J'applique d'abord ces conditions aux surfaces à lignes de cour-
bure isothermes, et je ramène l'un à l'autre les deux critères de
S. Lie et de M. Weingarten relatifs à ces surfaces.
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Une seconde application concerne les surfaces à lignes de
courbure isothermes-conj liguées, dont l'étude a été commencée
par M. Eisenhart (American Journal of Mat lie ma tic s, t. XXV,
p. 2i3-248). Par Je fait même de son rattachement à une notion
plus large, cette étude se trouve complétée sur divers points. Je
calcule à nouveau, en la généralisant, Inéquation aux dérivées par-
tielles des surfaces de M. Eisenhart et j'en déduis leurs caractéris-
tiques (lignes de courbure et lignes asymptotiques).

Après diverses indications concernant la compatibilité des deux;
conditions d'isothermie relative, je montre que toute famille de
courbes dont Inéquation est de la forme

U((^)-4-V((^) = const.

appartient à un réseau isotherme relativement au réseau des lignes
coordonnées (/<=== const., v == const.) et je fais rentrer dans une
même catégorie les surfaces isothermiques, celles dont les lignes de
courbure ont leur représentation sphérique isotherme et celles dont
les lignes de courbure forment un réseau isotherme-conjugué.

I. —— D E F I N I T I O N ET CONDITIONS POUll L ISOTHEHM IE

11 KL AT I V E DES 11 FSE A U X .

1. Quand deux couples de variables, a et ^ d'une part, îp et y
d'autre part, donnent lieu à une identité telle que

(i) ^^=^(9,/,K^-h^),

si les équations a == const., [3 == const. sont celles des deux
familles de lignes de longueur nulle d'une surface, on dit que le
réseau des courbes î5 == const., y == const. est un réseau isotherme

i ' A*

de la surface (* ).
En vue de généraliser cette notion, nous réimposerons plus, au

( l ) Si, au lieu de l'identité (i), on posait

d^d^ == W(M, v) [UW^+V^')^'2],

le réseau u == const., v == const. coïnciderait, comme il est bien connu, avec le
réseau '«? = const., / == const.
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moîns en général, aux lignes a == const., j3 === const. la condition
d'être des lignes minima, et nous énoncerons le fait analytique
exprimé par l'identité (i) en disant que le réseau ©= const.,
y == const. est isotherme relativement au réseau a = const.,
j3 = const., ou, plus brièvement, que le réseau (<p, y) est isotherme
relativement au réseau (a, (3).

D'après cette convention de langage, une surface est dite iso-
thermique quand le réseau de ses lignes de courbure est isotherme
relativement au réseau formé par ses lignes de longueur nulle; la
représentation sphérique (des lignes de courbure) d'une surface
est dite isotherme quand le réseau de ses lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau qui correspond aux lignes
minima de sa représentation sphérique; un réseau est dit iso-
therme-conjugué, au sens de M. Bianchi, quand il est isotherme
relativement au réseau formé par les lignes asymptoliques.

2. Revenons à l'identité (i). Pour qu'elle ait lieu, il faut et il
suff i t que a et (B soient deux fonctions ne dépendant, l 'une que
de y + î'y, l'autre que de y — /y, de sorte qu'on a, inversement,

<p-+-^==2«i(a), ? — ^ X = 2 t P l ( P ) •

Ces équations entraînent

d^ d^ == —• i ( di.\ -+- d^\ ).

Or, le réseau (ai, j^) n'est pas distinct du réseau (a, (3); d'où
celte conclusion :

THÉORÈME I. — Si un réseau (y,y) est isotherme relativement à
un réseau (a, p), le réseau (a, jî) est isotherme relativement au
réseau (y, y), et réciproquement. En d'autres termes, pour
qu'un réseau soit isotherme relativement à un autre, il faut et
il suffît que cet autre soit isotherme relativement au premier.

Comme application, cherchons la condition d'isolhermie des
lignes de courbure d'une surface (S) rapportée à ses lignes
minima. Soit

^î=4X2(a,p)Jarfp

son élément linéaire et soit Ç l'une des coordonnées isotropes,
XXXV. m
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x 4- t'y, par exemple, d'un point variable sur celte surface; les
lignes de courbure sont déterminées (0. Bonnet) par Inéquation

â®*-^—
Soient y == const., y === const. leurs équations finies; on a

^^(^.,_^(i^,
Pour exprimer que la surface (S) est isothermique, écrivons que

le réseau (a, j3) est isotherme relativement au réseau (y, y) : nous
trouvons immédiatement

1 ù / S a \ _ l à (^i ^ /^\ i à ^\
Ao(a ) ()a W Bo(P) ̂  W

ce qui est la condition connue.
Comme autre application, considérons une surface rapportre

aux coordonnées tangenlielles isotropes d^Ossian Bonnet, qui
sont les paramètres (a, p) des lignes mininia de sa représentation
sphérique, et cherchons la condition pour que réiément linéaire

^4^
( ap+ l ) 2

de la sphère de Gauss acquière la forme ^(û?y2+ <^y2)» quand on
prend pour variables les paramètres (©, y) des lignes de courbure.
Le plan tangent à la surface a pour équation

( a — ! î ) ^ — t ( a — ^ )y4 - (ap—i )^ -hS=o ,

et, si Pon pose

P=^ (! = ̂  / '=^a^ s=:^ / =S^^

l'équation différentielle des lignes de courbure est

rd^—tdy-^ o,

de sorte qu^on a
X d^ d-^ == /• dï'2 — t d^.

Au lieu d^écrire que le réseau (y, y) est isotherme relativement
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an réseau (a, p), écrivons que celui-ci est isotherme relativement
au premier; nous trouvons immédiatement

r t
Ao(a) " B o ( ? ) '

c'est la condition pour que la représentation sphérique (des lignes
de courbure) de la surface soit isotherme. Elle entraîne Inéquation
aux dérivées partielles du quatrième ordre

(̂  ,.
-—-y iog - == 0,
àaà^ Q t '

qui lui est équivalente, et dont les caractéristiques sont, définies
par la relation

d^d^rd^-— td^)^ o.

Ainsi, l'équation aux dérivées partielles des surfaces pour
lesquelles la représentation sphérique des lignes de courbure
est isotherme admet comme caractéristiques les lignes de coin'-
bure et les lignes qui correspondent aux lignes minima de la
représen talion sphérique.

3. L'isothermie relative de deux réseaux peut se reconnaître à
un caractère, théorique comme le précédent, et que voici :

THEOREME II. — Pour que deux réseaux soient isothermes
l'un relativement à l'autre, il faut et il suffit : i ° que les
tangentes aux courbes de l 1 un d'eux forment en tout point un
faisceau harmonique avec les tangentes aux courbes de l'autre;
-4° qu'ils soient isothermes l'un et l'autre relativement à un
troisième réseau.

1° Soient (a, (î) et (y, y) les deux réseaux. On a, par hypo-
thèse,

rfa^=^(y,/J(^4-^).

Or, si l'on rapporte le second membre au type général

§ == A d^ + ïB d^ d^ 4- G ^/2,
on aura

A == G === ̂  B = o.
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De même, si l'on compare le produit 2 rfy d^ au type générai

^i = Ai û^-h îBi rfo d^ -h Ci 0^2,

on aura
A I = = C | = = O , B i = i .

De là résulte immédiatement

A C i — 2 B B i - + - C A i = = o ,

ce qui exprime que les tangentes aux courbes du réseau J== o ou
(a, j3) forment en tout point un faisceau harmonique avec les
tangentes aux courbes du réseau ^ == o ou (y, y). Nous dirons
avec M. Darboux ( Théorie des surfaces, t. IV, p. 65) que les ré-
seaux S et S^ se divisent harmoniquement.

2° Une extension facile d 'un théorème dû à M. Tissot conduit à
cet énoncé : Etant données deux formes quadratiques binaires
de différentielles, il existe des variables telles que les deux
formes, exprimées an moyen de ces variables, ne contiennent
pas de terme rectangle. Si les deux formes S et ̂  ne sont pas
proportionnelles, ce système de variables est unique et il est
fourni par les intégrales de Inéquation

A <7y -+- B d^ Ai d<f -4- Bi d^
(<2) B^p-hCâ?/ BI^+GI^ ==oî

qu'on obtient en égalant à zéro le covariant jacobien des deux
formes. Dans le problème qui nous occupe, les deux réseaux étant
distincts, les (ormes J et J< ne peuvent pas être proportionnelles.

Appliquons celte règle au cas présent. L'équation différentielle
du réseau qu'elle fait correspondre aux deux réseaux (a, 8) et

(?^ /) esfc

^2=== ^(p2— û^rs 0.

Posons
d^ -h dy = i du, d(ft — dy == 2 dv.

Nous déduisons de là

dy.d^)= ^(d^-+- dy^) = i^ (du^-^ rfp2), rfy dy^ = du,2— dv2,

ce qui prouve que le réseau <^== o ou (^, v) est isotherme relati-
vement aux deux réseaux (a, p) et (y, y); et que ces deux réseaux
sont isothermes relativement à lu i .
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Réciproquement, supposons qu'il existe un réseau (;<, v) tel
que, quand on rapporte la surface à ce réseau, les deux formes
dv.d^ et df o?7 deviennent respectivement

dad^ = 2^ (du^-{- dv2), dv^ d^ == X[U(M) du2— \(v)dv2].

Si, de plus, les deux réseaux (a, (î) et (y, ̂ ) se divisent harmo-
niquement, on devra, d'après la condition rappelée plus haut,
avoir U = V, de sorte qu^il viendra

d^ dy^ = p. ( du2 — dv1 ).

Dès lors l'identité

'îd(u-^iv)d(u—lv)== [d(u -4- (Qp4- [dÇu—v)]1

prouve que le réseau (u 4- ^, u — ^), c'est-à-dire le réseau (<p, ^),
est isotherme relativement au réseau (u -4- /r, « — <(1) ou (a, j3).

La proposition est donc complètement démontrée. Le réseau
(«,^), isotherme relativement aux deux réseaux proposes, n'est
autre que celui qui est défini par l'extension du théorème de
M. Tissot. Son équation, que nous avons dans le cas général mise
sous la forme (2), peut aussi s'écrire

dy} — 9̂ dy^ d^-
A B G = o.
Ai Bi Ci

Elle exprime simplement que ce réseau divise harmomquement
les deux réseaux proposés.

i. Remarques et exemples. — Faisons, pour un ins tani ,
abstraction de l'hypothèse concernant l'isothermie relative des
réseaux et considérons, sur une surface, deux réseaux (Ri) et(R:î),
définis respectivement par l 'évanouissement de deux formes qua-
dratiques de différentielles

î == Ai d^- -4- 9. Ci d^ d^-{- Ci d^ == o,
^ == Ag d^2 4- 2 Cî d^ d-^ 4- Cs d/2 = o.

En égalant à zéro le covariant jacobien ^3 de ces deux formes^
on définit un troisième réseau (Ra)? qui divise harmoniquement
elle réseau (Ri) et le réseau (Ra)* Si donc ces deux réseaux se di-
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visent harmoniquement, quel que soit celui des trois réseaux (R<),
(Ra), (Rs) que Von considère, il divise harmoniquement chacun
des deux autres : la condition est nécessaire et suffisante.

Qu: : d elle est réalisée, les trois réseaux présentent une liaison
mutuelle remarquable, que nous rappellerons en disant qu'ils
forment une triade. Voici divers exemples de triades : i° loul
réseau orthogonal tracé sur une surface, son réseau bissecteur
et le réseau des lignes minimî»; en particulier, les lignes de cour-
bure d'une surface, leurs courbes bissectrices et les lignes minima;
2° les lignes de courbure d'une surface, ses lignes asjmptotiques
et ses lignes diagonales (lignes tangentes aux diamètres con-
jugués égaux de Pindicatrice); 3° les réseaux considérés par
M. Darboux dans sa théorie des douze surfaces (foc. cit.).

A l'hypothèse qui définit la triade ajoutons Pisothermie relative
de deux des réseaux; d'après le théorème qui précède, le troisième
réseau sera isotherme relativement aux deux premiers. En consé-
quence, pour exprimer Pisothermie relative de deux réseaux, on
pourra introduire le réseau qui complète la triade dont ils font
partie et exprimer que ce réseau est isotherme relativement a
Pun des premiers. 11 y aura donc trois manières équivalentes
d'énoncer la propriété d'une surface sur laquelle deux réseaux
déterminés sont isothermes l'un relativement à l'autre. Ainsi, les
surfaces isothermiques étant définies par Pisothermie relative
de leurs lignes de courbure et de leurs lignes minima, on a ces
théorèmes, dont les réciproques sont vraies : Sur toute surface
isothermique, le réseau bissecteur des lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau des lignes minima; il est
isotherme relativement au réseau des lignes de courbure. De
même, les surfaces à lignes de courbure isothermes-conjuguées
étant définies par Pisothermie relative de leurs asjmptotiques et
de leurs lignes de courbure, en considérant le réseau des lignes
diagonales, on trouve ces deux propriétés caractéristiques : Sur
toute surface à lignes de courbure isothermes-conjuguées, le
réseau des lignes diagonales est isotherme relativement aux
lignes as) mptotiques; il est isotherme relativement aux lignes
de courbure.
Il résulte immédiatement de là que les surfaces minima ont,

comme Pa démontré M. Eisenhart, leurs lignes de courbure iso-
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thermes-conjuguées. En effet, les lignes asymptotiques de& sur-
faces minima, étant rectangulaires, coïncident avec ie réseau
bissecteur des lignes de courbure; Pisothermie relative des lignes
de courbure et de leur réseau bissecteur, que les surfaces minima
présentent parce qu'elles sont isothermiques, revient donc à Piso-
thermie relative des lignes de courbure et des lignes asympto-
tiques, propriété qui définit les surfaces à lignes de courbure
isothermes-conj liguées.

5. Nous allons maintenant donner, sous forme invariante, les
conditions qui assurent Pisothermie relative de deux réseaux
déterminés. A cet effet, nous introduirons une notion qui paraît
de nature à intervenir dans bien d'autres recherches, la notion des
éléments invariants. Soient

(I) ^T l==Aû^2-^-•2Bû?Mû^-+-C^2==o

Péqualion d'un premier réseau et

( II ) l du9 •+- 2 m du dv 4- n dv9 == o

celle d'un second réseau, isotherme relativement au premier. Cette
dernière équation peut être remplacée par les deux suivantes :

(IF) /i du 4- ni dv = o, lî du 4- /îo dv == o,

dont les premiers membres ne sont déterminés chacun qu'à un
facteur arbitraire près. A ces premiers membres nous substituerons
des expressions différentielles que nous appellerons les éléments
invariants de la forme (II) ou du réseau (II) relativement à
la forme (I) ou au réseau (I) et qui seront indépendantes non
seulement des facteurs arbitraires dont i l vient d'être question,
mais aussi des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte la
surface. Ces éléments invariants, auxquels nous attribuons les
expressions suivantes

(El) I /T-n———îr"y————;—r l\ du -+- ni dv
/C / |——-2B^7l24-A^j -——————————,

li n^—ni lî<
l /TT-Ti———5-7————ï—? lî du, -h rtî dv\ /C/ j— 2B^/î i -+-A/^————————,

i\ /la— n\ lî

sont homogènes et du degré zéro séparément par rapport à l\^n\
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et par rapport à /g, /îg. Ils se réduisent respectivement, quand la
forme (I)est l'élément linéaire de la surface, aux éléments (V arc ( f )
des courbes du réseau (II). Pour établir dans tous les cas leur in-
variance, posons

( 3 ) l\ du -+- ni dv == 0)1 </a, l^ du -4- n^dv = 102 d^

et désignons par Aa, A? les paramètres différentiels de a et de p
calculés par rapport à la forme quadratique (I); soit enf in Q(a, [3)
le délerminant fonctionnel de a et j3, divisé par ^AC—Ë2 . Les
expressions considérées sont respectivement identiques à ces
deux-ci

/AB ^a , i/Aa ^ ,^e^,?)' ^6(0, P/

où ne figurent que des symboles invariants.
Cela étant, nous pouvons prendre pour courbes coordonnées

les courbes du réseau (II) et faire, en conséquence, ^ = = = 7 1 2 = = = » ,
/^» ==/i, == o. Les éléments invariants (El) se réduisent respecti-
vement à ^A-diiy \/ddv (2).

Pour que le réseau (I) soit isotlierme relativement au réseau (11),
il faut et il suffit, par définition même, que S ne contienne pas de
terme en du dv et que les coefficients de du2 et de dv^ soient pro-
portionnels à deux fonctions, dont Fune ne dépende que de u et
l'autre que de t\ C^est ce qu'expriment les deux relations

(4) B=o,

( 5 ) /A - V/G
v / T T / .* \ — \/// , \V(u) V((Q

La condition (4) exprime simplement que les deux réseaux (I)
et (II) se divisent harmoniquement.

( 1 ) Les éléments d'arc ont été considérés par M. VON LILIENTHAL ( Grundia-
gen einer Krùmmungslehre der Kurvenscharen, Leipzig, 1896; p. 17) et lui ont
fourni, entre autres, un résultat que nous rapporterons un peu plus loin.

( 2 ) L'équation A du2—Crf^^o détinit le réseau qui divise harmoniquemenc
le réseau (I) et le réseau (M, v). D'en cette propriété générale : En égalant
entre eux les carrés des éléments invariants d'un réseau relativement à un
autre, on obtient l'équation différentielle du réseau qui les divise harmoni-
que ment tous les deux
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D'après la condition (5), les éléments invariants s'écrivent

y/A du === Ç V(u) du, /G dv == Ç V(P) rfp,

c'est-à-dire qu'îV^ admettent un facteur intégrant commun.
Réciproquement, si les deux expressions \/Xdu et \/Cdv ad-
mettent un facteur intégrant commun, la première ne dépendant
que de u et la seconde que de v9 on a les relations précédentes,
qui entraînent la condition (5).

En conséquence nous arrivons à cette conclusion :

THÉORÈME 111. — Pour que deux réseaux soient isothermes
Vun relativement à Vautre, il faut et il suffit que ces deux
réseaux se divisent harmoniquement et que les éléments inva-
riants de l'un, calculés relativement à l'autre, admettent un
facteur intégrant commun.

Nous allons faire maintenant diverses applications de ce théo-
rème. Il va sans dire que l'on peut, dans les applications, multiplier
chaque élément invariant par tel facteur constant que l'on veut et
multiplier simultanément ces deux éléments par n'importe quel
facteur constant ou variable, par exemple négliger le dénominateur
commun l^n^—n^l^.

II. — RÉSEAUX ISOTHERMES ET CRITÈRES DIVERS POUR L'ISOTHERMIE

DES LIGNES DE COURBURE.

6. Un réseau isotherme d'une surface est un réseau orthogonal,
isotherme relativement au réseau des lignes de longueur nulle de
la surface. En raison de leur orthogonalité, les tangentes aux
courbes du réseau considéré forment un faisceau harmonique avec
les tangentes aux lignes minima. Nous avons donc simplement à
exprimer que les éléments invariants du réseau relativement à
l'élément linéaire admettent un facteur intégrant commun;
en d'autres termes, pour qu'un réseau soit isotherme^ il faut et
il suffit que les éléments d^arc des deux familles de courbes
dont il est composé admettent un facteur intégrant commun.



— 270 —

Cesl la forme même donnée par M. von Lilienthal (/oc. cit.) an
crilère que Sophus Lie ( 1 ) a formulé ainsi :

Pour que les courbes intégrales d'une équation

li du 4- n\ dv == o

fassent partie d'un réseau isotherme sur une surface d9 élément
linéaire

ds^ == È du1 •+• 2 F du dv -h G dv1,

il faut et il suffit que l^ expression l^ du + n^ dv et le premier
membre

ËTii— P/ i , F/ i ,—G/i .—• du, + — dv
/EG - F2 /EG - F<

de Inéquation différentielle des trajectoires orthogonales de
ces courbes admettent un facteur intégrant commun.

Désignons, en effet, ce premier membre par l^ du -j- n^ dv et
comparons les éléments invariants (El)

/7—n———F-;————T,—=• h du -(- /ii dv/G/|—-2F/i/ii4-EnJ -——————»
^i/ii— n\lï

r^Y———-rj——p ^l^du^r n.ïdv
VGlî^^l.n^Enî ^_ ̂

avec les expressions correspondantes de Sophus Lie

li du -h ni dv, /a Û?M -h HÎ dv.

Pour prouver qu'ils leur sont proportionnels, nous n'avons qu'à
vérifier l'identité

G^j--îF/2n,-+-E7ij== G^—2F/i7i i -+-E/ i î .

Or cette vérification est immédiate, eu égard aux significations de
/a et n^.

7. C'est, au fond, le critère tiré des éléments invariants que
M. Darboux (Théorie des surfaces, t. Il, p. 248-249) a employé
pour former l'équation aux dérivées partielles des surfaces isother-

(1 ) Vorlesungen ûber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimàlen
Transformationen, Leipzig, 1891; p. 162.
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miques. La surface étant rapportée aux lignes minima (a == const.,
(3==: const.) de sa représentation sphérique (voir ci-dessus, n" 2),
si l'on pose

^,.^-yp
- a?-+-i

l'élément linéaire a pour expression

ds^ == [rdv. -{-(z -h s ) d^] [(s -4- ^) dï-^t rfjî],

et le réseau des lignes de courbure a pour équations

± \/~r doi -4- /? â?P == o.

Formons ses éléments invariants relativement à Félément linéaire,
d'après les expressions générales (El); nous aurons ici

A==r(^-4-^), ïB=:(z-^-s)^rt, G = t(z -4- î);

tt==^ ^i==v/^; ^=—/^, /iî=v/7.

De là résulte

C/j—2B/i7i,-4-A7ij== //ï^-t-^-h/rî)2,

C/î--2B/in,-4-A/iî =—/77(<;-h ̂ -/7Ï)1,

/i /la— /ii /a = '2v//^.

Par suite, les éléments invariants sont, à des facteurs numériques
près,

(^^^)^^v/^^ (^^/7ï)^4^i^.
v^ ^^

Or M. Darboux considère les deux expressions

y/T^g-h v/i aï? /^ dy. —\/~t dQ
———————7==:—t ———————7==—»

Z-+-S—v/r< z^.s-^-^rf.

visiblement proportionnelles aux deux précédentes et il écrit
qu'elles admettent un facteur intégrant commun, ce quî conduit
à l'équation du quatrième ordre que nous formerons un peu plus
loin (voir ci-après, n° 9).

8. Comparaison avec le critère de M. Weingarten. —- Voici,



— 272 —

aux notations près. nomment M. Bianchi expose (1) le critère de
M. Weingarten :

L'élément linéaire d'une surface et sa seconde forme qua-
dratique fondamentale étant respectivement

E du^-^-iY du dv -h G d^, L du1-^- iM du dv 4- N dv2,

on introduit trois/onctions \ [JL, v, définies par le système

* ( E v - . 2 F î x - + - G X = o ,
( Lv — 2 M ( J i - + - N X = o ,

lê^-8^81-^-^
(7) < . .

^^=B^(B-GO^CX,

oà A, A<, B, BI, G, G i sont les symboles de Christojffel formés
avec E, F, G. L'existence des fonctions X, y., v est la condition
nécessaire et suffisante pour que la surface soit isothermique.

Pour vérifier les équations finies (6), on pose

X = p ( E M — F L ) , 2 ^ = = = — p ( G L — E N ) , v == p(FN — GM).

Substituant dans les équations aux dérivées partielles, on obtient
deux relations qui déterminent les deux dérivées de Jogp ; on écrit
la condition d^exîstence de cette fonction auxiliaire : c^est la con-
dition cherchée.

Tout revient donc ici à écrire qu'une certaine expression diffé-
rentielle est une différentielle exacte. Pour appliquer le critère tiré
des éléments invariants, on doit écrire que deux expressions diffé-
rentielles admettent un facteur intégrant commun. Ces deux opé-
rations ne sont pas, au fond, distinctes l'une de Fautre : en effet,
pour vérifier si deux expressions différentielles admettent un
facteur intégrant commun, on en forme une troisième et Fon écrit
que cette expression différentielle est une différentielle exacte.

Pour ramener les deux procédés l'un à l'autre, rapportons la
surface à ses lignes de courbure (u = const., ^==const . ) ; nous
aurons F == M == o et, par suite, X == v === o. Les équations (7) se

( !) Lezioni di Geometria differenzialOf t. Il, p. 3o.
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réduisent à

( à\og^ à - /E^n/1'
Wj'

I-^^-^^H/G1

(7) <
J (HogpL ^ /G
y —-— == L*i — t> == —— loei / -—i[ àv àv ° Y E

et la condition d^isothermie des lignes de courbure exprime sim-
plement que Pexpression

dl'-^^-^{/î^
est une différentielle exacte.

Or les éléments invariants (qui sont ici les éléments d^arc) du
réseau des lignes de courbure ont pour expressions respectives
y E du et yGdv. Inexistence d'un facteur intégrant commun re-
vient à la condition pour que l'expression

^log/G^<)log/Ë^
du àv

soit une différentielle exacte. Mais l'idenlité

ûNogv/EG==^-+-2<r

montre que rf'et d" sont en même temps des différentielles exactes.

Remarque. — Les fonctions X, (JL, v étant proportionnelles aux
coefficients de la forme invariante aux lignes de courbure

^ EM - PL GL — EN , , FN — GM , / ,_____,J == — — — — di^ — ——_—— du dv -+- ———-——ûfpî ( H = /EG — F^),

il paraît préférable d'introduire celte forme elle-même, en posant

W^-îr
de manière à avoir

X du2 -h '2 p. du dv -+- v dv^' == W S.

Alors la nouvelle fonction auxiliaire W a une signification inva-
riante, facile à trouver. Reportons-nous, en effet, aux équa-
tions (7)'. L'existence de la fonction (JL entraîne la condition
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nécessaire et suffisante

(8) ro10^-0-
D'autre pari, les rayons de courbure principaux étant représentés
par Ri et Ra» la (orme invariante S se réduit ici à

j= /ÊGf—-—)^^;\ ni ni /

la fonction auxiliaire W est donc liée à a par la relation

^=W/ÈG(^-^).

Mais, la condilion (8) étant vérifiée, on peut supposer les para-
mètres des lignes de courbure choisis de façon que l'on ail E == G.
Alors, en vertu des équations (7)^ la fonction (A se réduit à une
constante. En conséquence, la fonction W, dont la condition
d9 existence exprime Visothermie des lignes de courbure, est, à
un facteur constant près, l'inverse de

!V-L--LV
• 2 \ R i Rj

c'est-à-dire de la courbure moyenne de l'une des transformées
par normales parallèles de /a surface considérée (transforma-
tion de Bour-Christoffel ; voir Annales de l'Ecole Normale supé-
rieure, igo5, p.419) .

Ajoutons que, d'après l'identité

2 [s. du dv == W S,

où a est maintenant une constante, Wc? est un produit de deux
différentielles. Ainsi, quand une surface est isofhermique, pour
changer sa forme invariante aux lignes de courbure S en un
produit de deux différentielles, il suffit de diviser cette forme
par la courbure moyenne de l'une des transformées par nor-
males parallèles. Ceci s'accorde bien avec la proposition de
Sophus Lie, auy termes de laquelle les lignes de courbure de toute
surface isothermique peuvent être déterminées par des quadratures
de différentielles exactes.

On peut mettre le résultat précédent sous une forme un peu



différente et dire : A toute sur face isothermique correspond une
fonction <o telle que l9 élément linéaire, multiplié par co, devient
un produit de deux différentielles et que la forme invariante
aux lignes de courbure devient aussi un produit de deux diffé-
rentielles lorsqu^on la multiplie par a) et qu^on la divise par la
différence des courbures principales. En effet, si l'on désigne
par aF la différence des courbures principales, on a, diaprés ce qui
vient d'être rappelé,

^=2r(/È.^)(v/G^).

Ainsi la forme S est égale au produit de 2 F et des éléments inva-
riants \/Edu, ^Qdv du réseau des lignes de courbure. Soit ^/œ le
facteur intégrant commun à ces deux éléments : nous aurons

Vîï/E= U\M), /ïï/G==V'(P);

d'où résulte immédiatement

^ == Î^U rfV, ds^ == E du^ -T- G d^ = ^U2"4"^V^
(X) (1)

ce qui démontre la proposition.

lll. — LES SURFACES A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES-COWJUGrUÉES

ET LEURS CARACTÉRISTIQUES.

9. Pour exprimer la propriété qui définit ces surfaces, il faut
écrire que le réseau de leurs lignes de courbure et celui de leurs
lignes asymptotiques sont isothermes l'un relativement à l'autre.
Les tangentes aux courbes de ces deux réseaux formant en chaque
point un faisceau harmonique, nous n'avons à tenir compte que
de la condition relative aux éléments invariants. Employons encore
les coordonnées tangentielles isotropes de Bonnet (voir ci-dessus,
n08 2 et 7). L'équation des lignes asymptotiques est

A^a2-+-2Bû?aû?P-4-C^i32= r d^-^- î{z -+- s) dy. d^ -+-1 d^ === o,

ce qui permet de prendre

A = r, B == z 4- s. G = t.
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Pour les lignes de courbure, nous aurons, comme au n° 7,

ZI==/T, ^i==/^, /2=-—/r, nz==\/t.

De là résulte

C^|—2B/2n2-+-A7ij= 2v/7<(v/7i-t-^-+-s),

C/?—aB7i/ii-hAn5= i^'rt{^rï—z — ^),

/l Tig —— /î! ̂ 2 == ^ V^-

En conséquence, les éléments invariants du réseau des lignes de
courbure relativement aux asymptotiques sont, à des facteurs nu-
mériques près,

/——————7=\/7d(t-}-\/îd^ i—————j=\/rdoi—^îd^
\/z-{-s-{-\/rt'-——r————'? \/z-^s—\/rt-——————I-.

\/rt \/rt

II suffira donc d'écrire nu'il existe un facteur intégrant commun
aux deux expressions

(^^/rïyw^-^/i^), (^4-s-v^yw^-^p),
<;e qui donne

(E)

à^ . r
5a^log7

L'hypothèse m = o conduit à l'équation

0> j^10^-0'

qui caractérise (n0 2) les surfaces dont les lignes de courbure ont
leur représentation sphérique isotherme.

En faisant /n == i, on retrouve Inéquation de M. Darboux relative

aux surfaces isothermiques. Pour m = -? on obtient l'équation de

M. Eisenhart (loc. cit^ p. 226) relative aux surfaces à lignes de
courbure isothermes-conjuguées.

Ces deux dernières équations ne différant que par les coeffi-
cients de leur premier terme, les surfaces qui les vérifient à la fois
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satisfont visiblement à Péquation (9); il suit de là que la repré-
sentation sphérique de leurs lignes de courbure est isotherme.
Réciproquement, toute surface qui vérifie à la fois l'équation (9),
ainsi que Fune des équations de M. Darboux et de M. Eisenhart,
satisfait aussi à Pautre. En conséquence, si le réseau des lignes
de courbure d^une surface est isotherme relativement à deux
des trois réseaux formés par ses asymptotiques, ses lignes
minima et les lignes minima de sa représentation sphérique, il
est isotherme relativement à tous les trois. On peut encore dire :
Toute surface qui possède deux des propriétés suivantes^ lignes
de courbure isothermes^ représentation sphérique des lignes de
courbure isotherme, lignes de courbure isothermes-conjuguées,
possède aussi la troisième. Tel est le cas des surfaces de révolu-
tion, des quadriques et, plus généralement, de toutes les surfaces
isothermiques à représentation sphérique isotherme.

Nous allons maintenant chercher les caractéristiques de Féq ua-
tion générale (E).

Le groupe des termes contenant les dérivées du quatrième
ordre est, abstraction faite du diviseur commun (s 4- s)2— rt^

fn(z-^-s)/ ^à^ ^^ \ (^-^-^)2-+-(2/n — i } r t ( à^ à^ \
rt \ à^ t à^) rt \ à^ài ~ t'à^à^)'

de sorte que les caractéristiques sont définies par Inéquation

fn(z-}-s)(r2 d^— t^d^)

-4-[(^+5)2-4-(2m—i)^](rû?a»— td^)dv.d^ == o,

qu'on peut écrire

(rd^—f.d^)\m(z^s)(rd^+td^)^[(z^s^+('im--ï)rt]dad^^o.

Si l'on fait m == o, on trouve

(r c?a2— t û?[â2) dot d^ == o.

Donc les caractéristiques des surfaces dont les lignes de cour-
bure ont leur représentation sphérique isotherme sont les lignes
de courbure et les lignes qui correspondent aux lignes minima
de la représentation sphérique.

Pour m === i, il vient

(r d^-— t d^)[r di 4- (z -+- s) d^][(z -+. s) dv. + t d^} == o,

xxxv. 18
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ce qui vérifie un théorème quêtai déjà démoniré autrement : les
caractéristiques de Inéquation des surfaces isother iniques sont
les lignes de courbure et les lignes minima (voir Annales de
l'École Normale supérieure, 1906).

Pour 2 m == i , en écartant l'hypothèse z -+- s == o, qui correspond
aux surfaces minima signalées plus haut, on a

(r o?a2— t d^)[r d^^- î(z -+-s) dy. d^ -+-1 d^} = o.

Ainsi les caractéristiques de l9 équation des surfaces à lignes
de courbure isothermes-conjuguées sont les lignes de courbure
et les lignes asymptotiques. Cette proposition devra intervenir
dans la théorie des surfaces dont il s'agit, de la même façon que
la proposition ci-dessus intervient dans la recherche des surfaces
isolhermiques dépendant de fonctions arbitraires.

Ces deux théorèmes ne pouvaient d'ailleurs être prévus d'après
les seules définitions des surfaces qu'ils concernent, car nous
savons (n° -i) que ces surfaces sont également définies par l'iso-
thermie relative de trois couples de réseaux, tandis qu 'un seul de
ces couples de réseaux est formé de leurs caractéristiques.

IV. —— COMPATIBILITÉ DES CONDITIONS D'ISOTHEKMIE

ET QUESTIONS DIVERSES.

10. Dans les deux cas que nous venons d'étudier, l 'une des con-
ditions pour l'isothermie relative des deux réseaux considérés,
celle du faisceau harmonique, était vérifiée d'elle-même. Il n'est
resté que la condition concernant les éléments invariants : ces
éléments étant-exprimés au moyen d'une fonction inconnue ç et
de ses dérivées des deux premiers ordres, on a obtenu dans les
deux cas une équation du quatrième ordre.

Si l'on veut exprimer qu'une surface présente l'isothermie rela-
tive de deux réseaux déterminés, on aura généralement deux
conditions distinctes. Supposons que les équations différentielles
des deux réseaux dépendent d'une fonction inconnue ç et de ses
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n inclusivement. La condition
du faisceau harmonique s'exprime par une équation d'ordre n ; la
condition relative aux éléments invariants donnera une équation
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qui sera généralement de l'ordre n -f- 2 et ces deux équations aux
dérivées partielles pourront n'admettre que des solutions fort par-
ticulières, ou même être incompatibles. C'est ce dont on s'assure-
rait en traitant des exemples convenablement choisis.

Pour définir des classes très étendues de surfaces présentant
l'rsothermie relative de deux-réseaux, on pourra se donner les
deux familles de l'un des réseaux et seulement l^une des familles
de l'autre. Si les équations différentielles de ces trois familles
dépendent d'une fonction inconnue ç et de ses dérivées partielles
jusqu'à Fordre n inclusivement, celle de la quatrième famille, qui
sera fournie par la condition du faisceau harmonique, dépendra
des mêmes» dérivées et la condition relative aux éléments invariants
fournira une équation de l'ordre n -+- 2 en général.

On peut aussi, dans ce cas, répéter le raisonnement bien connu
qui conduit à la condition nécessaire et suffisante pour que les
courbes <p===const. constituent, avec leurs trajectoires orthogonales
^==consl., un réseau isotherme (au sens classique du mot) sur
une surface donnée. La condition d'orlhogonalité A(cp ,^ )==o
exprime simplement que les courbes co==const., y==const. qui se
croisent en chaque point de la surface forment un faisceau harmo-
nique avec ses lignes minima. Elle n'implique aucunement et la
suite de la démonstration n'implique pas davantage que la forme
quadratique de différentielles dont les coefficients figurent dans
les paramètres Acp, A^, A(<p, ^), Aa<p soit un élément linéaire. En
conséquence, pour que les courbes y==const. fassent partie d'un
réseau isotherme relativement au réseau défini par Inéquation

S = A du^ -hi B du. dv -4- C dv1 == o,

il faut et il suffit que le quotient des deux paramètres A^ es et A®,
calculés par rapport à c?, Soit une fonction de ç. On arrive
ainsi aux conclusions qui viennent d'être énoncées.

H. Il y a plus. La règle précédente (ait connaître l'équation dont
dépend la recherche de tous /e's réseaux isothermes relativement
au réseau défini par l'équation <^==o. En outre, les symboles
qu'elle fait intervenir étant essentiellement invariants, nous pou-
vons réduire la forme S à son terme rectangle, en supposant
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A == C =?: o. 11 vient alors simplemeni

-fe-W^^

Celte équation exprime, comme on sait, que y est une fonction
de la somme U(^)+V(^), où U et V sont des fonctions arbi-
traires de leurs arguments respectifs. Ainsi Inéquation

U(M)-+-V(P)= const.

définit sur une surface quelconque une famille de courbes qui
fait partie d^un réseau isotherme relativement au réseau des
courbes coordonnées u == const., v == const. Cette remarque géné-
rale supplique en particulier à diverses classes de surfaces dont
les courbures principales sont fonctions l'une de l'autre : le réseau
(u, v) étant composé des lignes de courbure, les rayons principaux
sont fonctions de U(«)+V(^) pour les hélicoïdes, pour les sur-
faces isolhermiques (voir la thèse de M. Caronnet, Paris, i8g4),
pour celles dont la représentation sphérique est isotherme, pour
-celles dont les lignes de courbure sont isolhermes-conjuguées
(Eisenharl), pour celles qui présentent une famille de lignes de
courbure planes (Dini , Dobriner) ou sphériques et, sans doute,
pour d'autres encore.

12. Proposons-nous, en terminant, la question inverse de celle
•qui fait l'objet du théorème III :

Etant données deux expressions différentielles

Mi(li du 4- /ii dv), Mj(^2 du-}- n^ dv)

.qui sont supposées admettre un facteur intégrant commun,
trouver le réseau isotherme relativement au réseau (R) défini
par l7 équation

(li du -+- HI dv) (/g du 4- n.ï dv)== o.

Les deux inconnues du problème sont les rapports des coeffi-
cients A, B, C de Inéquation

S = A o?y2-+- îB du dv -+- G dv^ = o,

qui définit le réseau cherché. Pour déterminer ces rapports, nous



- 281 —
allons écrire que les deux expressions données sont proportion-
nelles aux éléments invariants (El) du réseau (R) relativement au
réseau S == o ; il vient ainsi

G ̂  — 2 B ̂  î-4-A 7i j == X M ;,

G / ;- — i B li n i -h A n \ = X M j,

\ étant une indéterminée. De plus, les réseaux (R) et (^) devant
se diviser harmoniquement, nous avons

Citlî—B(/i/l24- 7li7j)-4-A7li 7lf = 0.

Ainsi se trouve constitué un système de trois équations du pre-
mier degré à trois inconnues dont le déterminant ( / (TÎ I—^i /a ) 3

est différent de zéro. 11 fait connaître A, B, G en fondions des
données et du coefficient \ auquel on peut attribuer telle ex-
pression qu'on veut.

En appliquant la règle précédente aux deux expressions diffé-
rentielles

(^4-5+v^)w(v/':^-+./7^p), (z^s-\/7:i)m^'rda—/Ïd^),

considérées ci-dessus (n° 9), on trouve san-s peine l'équation

S^z^s^^Tt^^z^s^rtY^rd^^td^)
4-1 /r~t[(z -+- s -+- /77)îw+(^ -+- s —/T^)2'"] da rfp == o,

pour définir le réseau isotherme relativement au réseau des lignes
de courbure

rd^—td^==o.

Si l'on rapporte la surface à ses lignes de courbure dudv = o,
on voit facilement qu'il faut remplacer les expressions précédentes
par ces deux-ci :

V/E du y/G dv
(10) ^\-"t Rg-^

dont les numérateurs sont les éléments d'arc ds^ et ds^ des lignes
de courbure; dans chaque dénominateur figure le rayon de la sec-
tion principale tangente à la ligne de courbure considérée.

Supposons que ces deux expressions, visiblement invariantes,
admettent un facteur intégrant commun et cherchons le réseau
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dont celle hypothèse entraîne Fisothermie relativement aux lignes
de courbure dudv == o. Par Inapplication des formules ci-dessus,
on trouve immédiatement

F P
A = ^ R 5 - l m > B = o » c = x Rj-2^

d'où résulte l'équation du réseau cherché

^ Edu9 Gdv1

""RF^^Rr^"30'

Pour m == o, on a les lignes minima de la représentation sphé-
rique; pour m= libelles de la surface elle-même; pour 2 m == i
ses lignes asyœptotiques. Ainsi les surfaces dont les lignes d^
courbure ont leur représentation sphérique isotherme, les surfaces
isothermiques et les surfaces à lignes de courbure isothermes-
conjuguées rentrent dans la catégorie plus générale des surfaces
dont les lignes de courbure forment un réseau isotherme relative-
ment au réseau défini par l'équation ^==0, où m est une constante
arbitraire. On peut donc définir ces trois classes de surfaces par la
condition que les deux expressions (10) admettent un facteur inté-
grant commun, pour les trois valeurs correspondantes de m.

FIN DU TOME XXXV.

ERRATA.

Page 184, ligne 4, au lieu de a, lire a?
Même page, ligne 10, au lieu de ̂ , lire o-S.
Page 188, ligne 3, au lieu de <s'^\<s1^ lire ff^i^.


