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SUR LA THEORIE DES MATRICES;

Par M. pE Stcuier.

On connait la méthode si simple de Kronecker (Cr., t. 107)
pour la réduction (par additions, échanges, multiplications de
lignes et de colonnes) des matrices dont les éléments sont entiers
ou fonctions entiéres d’un paramétre variable. a; et o, étant deux
matrices d’ordre n a éléments constants et o= to,—+ sa; un
faisceau dont le déterminant peut étre nul, on obtient ainsi deux
matrices&,n (pouvant dépendre de s, ¢) telles que, dansEan, les seuls
éléments £ o soient dans la diagonale et soient les diviseurs élé-
mentaires de a. Mais on sait aussi que l'on peut obtenir deux
matrices u et v indépendantes de s, ¢ telles que wav ait une forme
canonique complétement déterminée par certains éléments inva-
riants de o. C'est cette autre réduction que je voudrais effectuer
ici par une méthode semblable. On reconnaitra d’ailleurs, sous
I'exposition du n° 1, la marche indiquée récemment par M. Jordan
(J. M., 1907, p. 6-15). Dans le cas ou a est réelle et symétrique,
les mémes procédés fournissent trés simplement une généralisa-
tion du théoréme de M. Loewy (Cr., t. 122) sur la limite supé-
rieure de la caractéristique d’une forme quadratique ou d’une
forme hermitienne. Dans le cas ol a,=¢, (je désignerai en
général par ey la matrice unité d’ordre N), on obtient la forme
canonique de o,. Je montrerai pour terminer comment cette forme
canonique permel d’établir simplement aussi et de généraliser en
partie certains résultats dus & MM. Frobenius, Schur, Bromwich
et Rados.

1. Soit donc 0. = 2yt + o, s un faisceau de matrices dont le dé-
terminant |o| peut éire nul. Il s’agit de trouver deux malrices u
et v de déterminant £ o, indépendantes de s, ¢, telles que

uxy = A=Ayt + A;s
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soit la somme des matrices carrées composantes ('), dites élémen-
taires, des types suivanls :

t oo ... o0 \
st . o
o s t . O
9 = . - 2= 9ol + 915,
o 0o o . t o o
o o s ¢t o’
o o . o s o
t s o o 0 o)
o t . 0 0 O
o ot 0o 0 O
q;: . . . . e e :J{ot_*_%s,
o o ... t s o
[ o .. ot SS
o o ... 0 0 0]
s—1s; o o . o o
2 §s—Us; o o
o t s—1Ls; . o o o
L= e eeeas . . /=Xot+;(151
o o s —Us; o o
o t s—1ts; o \
o o [ . o t s—1s; |
[t o o
s o
o s o
W = . . . cen . . . =wot+w,s,
o o .t o o
e S o
o ... o s ¢

dont je désignerai I'ordre, d’'une maniére générale, par ¢ (pour
¢ =1, ¢ =1{=0), et éventuellement de matrices nulles [on re-
marquera que ¢ et ¢ se raménent respectivement, par permutation

(1) Je me servirai des mémes notations que dans la Note II de mes Eléments
de la théorie des groupes abstraits ( Gauthier-Villars, 1904) auxquels je ren-
verrai par la lettre E.
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de lignes et de colonnes, aux matrices QoS + &4 ¢, Yos + byt et
que, si ¢ et 4 ont le méme ordre, ¥ =o; o et Y n’ont pas de divi-
seurs élémentaires; <y et w ont respectivement les diviseurs élé-
mentaires uniques (s— £s;)? et ¢ qui sont aussi des diviseurs
élémentaires de A ou de o (£., 190)] ().

Sapposons d’abord que I'une des deux matrices a,, &, par
exemple «y, soit de rang r inférieur & I'ordre r de a. Opérons sura
les transformations (j’entendrai par la des échanges, des multi-
plications, des additions 4 multiplicateur constant) de lignes et de
colonnes qui réduisent a, a la forme diagonale (0,0, ...,0,1,1,..., 1),

. , . [sa sb .
le nombre des zéros étant n—r, et soit 4 la matrice obtenue,
sc

a étant une matrice constante d’ordre 1 — r et d une matrice
d’ordre 7.
Par des transformations de lignes et de colonnes on peut ra-

mener sa 4 la forme diagonale (o,...,0,s,...,s), le nombre des
o o sb

zéros étant n— r—p. Soit alors [ o sc; s6” | la matrice ob-
.s¢’ s¢” d

tenue, les matrices &', b", ¢/, ¢ et les matrices nulles indiquées

par des zéros ayant des Lypes évidents. Si p est > o, on peul, par

des additions et des échanges de lignes et de colonnes, annuler b”

et ¢’, puis réduire a a la somme de deux matrices composantes

dont l'une est se,, de la forme y pour s;=o0, ¢ =1. Soit donc

g =o0, c’est-a-dire a = o.

(') La forme A fournit immédiatement ce théoréme de M. Stickelberger (cf.
MutH, Theorie und Anwendung der Elementartheiler, p. 190) :

Considérons a comme une forme bilinéaire aux deux series de variables
Ly ooy L5 Fia --ey Vi € solent, en supposant a, de rang < n, Ty, ..., T,

(hk=1,...,p) un systéme complet de solutions indépendantes des equations
— = o, la solution générale étant &, =EXu,xy (i=1,..,); Vs ++-» Yo
(k=1,....p) un systéme complet de solutions indépendantes des équations

d_.z! = o, la solution generale étant n,= 2wy, (i=1,...,n). Si, lorsquon

remplace x; par §; et y; par v, a, devient une forme bilinéaire de rang r dans
les deux series uy, ..., u,; v,y ..., 9, aar diviseurs élementaires égaux a t.

11 suffit de prendre « sous la forme A et de calculer les z,, y, : on voit alors
tout de suite que A admet r composantes de la forme w et d’ordre 1.
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On peut ramener b, par des transformations de lignes et de

. o . .
colonnes, & la forme , puis d par des transformations
o

Seq
de lignes seulement (') & la forme te,+ sd', et faire passer les
lignes nulles tout en bas du tableau.

Supposons d’abord ¢>>o0.a se trouve ainsi réduit a la forme

S
<0>, en posant

o Seq o
s¢; leg+ sd) sdy =1,
. $SC3 sdy lep_g+ sd,

dy, ds, ds, d;, ¢4, ¢y ayant des types évidents. Par des additions
des o premiéres lignes de f a celles de rangs o 41, ..., on peut
annuler d, et dy. Soit donc d,= d,;=o.

Considérons la matrice 3= (¢, o d,) de type (s, n). Si son
rang est < o, on pourra, par une transformation T de lignes seu-
lement, annuler sa premiére ligne. En opérant cette transforma-
tion sur les lignes de rangs ¢ +1, ..., 20 de f (ce qui revient &
multiplier a droite par une certaine matrice ), puis sur les
colonnes des mémes rangs la transformation inverse (celle qui
revient a multiplier & gauche par ©='), puis sur les o premiéres
lignes de fla transformation T, se; et teg; sont inaltérées, ct fse
réduit immédiatement, par des Lransformations de lignes et de
colonnes, a la somme de deux matrices composantes dont 'une

t
est ainsi ramené & une valeur moindre de n. Soit donc s le rang
de .

Si alors ¢, est 20, on peut, par des transformations analogues,
réduire (sans altérer s¢; ni Leg) tous les éléments d’une des n—r

<s Z) se réduit de méme a (ﬁ Z), du type ¢ pour ¢ =2. On

premiéres colonnes a o sauf un, qu’une multiplication de colonne
réduira a4 s. Au moyen de cet élément on annulera, par addition

(1) d est de la forme d,¢ + d,s avec |dy| 7% o. Or on peut, par des transfor-
mations de lignes seulement, annuler d’abord tous les éiéments de d, situés au-
dessous de la diagonale (E., p. 193). Les €léments de la diagonale étant ici
tous # o, on peut, par de nouvelles transformations évidentes de lignes, annuler
tous les éléments situés au-dessus.
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de colonnes, ceux de sa ligne qui sont dans sd,. On pourra
alors, par des échanges de lignes et de colonnes, faire apparaitre

) o s . L. )
la matrice composante qui se réduit, par échanges des
s =

A s 0 .
colonnes, a ; de la forme o pour s;=o0, g =12 (on serait
s

arrivé a la forme o si, au début, on avait supposé «, de rang rr<n,
ce qui aarait produit partout I’échange de s, ¢). Soit donc c¢,= o.
8=(o o d,) ayant ainsi le rang o et d, le type (¢, r — =), tl
Jaut que r — s soit 2s ou r2 2.

Par des transformations de r — o derniéres colonnes et des
lignes de rangs ¢ —+1, ..., 20, chaque transformation de lignes
étant accompagnée de la méme transformation opérée sur les
o premicéres lignes de f et de la transformation inverse sur les
colonnesderangs n —r—+1, ..., n — r 4, on peut ramener d,,
qui est de rang o, a la forme diagonale (1,1, ..., 1) [de type
(e, r—o)]. Par des additions des lignes de rangs ¢ +1, ..., 2¢
aux suivantes, suivies chacune de I'opération inverse sur les co-
lonnes de f, on peut annuler les éléments de d, situés dans les
colonnes de rangs n —r—+oe —+1, ..., n —1r -+ 2. f se trouve
ramenée 4 la forme

/ 0 s O o \
0 teg Szg o e
! U °
s¢f o igg sd,
U U
\sch, o 0 tepos+sd,

Si la matrice B'= (¢, o o d,), de type (s, n), est de rang <o,
on fera apparaitre, par des opérations toules semblables a celles
s O O
employées plus haut, la matrice composante [ ¢ s o ) qui se
ot o
raméne a @ pour ¢ = 3.
Si ¥’ estderang s €t ¢, % 0, on détache encore, comme plus haut,

s 0 O
la malrice composante [ ¢ s o ) du lype y pour s;=o0, g =3.
o s

Si B’ est de rang & et ¢, = o, on raméne encore comme précé-
demment f' & la forme [d, ayant le type (¢, — 25) et le rang o,
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U faut que r — 25 soit 2¢ ou r23s)]

0O Sgg O O o

0 leg Seg O o

o 0  Seg SEqg o =f"
s¢i o o teg sdy

scy o o 0 te,_eg+ 5d)

sur laquelle on raisonnera de méme.

Si¢=o0, ou bien ¢ =o0 et on est ramené i la réduction de d
d’ordre << n, ou bien ¢ est 3£ o et, par des transformations des
colonnes de sc et de sd’ analogues aux précédentes, on isolera une

. t s
matrice composante de la forme .
o o0

Supposons maintenant que a, et a, soient de rang n et considé-
rons le faisceau ¢(og—+ s, 0) + sy, s— s, étant un facteur de
tag+ sa,|. Le rang de By= a9+ s,a, étant < n, on pourra
appliquer & B=1¢f,+ sa, la méthode précédente. Supposons
donc que zBy soit une somme de matrices composantes élémen-
taires; «, ayant le rang n, ces matrices seront toutes de la forme 7
ou w; de plus, |B] ayant le facteur s, I'une d’elles ' aura la
forme 7, avec s;==o. Donc xa, y est une somme de matrices com-
posantes dont 'une se déduit de %' en faisant s =1, ¢ =o. Donc
zay =xBy —ts,xa,y est une somme de matrices composantes
dont I'une a la forme y avec s;=s,. On est donc ramené & un
ordre < n.

2. Soient o', ..., ¢*, des ordres respectifs ¢y, ..., ga (§iS Gipr)s
les matrices composantes de A de la forme ¢; ¢!, ..., ¢4, des
ordres respectifs iy ..., r¢ (r:iSrigy), celles de la forme ¢; *, ...
et w', ... celles des formes el .

Assimilons a a la forme bilinéaire Za;x;yx. A chaque combi-
naison de »’lignes (colonnes) ou Lous les déterminants d’ordre
'+ 1Sn' sont nuls (jappellerai une telle combinaison singu-
liére) mais non tous ceux d'ordre 7’ répondent n — )’ relations
linéaires distinctes entre les dérivées par rapport aux z;(yx)-
Appelons degré en s, t d’une telle relation, que je supposerai
toujours mise sous forme entiére en s, ¢, le degré minimum
auquel on la réduit par suppression des facteurs communs. On
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vérifie directement que ce degré ne croit jamais lorsqu’on
change linéairement les variables z;, y;.

A la combinaison singuliére des ¢; lignes de A qui contiennent
les éléments de ¢f répond évidemment une seule relation linéaire
Ri=o entre les dérivées de A =3A;X;Y par rapport aux X;,
homogéne et de degré g;—1 exactement en s, ¢ [ainsi, pour
o =t XY+ 21 XY, =270 X;, R, est, & un facteur
constant prés, E]ts?i—{(— )i~ @'¢], et, comme la combinaison de
lignes obtenues en supprimant dans A les lignes nulles et la der-
niére ligne de chaque ©?n’est pas singuliére, il n’y a pas, entre ces
dérivées, plus de A relations distinctes. D’ailleurs, chaque dérivée
ne figurant que dans un R;, les R;= o sont distinctes et, dans
tout systéme équivalent de relations R, =o, ..., R, = 0 homo-
génes en s, ¢, les R; sont des combinaisons linéaires a coelficients
entiers en s, ¢ des R;. De plus, si Uon range les R;= o dans un
ordre tel que le degré o; de R} en s, ¢ soit S8y, Siest 2qi— 1.
En effet, supposons prouvé que 8; est 2q;—1 pour i =1, ..., j.
Si 3 est 2¢j4—1, il en sera de méme, a fortiori, de 8;,,. Si
oj est <gjp—1, R, ..., R} sont des combinaisons linéaires
de Ry, ..., Rj seulement. Donc, Rj,,
R,=o0, ..., Rj=o0, un aua moins des R;, ot ¢ est >j, devra
figurer dans R'jH. Donc 8j,, est 2¢j,. —1. Les variables Y;
donnent lieu 4 des considérations analogues.

Le nombre des relations distinctes entre les dérivées de o par
rapport auzx x; est évidemment h, et, dans tout systéme de
h relations distinctes entre ces dérivées, les degrés de ces rela-
tions, rangés dans un ordre tel qu’ils ne décroissent pas, sont
au moins égauzx & q,—1, ..., qp— 1 respectivement (on le voit
en repassant aux variables X;, Y;) et peuvent effectivement
atteindre ces nombres (on le voit en passant des variables X;, Y;
anx variables z;, y;).

Les degrés qi— 1 et de méme les ri—1 que j’appellerai
degrés canoniques, comme aussi les nombres h et k de ces de-
grés, sont donc des invariants, et il en résulte que la forme A
est unique. Je dirai que A est la premiére forme canonique
ou simplement la forme canonique de «. Si «,=¢,, A ne con-
tient évidemment que des matricesy’, ¢’est-a-dire que, si uav=A,
uy est égal a ¢, ; alors Ag= v~'ay v est la forme canonique de a,.

— o0 étant distincte de
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Si, dans chacune des matrices 9, 4, 4, @ on échange les lignes
équidistantes des extrémes, ce qui revient & la multiplier & droite
par une matrice carrée 1, d’ordre ¢ ou tous les éléments de la
transversale principale (en appelant transversale toute file d’élé-
ments perpendiculaire a la diagonale principale, et transversale
principale celle ou figure le dernier élément de la premiére ligne)
sont égaux a 1 et les autres nuls, on obtient respectivement des
matrices @0 = o)t + ojs, ¥ =dgs+ s, y'=y0t 4+ yis,
0w =w)t+ wls dont les deux derniéres sonlL symétriques. Si
I'on transforme ainsi chaque composante élémentaire de A (je
désignerai par o/, 4i0, 40, ¥ ce que deviennent respectivement
ofy i, i, of), A devient la seconde forme canonique

AO=AYt+ Als
de a.

En posant s=As'+pt/, t=Ns'+ w't' (A2 pl'), ag=pag+pay,
o, = Nag—+ Ay, on a a = t'a) + s'a}, et chaque diviseur élémen-
taive (as + bt)p de a devient [(al + bN)s'+ (ap + bw')¢]P; il
est clair que I'on peut disposer de A, u, X, u’ de maniére que trois
de ces diviseurs élémentaires s’annulent pour des valeurs arbi-
traires de s': ¢/. D’ailleurs les degrés canoniques restent évidem-
ment inaltérés. Donc la forme canonique de a, lorsqu’on passe aux
variables s/, ¢, ne subit d’autre changement que la substitution
aux matrices ¢, w’ des matrices construites de méme avec les
nouveaux diviseurs élémentaires.

Il est clair que, si B =By¢—+ B,s (B0 et B, étant constantes) a la
méme forme canonique que a, 3 est de la forme Ean, £ et 7 étant
des matrices invertibles constantes d’ordre 7, et réciproquement.
a et 3 sont alors dits équivalents.

Soit C un champ contenant les éléments de a,, a,. La méthode
de réduction précédente montre que 'on peut trouver deux ma-
trices invertibles z, y & éléments dans C, telles que zay = o,
J élant la somme des matrices composantes 9%, ¢¢, w’ et d’une
matrice o équivalente 4 la somme des matrices composantes .
On peut alors démontrer directement et sans passer par la forme
canonique qu’il existe deux matrices §, n constantes et invertibles
telles que /7, = @', B’ étant une matrice quelconque équivalente
a o' (¢f. Fropenius, Cr., t. 86, p. 202-204). On déduit de la
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pour o des formes réduites successives dans les divers champs

contenant C (¢f. £., 204; le n° 203 est inexact).

3. Soit maintenant « une substitution d’ordre n invertible ou
non. Convenons que, si f() est un polynome ou une série entiére,
convergente sur tout le plan, f(a) se forme en remplacant z par «
et en multipliant le terme constant par ¢, = ¢. Le sens de f(a) est
alors évident par lui-méme.

Soient s; =59, .:., Syy,= 5, les racines d’un facteur f; de
a — se| = A(s), irréductible dans le champ considéré; y,, ...,
Yim; (m,: mﬂ) les varl.ables de la.']“""“3 suite 1elat1ve'a so (d’apres
la terminologie du Traité de M. Jordan); a;;, l'action de a sur
Yivy ooy Vimge Prenons a sous forme canonique. D’aprés I'expres-
sion connue de «*, on aura, ¢(z) étant un polynome, en posant
‘P(')(So) —

1...0 Y
Yi o1

M ) =77 VIR IV ;

Yir QraYjtte o QriYjit. .+ QYjr

©(a) est le produit des substitutions analogues a 95 ).

Pour que ¢(«) soit nul, il faut et suffit, si m;2m;.,, que o(sx),
@' ($k) ++ -y ™" (s;) soient nuls (! prenant toutes ses valeurs),
c’est-a-dire que sx soit racine mi"° de o. Or (s — sx)™ est le pre-
mier diviseur élémentaire de A(s) relatifa s — s; (£, §§ 190, 201).
Donc, pour que ¢(a) = o, il faut et il suffit que ¢ (s) soit divisible
par le quotient ¢ (s) de A(s) par le plus grand commun diviseur
des mineurs d’ordre » — 1 de A(s).

En formant l'inverse de ¢(ay9), puis le produit de deux substi-
tutions de la forme (1), on voit directement que la formule (1)
subsiste si ¢ est seulement rationnelle (mais finie aux points sz).

Supposons que ¢(z) soit une fonction quelconque réguliére
aux points sz. La formule (1) montre encore de suite le sens qu'il

faudra attacher a ¢(a). De plus, % désignant alors la somme des

parties fractionnaires des développements de ? relatifs aux points sk

b

(si m est le degré de ¢, P est un polynome de degré <m — 1 qui,
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lorsque ¢ n’est pas uniforme, dépend de la branche choisie en

chaque point s;), £

b
polynome Q de degré <m — 1 pour lequel

P R .
= w sera réguliére aux points sy (tout

¢—Q
b

est réguliére aux
points sz coincide avec P puisque P — Q est divisible par up)

Donc w(a) aura un sens défini. Donc ¢(a) =P(a) (*).

Revenant aux variables primitives, on voit, d’aprés (1) ou
d'apres U'égalité ¢ (a) = P(a), que ¢(a) sera réelle si « est réelle
et que ¢(s;) est conjuguée de o(sx) quand s; 'est de s;.

Si ¢ véritie identiquement une équation f(z,¢)=o, on aura
évidemment f[a, ¢(a)] = o; si, de plus, f(z, P) est réguliére aux
points sz et si le développement de f(z,P + wd), suivant les
puissances de wd, a un sens, on aura aussi f[a, P(«)] =o. C’est
ce qui a lieu, par exemple, si f(2, ¢) est un polynome en z, ¢ ou
si f(x,9) =e?—x ou si f(x,¢)=em*— ™. Supposons que
JS(z) soit un polynome en z, ¢. Comme P(a) = P(a), une des
déterminations de w(—) est cp(_oc) De méme, si les équations

z,071)=o0 et f(x~1, ©)=0 sont équivalentes, o (a” ‘)et o)™t
? %, q ¢ ( )

-4
ont une détermination commune. Ainsi (12> et (a“') ou a’
ont une détermination commune [en supposant |a|3£ o pour

que $(0) soit Zo].
On déduit de la (Frosenius, loc. cit.) que, si.z'ay avec|zy|#£ o
et w =0a, B=03 (6 ===1), P est de la forme vay, v étant indé-

pendante de @, 3, car, en transposant, en éliminant ﬁ et en posant
yilz=z,onao'za=3 dotatur= u, u étant un polynome
quelconque en z. Donc, si |u|5£0, f=zu™" awuy. Or, en posant
zu'= v, la condition -I_l:}f:;, qui s’écrit u*= z, est toujours
réalisable, puisque |z| est 2 0. 8¢ y =z, v est orthogonale,
car alors zey = ¢ et v est indépendante de a, 3.

4. Reprenons maintenant les notations des n° 1 et 2. Suppo-
sons la matrice o = ay¢ -+ ;s symétrique et ramenons-la a la
seconde forme canonique A°. a étant symétrique, on aura k= k,

(') Comparer FROBENIUS, S. A. B., 1896, p. 7; BRomwicH, P. C. P. S., t. XI
p. 75 (1901).
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Done (¥° ° ) devi I'échange des lignes équi
gi=ri. Done { ° evient, par 'échange des lignes équi-
. l . .. . o Y .
distantes des extrémes, une matrice symétrique ot=— y Je

¢t o
L. . . . o ¢ .
désignerai par ¢ une matrice de la forme ou ¢ et 4 sont
o .

du méme ordre ¢g. Soit A= Af’¢ -+ A?’s la somme des matrices
composantes o, 0, w0, A% étant symétrique, on pourra trouver
une matrice invertible constante u telle que wow = A0°.

Supposons a réelle mais non nécessairement symétrique. On
pourra d’abord, par des substitutions réelles, ramener « 4 la somme
d’une matrice composante o/, somme elle-méme de matrices com-
posantes des formes 9°, 4, w0 et d’une autre matrice composante
o' =oayt+a)s dordre n” ou |a|5Z 0 (si a est symétrique, on
peut supposer et je supposerai que o est une somme de matrices
composantes des types ¢, ©®). Soit f= s>+ ast + bt* (a><< 40)
un facteur quadratique réel de |a"[, donc de

" n— "n—

Ja"o 1] = |2 a1t +epns).

On pourra trouver (£., 204) une substitution réelle z telle que
za"a ' 27! soit une somme de matrices composantes réelles de

la forme ¢ et de la forme

at+s —bt o o
[2 S o [0)
X= o t at+s —bt ... )=Xot+Xs
o o 2 s ‘

(je désignerai 'ordre de X par 24) et, par suite, deux substitu-
tions réelles z, y telles que zay soit une somme B=By¢+ B, s
de matrices composantes des formes o, 40, w?, 4, X (ou &, w°,
#» X si o est symétrique). En ajoutant dans X, a chaque ligne dc
rang impair, la ligne suivante multipliée par — a el en échangeant
les lignes équidistantes des extrémes, on obtient la matrice symé-
trique

«e. O o t s
o t s —as—bt
Xoe=1{ ... ¢ s o o y = X9t + XYs.
e § —as—bt o o g

che s seeeesees . . ]
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La matrice B®=Bj¢+ B{s déduite de B en remplagant chaque
matrice composante de la forme X ou y par la matrice correspon-
dante de la forme X° ou y° respectivement est symétrique et équi-
valente & a. Si donc a est symétrique, il y aura une matrice
réelle v telle que vay = B.

Ou peut simplifier encore B]. Considérons d’abord une compo-
sante de la forme X{. Par des additions de multiplicateur 6~* on
réduit (dans X3) la transversale située immédiatement au-dessus
de la principale a 1, 0, 1, 0, ... (en convenanl d'écrive les élé-
ments des transversales dans l'ordre ou ils se présentent a parctir
de Pélément en haut a droite) sans autres changements. Considé-
rons maintenant une composante de la forme ;. Si 5,5 0, par des
additions de multiplicateur s on raméne tous les éléments de la
transversale située immédiatement au-dessus de la principale a o,
puis, par des multiplications de multiplicateur — s7' ou s7', tous
ceux de la principale 4 1 ou a —1. S‘i 5{==0, on conservera ;.
Soit B, la nouvelle forme réduite obtenue. On saura former une
substitution réelle U telle que UB?U = B,. Soit alors

B'=UB'U =B} ¢+ B}s.

Si o est symétrique, la carvacléristique (') ¢ de o, élant évidem-
ment supérieure ou égale a la somme des caractéristiques des

matrices composantes de Bj, Bj fournit immédiatement [en ob-

\2 P —¥\27 4y .
servant que xy = (f—;z) — <Zz—y> ] I'inégalité

(2) céB(%’ ——l\) +2E<%,> +§Em"+ 2L<’—I;—’> -+ EE(T%T—‘—\),

ot p et ' parcourent respectivement les ordres des matrices com-
posantes des types ¢ et w° ol m', m', m® parcourent respeclive-
ment les cxposants des diviseurs élémentaires de o relatils aux
racines imaginaires, réelles 3£ o, nulles, ol enfin E(z) désigne le
plus grand entier <.

(1) Si a est symétrique, on peut P'assimiler & une forme quadratique, et la
caracléristique d’une forme quadratique réelle est, en supposant qu’elle se dé-
compose en h carrés positifs et k carrés négatifs, le plus petit des deux nombres
&, k. Le théoréme établi au texte a été démontré autrement par M. Loewy ( Cr.,
t. 122) pour le cas |« | # o.
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De la formule (2) multipliée par 2 et de I'égalité évidente
n=3p+ S +3E2m"'4 Em'+ Em° on déduit par soustraction,
en désignant par v le nombre des matrices composantes du types,

S+ Z2m'+ T mo

! ! o__
§n~—2c——2v+22E<%> +2ZE(£:—) —|—22E<m 2 ').

Sidonc v = o, c’est-a-dire si || n’est pas identiquement nul,
le nombre des facteurs linéaires réels de |a| est 2n — 2c. S’il
est égal & n — 2c, les valeurs de ' et celles de m' sont toutes
égales a1 et celles de m® a1 ou a 2. En particulier (pour
ag=-—¢ d’ott ¢c=o0) les multiplicateurs d’une matrice symé-
trique réelle invertible (a,) sont tous réels et sa forme cano-
nique est monome.

On peut toujours construire un faisceau symétrique réel
d’ordre n o =agt -+ o,s lorsqu’on se donne ses diviseurs élé-
mentaires, les nombres ., les nombres p' et ay, pourvu que les
diviseurs élémentaires satisfassent & la condition (2), que

n—3p—32u'—Zmo

sott égal au rang r de ay et, bien entendu, que la somme
des ., des p!, des m', des m/, des m® soit égale a n et que les
diviseurs élémentaires imaginaires soient deuzx a deux conju-
gués. Construisons, en effet, avec les éléments donnés la matrice B?;
déduisons-en comme tout a I'heure la matrice B’ et désignons par m
le second membre de (2). Soit ¥b = b+ ¥, s la matrice symé-
trique variable qu’on déduit de B’ en y changeant arbitrairement
les signes des composantes. Par ces changements de signes la
caractéristique de Wb, varie évidemment depuis le minimum m

. . r , . . ,

jusqu’au maximum E<-2-> La caractéristique ¢ de a, étant 2m et
r . , . .

< E(;), soit W' =1by ¢ 4+ W' s une détermination de W' telle que

Voo ol A arl % .
Wby ait la caractéristique c. vb, ayant le rang de «,, il y aura une
substitution réelle invertible u telle que way,u =1, et a; sera

déterminée par wa, v =1,.

5. Considérons encore deux matrices @, & d’ordre n, telles que

a = a (z désignant, en général, la matrice imaginaire conjuguée
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den),b=b,b= Ean(|En|5£ o). Assimilons a et b respectivement

aux formes Zapzry: et Zbuzky:, et posons an= a,-+ iay,,
I/ iy A — ! . " —_ ’ . ) ’ " ’ U

br= by, + by, Tx=~2T}~+ Ty, YI=Y;— Y1, G Uy by by
U ’ ’ ’

Ly, Ty=12T,., ¥, €t ¥yy=y,,, étant réels. a et b prennent les

formes respectives a =o'+ ia’, B =0+ (B, « et B’ étant des

formes symétriques réelles et o’, 8" des formes alternées réelles

des deux séries de 2 n variables x|, ..., 2,,; ¥}, ..., ¥,,. Comme

on obtient b en soumettant les z et les y de @ aux substitutions

respectives n = |zx, Znuxi|, §=|yk, ZEx .| qui, en posant

"llk:“’ilkl‘f‘i")"hh Ere= 5;‘1+ lg]"[ (les 0, 7', E” £ étant l'éels)y opé-

rent sur &y, ..., Lu,; Yis « -y Vi, les substitutions respectives
- - 7 U .

- n — E E W ! NN rr rr

F=(2 7T ) w(Ly ) =y =), €= (5,
WM —& 8

8= (&;,)], on aura B =zay. Disons qu’une substitution réelle

¢ .
v (¢ et-{” étant des ma-

trices d’ordre n), est quasi-imaginaire et correspond (biunivoque-

2n)

dez,, ...,z delafon‘mez=<§” B

ment) a la substitution { ={'+ {{’; z répond 2 Cets opére sur
les xx et les xx les substitutions respectives { et {; inversement

¢ comme { opérent sur z,, ..., Z,, la substitution- 5. Soient

P <! U'

7 = v =
t= < ), U= (U” ) deux auatres substitutions quasi-
imaginaires et T =1+ i7", v =104 (V" leurs correspondantes.
Comme tu est 'action de tue sur les xx et tu celle de <u sur
z,
ment. En particulier, si TU =€y, ON & Ll = €gp (la correspondante

de g5, est évidemment ¢,) ; donc la correspondante de ! est ¢~'.
2n b

s oy Xy, il est clair que, si tu =5, on a tv ={ ct réciproque-

Donc la matrice réelle v telle que = vav (3) est quasi-imagi-
naire, et, si son action sur les 2 est ¢, son action sur les x; est o.
Donc les relations b==~Ean, a=8a, b=10b0 (§==1; le cas
§ =—1 se raméne au cas 6 =1 en remplacant a par ia ct b
par ib) entrainent Uexistence d’une matrice v, indépendante
de a, b, telle que b =ovao.
b i

De la résultent des conséquences toutes semblables a celles de
tout & 'heure. En particulier, pour une forme a hermitienne
(alors o’=f"=0), en observant qu’a chaque diviseur élémen-

XXXVI. 3
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taire relalif & un muliiplicateur imaginaire répond un diviseur
élémentaire conjugué, on obtient la méme forme réduite B] que
toul a I'heure et, par suite, aussi I'inégalité (2) [en entendant ici
par og, o, & = dot —+o,s des formes hermiliennes () et en remar-

quantque,siX =z 4y, Y=z —y, 2y +yz =4 (XX — YY)].

6. La forme canonique d’une matrice & termes constants ob-
tenue au n° 2 fournit trés aisément plusieurs propositions impor-
tantes.

Reprenons les mémes notalions qu’au début du n° 3. Toute
substitution o permutable a la substitution « (invertible ou non,
prise sous forme canonique) remplace y, ... par des fonctions
de la forme

,' —
ih

ol px est le nombre des suites relatives 4 la racine s,.

Pour avoir une idée plus nette de la forme de o/, numérotons
les suites relatives a s, de maniére que m; soit 2 mj,, (?), et soit
M=y > My =My, 0 > My 1= =My g (je pose-
rai ¢y +...+qr=Q, et my ., =0; Qu=p). ll y aura donc ¢,
suiles contenant chacune exactement my, variables : je dirai que
ces ¢, suites forment la 7é™¢ sous-série. Rangeons alors les y en
prenant tous ceux de la 7™ sous-série avant ceux de la (74 r)ieme
et, dans la ri®m® sous-série, d’abord tous les premiers de chaque

(1) Si L‘/{X‘.X’i— =FY,Y,; est la forme réduite d'une forme hermitienne, le plus
petit des deux nombres %, & est la caractéristique de cette forme. Voir, pour une
autre démonstration (dans le cas | a, |7 o) du théoréme établi au texte, Loewy,
(Cr., t. 122).

(*) Le nombre des u’jf‘; non nécessairement nuls étant, pour chaque couple j, ',
le plus petit m,; des deux nombres m; my, on voit alors que le nombre
Bpmyy = 2> My — Em; des coefficients est égal & Z(2/ —1)m;. Ce nombre a

été retrouvé sous une autre forme par M. Frobenius {Cr., t. 84, p. 29) aprés les
travaux de M. Jordan ( 7raité, p. 128-136) et indépendamment d’eux.
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suite dans l'ordre de ces suites (les suites de chaque série étant
rangées arbitrairement), puis tous les seconds dans 'ordre de ces
. . 'y . ’Jhl—— 'lll .— . '/—
suites, etc. Soit Un¥ = (/) (j=Qrv+1, ..., Qr; j'=Qp_s+1,
.++, Q) la matrice des coefficients de Yrert1s o5 Yo, dans les
. . / M b
fonctions que o substitue & ¥4, 114y « -, ¥, 1, €t formons la ma-
trice de matrices O} & my, lignes et my,_colonnes dont la A/im¢ Jigne
est

U’I:lluf U‘:{‘_l’ (RS U:"'l) 0, 0, ..., O.

La matrice de la partie de o’ relative 4 s, sera ©= (V)
(r'yr=1, ..., w; r indiquant la ligne et r la colonne).

Remplagons maintenant, dans o, «/| par u/} — s. Soit A,(s) ce
que devient alors A,=|U;}| et s’ une racine de A,(s) (c’est une
racine de |a'— se| de multiplicité Zm ). On voit de suite que
|of + a— se| est égal & |a'4- 20—se|, a® étant ce que devient a
quand on y remplace par o les éléments non diagonaux.
| & — (s —sx)e| ayant donc mg_ racines en s égales a s'+ s, on
peut, entre les racines de [a —s¢| que je désignerai maintenant
par 9y, « ., pnet celles pi, ..., o) de o/ — se|, établir une corres-
poundance telle que les racines de |a' 4 o — s¢| soient o; 4 o;- Celles
de |zo+ x'od/ — se| seront alors zo;+ zp;.

De méme, en posant§ =1, [afa’' — s¢|=]|(a")%a’ — s¢|. Donc,
|a.'——ss;°e| ayant my, racines en s égales & s's), les racines de
|ada’ — se| seront plo}, la correspondance étant la méme que tout
d P’heure.

On en déduit immédiatement que, «, o, o', ... étant des ma-
trices d’ordre n, permutables deux & deuzx, on peut établir
entre les racines py, ..., pp de |o—se], celles .
|o/—sz<|, ... une correspondance telle que, si par exemple
0iy Py Piy -+ + S€ correspondent, les racines de f(a, o, a’, ...),
f étant une fonction rationnelle, soient f(si o, 0iy +..), la
correspondance étant indépendante de la fonction [ choisic(").

Il est clair que, si o, «', ... sont monomes, il en sera de mémec
de f(a, o, ...). Si de plus p;= p} toutes les fois que ;= pj et si
o(z) est le polynome de degré /. — 1 prenant lorsqu’on remplace

(') Ce théoréme est dit & M. Frobenius pour le cas out f est un polynome (S.
A. B., 1896, p. 601). M. Schur en a donné, sous la mé¢me hypothése, une autre
démonstration (S. 4. B., 1902, p. 120).
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z par celles des p; qui sont distinctes, & étant leur nombre, les
valeurs correspondantes p; [ alors o(p;) = p; quelle que soit p;], on
a évidemment o/ = o(a).

7. La formule (1) met immédiatement en évidence les mul-
tiplicateurs de ¢(a). De plus, elle donne trés simplement les
diviseurs élémentaires de ¢ () — se. Supposons, en effet, oy, ...,
®4_y nuls, o4 étant £ o. Soit mj=dq + r(o<r << d), et consi-
dérons o(azjp) — 5= 0. Ajoutons la (d + 1)¢ ligne de ® multi-
pliée par — gy : 04 dla (d + 2)°, puisla (d + 2)° colonne mul-
tipliée par ©gyy : 924 la (d+1)° : on aura ainsi remplacé par o
I'élément ¢4, de la premiére colonne sans que s figure hors de la
diagonale principale. Par des opérations analogues, on raméne ® a
la forme qu’elle aurait pour 0444 = 9442 =...= 0. Soit @' la ma-
trice qu’on déduit alors de @ en écrivant d’abord la premiére ligne,
puis la (d +1)°, puis la (2d+1)%, ..., puis la (¢ d+ 1), puis
la 2¢, puis la (d 4 2)¢, puisla (2d + 2), ..., puis la (¢ d + 2)°,
..., puis la (¢ d + r)°. Soit @' la matrice déduite de @’ en y pre-
nant les colonnes dans 'ordre ot 'on a pris les lignes de ®
pour obtenir ®'. @' équivaut & ® et a la forme canonique. On'y
voit que ®(azjo) — Sen @ r diviseurs élémentaires de la forme
(s—90)?*" et d—r de la forme (s— o) (*). Si (s —3°)™s
est, pour ¢(a) — s¢, le diviseur élémentaire d’exposant maximum
relatif & la base s — w,, my est < m,. Si donc le polynome 4(z) a
la forme MY (s — p;)’i, les p; étant distincts, o () annulera le poly-
nome II7[s — o (o).

8. 2’d'+ za (z et &' étant indéterminés) se déduit de o en
LAl v It . r2 I[r2
remplagant U7} par &' Uy + 2se¢,,, U} par 2/ U7} + e, et les
autres U7} par zU”}, et en faisant des changements analogues dans
les parties de o relatives aux autres racines caractéristiques; ao’
P o r ” i ; ,

se déduit de «' en remplagant UL} par s,UrY, U pour i>1 par
50U 4+ U= et en faisant des changements analogues dans les
aulres parties de o'

On peut maintenant canoniser U’} en transformant o par une

(') Ce théoréme a été établi autrement par M. Bromwich [P. C. P. S., . XI,
P. 75 (1go1)].
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substitution permutable & «. Supposons celte transformation effec-

ri

tuée. Ecrivons p, pour s,, et soit o; un multiplicateur de UZ!.

Soient (o, — s)™, {# les premiers diviseurs élémentaires respec-
tifs de o —se, z'a'+ xa =sc relativement aux bases p| —s,
a:’p',—i—xp,—-s:?;, et supposons m' Zm; p, est une fonction
de z et de 2’ dont je désignerai le maximum par p{. Soit ', la
fonction que z'a/ 4 xa — sc¢ substitue & yjz, et résolvons direc-
tement par rapport aux y; les équations qui les lient aux ;. On
peut évidemment exprimer d’abord directement et immédiatement
les yjn o0 Q,_y < jSQy, £ étant fixe, par les ', de mémes indices,
les y; ou j'SQ, avec A'Sh et les y;y ou Q,_,<j'SQ;, avec
h'<< h : je dirai que c'est la premiére cxpression de ces yjj.
Formons la premiére expression des yj,, puis celle des yja, ..., en
prenant, pour chaque valeur de 4, d’abord la premiére expression
des yjr ou j<Q,, puis celle des yz ot Q,<<j<Q,, .... En
substituant chacune de ces premiéres expressions dans les suivantes,
la résolution sera achevée et elle fournira p.

Pour indiquer la marche des calculs, commengons & former la
premiére expression des y;x ot Q,_y<<j<Q,. Soit e, l’equsant
du premier diviseur élémentaire de U7| — se, relatif 4 p). Ecri-
VONS 5y S Uiy’ POUE Y0 viits Yororiir & gyt + 2elf (=1,
‘tous les autres € étant nuls). Le coefficient de 3, est {~! dans 3z,,,
— 2'§2 dans 334, ..., (— /)"~ dans z.,. Si vl <o, il est
(— &) Sl dans 39, ..., (— 2/ L0 dans z,,. Soit
généralement £, le plus petit nombre pour lequel, dans la matrice
formée des e, premiéres lignes et colonnes de la matrice des u;
diagonale qui contient u¥} a un élément v£o0 (vi7 est 3 o;
donc k,Se,); le coefficient de 5, dans 3, , est (— z')r—kr{—terrh—i,,
..., dans z,,, il sera, en posant mg, e, —(my,— 1) (ky—1) =E,,

2
S E

(— 2')B1{®vu. Supposons les suites relatives a p| dans U/;
(considérée comme une substitation) rangées dans un ordre tel
que E, n’aille jamais en décroissant. Si g, n’est multiplicateur que
d’un seul U’} (que je désignerai par U7}), = E, sera la pll.ls basse
puissance de § figurant dans les coefficients, c’est-a-dire que
pt =E, : si alors k,<er, il est clair que p{=m; si k,=e,,
pi= mgy,+ er—1, et la méthode précédente montre (en faisant
Z =n) que m\,=e, pour uf—i1=o, et que m, = mgy +e,—1,
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pour uf—31i % 0.5i g, est multiplicateur de plusieurs U/}, on peut
employer la méme méthode; mais la présence des V. correspon-
dant a ces Uy} oblige 4 une discussion plus compliquée, si 'on
veut obtenir p{. 1l suffira d’observer que p{ est toujours 2 m/ :
on le voit de suite en continuant les mémes calculs et en les fai-
sant parallélement pour le cas z = o.

En faisant parallélement sur 28o/ — se(0 === 1) les mémes opé-
rations que sur z'a’ + xa — se, et en observant que les diagonales
analogues a celle considérée tout a I’heure ne renferment plus le
paramétre variable x, on voit de suite que le premier diviseur
élémentaire de abd/ — se relatif a la base p%p, — s a un expo-
sant Sp..

On déduit aisément de la que le premier diviseur élémentaire
relatif a la base f(pi ¢;y ---) dans f(a, d, ...)—s¢, [ étant
une fonction rationnelle, a un exposant p. Fipiply .. AU plus égal
& P prrpie... 86 les x restent arbitraires. 11 suffit évidemment de
Pétablir pour f(a, ...) = ad’+ bad'(a et b étant 3£ o). Or, si[en
disant pour abréger que s, ., est ’exposant de f(, ...)]'expo-
sant de aa’+ bad' élait supérieur a celui de 2"« + r'd 4+ za,
celui de la combinaison linéaire 2’ baa' — a(2'od/+ za) de ces
deux matrices serait supérieur a celui de z'a'+ za (qui est au
plus égal a celui de 2"2"+ 2'o'+ aa). Donc celui de la combi-
naison linéaire (& coefficients £ 0) 2”bad’ de ces deux derniéres
matrices serait supérieur a celui de z'a’+ za, ce qui ne se peut.
Sidonc le polynome de moindre degré annulé par o+ z'a'+-...
est (s — zp;~+ 2/ o4 ... )N, les zpi+ 2'p;, . .. désignantici des
racines distinctes, f(a, o', ...)annulera 0i[s — f(p;, piy -.- N |(*)-

9. Voici quelques applications des théorémes établis aux n°6-8.
Soit « une matrice alternée d’ordre n. « = — a est permutable 4 a.
Soit ; le multiplicateur de « qui correspond au maltiplicateur p;
de a. Les multiplicateurs p; + E de a + a = o sont nuls. Donc les

maltiplicateurs de « (qui sont ceux de a) sont deux a deux égaux
et de signes contraires. Si donc a est réelle, ils sont ou réels ou

(') Ce théoréme a été établi nettement par M. Schur pour le cas ot f est un
polynome (S. 4. B., 1902, p. 120-125).
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purement imaginaires; comme |s¢ — x| est alors de la forme
Ec,-s"“-’i[i =o0, .., (’:l), Co= IJ, Lous les coefficients étant po-
sitils (d’aprés les propriétés connues des déterminants gauches),
ils ne peuvent étre réels £ o; ils sont donc purement imagi-
naires ou nuls.

Avant de compléter ce résultat, considérons encore une matrice
orthogonale « d’ordre n. o« = 2" est permutable & «, et les multi-
plicateurs de a—* = x coincident avec ceux de a. Soit p; le multi-
plicateur de o qui correspond au multiplicateur p; de a. Les
maultiplicateurs de xa=c¢ sont EP": 1. Donc .5; =p;', etles mul-
tiplicateurs de a—l—QE(ﬁ:i 1) sont p;+ 0p;'. Mais a— o est
symétrique et o — 2 alternée. Si donc « est réelle, ei+p;' est
réel (4), et p;— ¢;' a sa partie réelle nulle. Donc|p;|=1. Soit
A =&t~ la forme canonique de a et A'= Eaf~t. A est permu-
table a A, et I'équation AA'= ¢ montre, d’aprés la forme générale
des matiéres permutables & A (6), que A est monome.

Revenons maintenant au cas d’une matrice « alternée, réelle,

. . o €
d’ordre n. On voil directement que 3 = est orthogonale et
o +¢
» . xr —1 . . vy
réelle (Jo + €| est £ 0). Or la fonction o(z) = Fr est réguliére

et 7% 0 ainsi que ¢'(x) aux environs des racines (toules imagi-
naires ou nulles) de |a — se|. Donc les diviseurs élémentaires
de B = o(a) ont les mémes exposants que ceux de a (7). Donc les
diviseurs élémentaires de a sont simples.

10. Soit as(h=1, 2, ...; @y = a) une matrice d’ordre n. For-
n o . . \ .
mons les <r): N combinaisons de n objets 7a r, et numérotons-

les dans un ordre quelconque (indépendant de ces objets).
Soit A% le déterminant des ¢léments communs 2 la /™ combi-
naison des lignes et a la £™® combinaison des colonnes de as,
et A4(A,=A) la matrice des A%. Les multiplicateurs de A, sont
évidemment indépendants de I'ordre des combinaisons adopté.

Si les éléments de a situés au-dessus de la diagonale sont nuls,
il en sera de méme dans A a la seule condition de ranger les com-

binaisons «,a; ... a, de rlignes ou de r colonnes (a,, ..., dési-
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gnant les rangs de ces lignes ou de ces colonnes) dans l'ordre de
grandeur des nombres a,, ..., a, lorsqu'on regarde «, ..., a,
comme des chiffres dans un systéme de numération de base > n,
en convenant de prendre loujours a;Sa,=...Za, (nous adopte-
rons désormais cet ordre). En effet, considérons A (i < k).
Soient a; ... o, I'écriture de ¢ dans le systéme de numération choisi
et By ... 3 celle de k; si a; << By, la premiére ligne de Ay est
nulle; si a,= B3, pour t=1, ..., p et ap 4 <Py, la matrice des
éléments de A;x communs aux lignes de rangs 1, ..., p 41 et aux
colonnes de rangs p + 1, ..., r est nulle, en sorte que tous les
mineurs d’ordre 77 — p que 'on peut former dans ces » — p der-
niéres colonnes sont nuls. Si par exemple @ a la forme canonique,
les multiplicateurs de A sont évidemment les produits  a r des
n multiplicateurs (distincts ou non) de a. Si a =g¢,, il est clair
que A =¢y.

Si @, ay = as, on aura, d’aprés un théoréme connu de Cauchy
et Binet sur les déterminants A;A;=A; et, si a;=a™* (donc
Ay =c¢y), A;=A""'. Si donc a;=aj' aas, on a A, =A7' AA,.
En supposant que @, est la forme canonique de @, on voit donc
que les multiplicateurs de A sont les produits r a r des n mul-
tiplicateurs (distincts ou non) de a (').

(') Ce théoréme est dd & M. Rados, qui I’a établi autrement (M. 4., t. XLVIII,
p- 417; 1897). Cf. Stéphanos (J. M., 1900, p. 73).



