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DETERMINATION DES SURFACES
QUI ADMETTENT UNE SURFACE MOYENNE DONNEE;

Par M. pE Mo~NTcHEUIL.

Nous nous proposons, dans cette étude, de fixer la nature de
Péquation aux dérivées partielles dont dépend le probléme, de
rappeler en les complétant et les coordonnant quelques-uns des
résultats acquis, et enfin de déterminer une nouvelle catégorie de
solutions. Nous essayerons, en effet, de déterminer I'équation qui
définit les surfaces admettant un cylindre pour surface moyenne.
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I. — ForMATION DE L’EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES.

Soient X, Y, Z les coordonnées cartésiennes d’un point quel-
conque d’'une des surfaces cherchées ; z, y, s celles de la surface
moyenne supposée donnée; p la demi-somme des rayons de cour-
bure de la premiére surface.

Cette surface est ’enveloppe du plan

(1) (u+u)X+i(uy—u)Y+ (uuy—1)Z+Et =o,

£ désignant une fonction quelconque des variables u, u,. Si l'on
effectue le calcul, on trouve pour expressions des valeurs de z, y,

z,p (')

o= +uw)s—p—gql, &= :l(um—1s—up—uig-+§l,
()

y= %[(ua—u )s—p+9ql p =§[(uun—!)s—up—uaq+51-

Portons ces expressions de z, y, z dans ’équation donnée de
la surface moyenne, et nous obtiendrons une relation en &, p, ¢,
S, U, Uy P, q, T, S, t désignant les dérivées premiéres et secondes
de £ en uw et u,.

Cette équation peut s’écrire

®E, P g s, u, uy) =o.
En la supposant résolue par rapport a s, il vient
s—f(u, uy, & p,q)=0 (2.

Ainsi donc, dans le cas général, I'équation cherchée est une
équation de Monge et d’Ampére, dont les deux systémes de carac-
téristiques peuvent s’écrire

du = o, duy=o,
dp — fduy=o, dg— fdu =o,
dt—pdu—qgduy=o, dt —pdu—qdu, =o.

(1) Thése de Doctorat, p. 8, Gauthier-Villars, 1go2.
(?) GoursaT, Fquations aux dérivées partielles du second ordre, t.1, p. 5o0.
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On satisfait au premier systéme, par exemple, en posant

u = const., uy = const., ¢ = const., p = const.

La multiplicité caractéristique formée de ces éléments repré-
sente une véritable intégrale, mais qui conduit 4 un résultat illu-
soire. On peut alors effectuer la transformation de Legendre
définie par les formules

u=p, wm=gq, p=v, g=u, {=pw+qui-1;

et I'on trouve
S+ (2= (P g Pru' g u —E, U, u) =o.

Cette nouvelle équation admet bien toutes les intégrales de
Péquation ¢'= const. qui sont de véritables intégrales.

On pourra donc chercher a résoudre cette équation selon le
procédé classique par la méthode des caractéristiques.

Mais nous préférons élargir le probléme et le présenter sous un

aspect noaveau qui nous suggérera des solutions plus étendues
que celles développées jusqu’ici.

Rotation d’une surface dans l’espace a quatre dimen-
stons (*). — La.symétrie des quatre expressions définies par le
systéme (2) nous engage a les considérer comme les quatre coor-
données d’un point dans I'espace E,.

Cette symétrie s’accuse davantage lorsque l'on différentie le
systéme (2) par rapport a u, puis le systéme des dérivées obte-
nues, par rapport a u,. On trouve alors

o2z 2y 03 d%p. o2¢
(3) Juou; _ Ouduy  Ouodw, _ dudu, _ Judu,
w—+u; (wg—u)  wiy—1 wug+1 2

On voit que les quatre premiers numérateurs s’annulent a la
fois et que, par conséquent, dans cette hypothése, les quatre coor-
données z, y, z, p sont 4 la fois définies par une méme équation
a invariants égaux. Si I'on tient compte de la signification des
paramétres u et u,, on pourra énoncer cette proposition :

Lorsque !’une quelconque des coordonnées de la surface

(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXI, 1go3.
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moyenne ou encore la demi-somme des rayons de courbure
d’une surface est représentée par la somme de deuz fonctions
respectives des deux paramétres des génératrices rectilignes
de la représentation sphérique de cette derniére surface, il en
est de méme des trois autres quantités.

On peut dire encore :

Quand une combinaison linéaire quelconque des quatre coor-
données x, y, z, p de Uespace E, est représentée par la somme
de deux fonctions respectives des deux paramétres précédem-
ment définis, il en est de méme de toutes les combinaisons
linéaires de ces méme quantités.

Sil’on considére les coordonnées de I'cspace E; comme repré-
sentées par les quatre quantités z, ¥, z, — Zp, 'équation

o+f
Juoul ~

entraine les relations
ox\? ay\? 0z \? a(ip)|2 _
(5) + (@) @) ~[=P] =
ox \? dy \? 0z \? a(ip)]® _
(d_u1> +<0—u—a> +(0'h> +[ ouy | =°
Par une analogie naturelle, ces deux relations peuvent étre con-
sidérées comme définissant les courbes minima de I'espace E;, et
les coordonnées z, y, 3, — 7o de ce méme espace peuvent étre

considérées comme décrivant la surface minima de l'espace E,
qu’on obtiendra en intégrant I'équation

o4k

outoul o

On constate que, lorsque cette équation est satisfaite, les quan-
lités z, y, 5, — ip définies par le systéme (2) sont liées dans I'es-
pace E; par un trés grand nombre de relations analogues a celles
qui relient les coordonnées z, y, z des surfaces minima dans I'es-
pace E;. Les surfaces qui admettent un plan pour surface moyenne
et les surfaces imaginaires de Monge rentrent dans cette classe et
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fournissent, par conséquent, autant de surfaces minima de I'es-
pace E; ().

Cette extension a 'espace E; de la notion des surfaces et des
courbes minima de l'espace E; ne contredit en rien une générali-
sation analogue de cette méme notion exposée par Cayley et,
aprés lui, par M. Darboux (2). Le point de vue est différent, mais
toujours inspiré par la multiplicité des analogies.

Mais poussons plus loin l'analogie des fonctions z, y, 3, — ip.
Soit une fonction ¢, définie par la relation

(4) (v+u)am+ i(uy—u)bpy+(uuy—rx)c,+ i(uny+1) dp+ ¢m = o,

@my bmy, Cm, Ud, désignant autant de constantes; u, u, les va-
riables précédemment définies. Cela posé, donnons a I'indice m
les quatre valeurs successives 1, 2, 3, 4 de maniére a former ainsi
quatre fonctions ¢, et seize constantes ay, by, ..., a,, b, etc.

Assujeltissons les quatre fonctions o, a satisfaire identique-
ment 4 la relation

m=4%

(5 Doh=c.
m=1

Un calcul élémentaire montre que cette identité entraine pour
les seize constantes le systéme
6) i al, + b} + c2,+ d}, = const.,
' | aman—+bmbp~+ cmen+ dmdn=o,
m et n désignant toujours I'une des valeurs 1, 2, 3, 4.

Nous ferons la constante qui figure dans le premier groupe des
relations (6) égale a I'unité.

Ces préliminaires établis, considérons quatre fonctions 8, dé-
finies par la relation

I( ] dom 9k Opm 9% + % 9m E)

On==(pmoo— — 2 5 __ Tfm 76
(7) m= o\ ouwou, ~ ou, ou T Ou du;  oudus

Sil'on pose
a.=b,= 03=d‘=l,
b,=c1=d1=a,= Co = dg: a,=b,= d,= a, = b‘= Cy =0,

(1) Voir Thése de Doctorat, Gauthier-Villars, 1go2.
(?) DarBouUx, Théorie des surfaces, t. IV, Chap. XIV, p. 471.
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syst¢éme de valeurs des constantes qui vérifie les équations (6), il

vient
01=x, 0,=y, 63: z, 0‘=ip.

Sans entrer dans le détail des calculs du systéme précédent et
du systéme (7), on déduit aisément que les fonctions 0, sont des
fonctions linéaires des quantités z, y, 3, — ip et réciproquement.
D’ailleurs, les coefficients de ces quantités dans le systéme (7)
vérifient le systéme (6), c’est-a-dire un systéme dans Pespace E;
qui, dans 'espace E,, serait celui des cosinus directeurs relatifs a
la rotation d’un tri¢dre mobile.

On retrouverait, en effet, ce systéme en posant

a, = bb= Cy= d‘= d,: d3= db= o,

at+ bi+ci=1, ajas—+ by b+ cica= o,
a}+bi+ci=1, asaz—+ by b3+ cac3 =0,
a3+ bi+ci=1, azay+ byby+ czeq = o.

On retrouve donc bien la rotation de I'espace E; comme cas
particulier du systéme (6) relatif a I'espace E;. Il est donc naturel
de considérer le systéme (6) comme définissant une rotation dans
Pespace E;. Dans cet espace, une surface sera considérée comme
déplacée sans déformation, tandis qu’en réalité, considérée dans
Pespace E;, la surface sera a la fois déplacée autour d’un point
fixe et déformée.

Les fonctions 0, définies plus haut vérifient la relation

920, om0+

= b
ou ou, 2 ourou}

et s’annulent, par conséquent, simultanément toutes les fois que

Pon a
otk

ou? ou}

= 0.

On peut dire, par analogie avec l'espace E;, que tout systéme
de coordonnées de Uespace E; relatif a une surface minima de
cet espace décrit un systéme conjugué sur cette surface quand
on choisit les paramétres u et u,, puisque, en effet, les quatre
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coordonnées vérifient une méme équation aux dérivées par-
tielles, d'ailleurs a invariants égauz (').

Généralisation du probléme. — Nous nous sommes proposé,
aun début, de déterminer 'ensemble des surfaces qui admettent
une surface moyenne donnée

(8) F(z, y, 3) =o.

Nous avons vu que les quantités z, y, 3, — ip peuvent étre
considérées comme des fonctions linéaires quelconques de quatre
fonctions 8, vérifiant le systéme (7).

(1) Signalons encore une propriété des surfaces minima de I’espace E,.

M. Raffy, élargissant la notion de réseau isotherme, introduit ( Bull. Soc. math.
de France, t. XXXV, p. 239; 1907) la notion de réseau isotherme relativement
a un reseau donné. Toutes les fois que deux réseaux de paramétres respectifs
(o, B) et (u, v) seront liés par la relation

dadf = ¢(u, v) (du*+ dv?),

le réseau de paramétres (u, ¢) sera dit isotherme relativement au réseau dc para-
métres (a, B), quelle que soit la signification géométrique de ces paraméires.

Entre autres propriétés de ces systémes de réseaux, l'auteur montre (ue Loute
famille de courbes dont I’équation est de la forme

U(u)—+ V(¢)= const.

appartient a un réseau isotherme relativement au réseau des lignes coordonnées
u = const., v = const.

Il indique quelques catégories de familles définies par une équation de cetle
nature et jouissant par conséquent de la propriété indiquée.

Nous pouvons & notre tour indiquer une catégorie trés étendue de familles de
courbes définies par une pareille équation. Cet ensemble de courbes s’obtient
en ¢galant & une constante une fonction linéaire a coefficients quelconques des
coordonnées des courbes minima tracées sur une surfate minima de I'espace E,.

11 suffit de considérer une quelconque des fonctions 0, définies par le sys-
téme (7). ou § représente la solution la plus générale de ’équation

0t o
ou?Jui T
Nous trouvons alors 6,, == U + V. Si donc nous posons m,, = U — V, il vient

dd,, dn,, = dU+[d(iV)]*

ce qui prouve bien que 0,, = const. est une famille de l'espéce considérée.
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L’équation (8) pourra donc prendre la forme

(9) q’(oh 02, 08) 05) = 0.

Il est vrai que les quatre fonctions 6, se groupent ici en trois
fonctions linéaires représentant les trois quantités z, y, 5. Mais
rien ne nous empéche de lever cette restriclion, et de poser direc-
tement une équation en 9, 8, 85, 8, qui, dans le cas particulier,
deviendra

(10) Y(z, y, 5, —ip)=o0.

Remplagant z, y, 5, —ip par leurs valeurs tirées du sys-
téme (2), on aura

(ll) X(S, P 9 E) u, ul) = 0.

Il est facile d’interpréter I'équation (10). Elle définit une
relation entre les coordonnées de la surface moyenne d’une
surface cherchée et la demi-somme des rayons de courbure de
celle-ci.

Nous avons donc bien une généralisation du probléme proposé
au début. Une fois § défini par (11), nous porterons la valeur de §
et de ses dérivées dans les quatre fonctions 6, définies par le sys-
téme (7), et nous obtiendrons ainsi les quatre fonctions 0, que
nous pourrions & volonté interpréter dans l'espace E, ou dans
I'espace E;.

Aréte de rebroussement d’une développable isotrope dans
Uespace E;. — Poursuivons les recherches de notre méthode
d’extension des propriétés de I'espace E; a l'espace E,.

Soit, dans I'espace Eg, un plan isotrope a un paramétre variable
défini par 'équation .

= 0.

Si nous écrivons le systéme
(12) F=o, dF = o, a*F = o,

les différentielles se rapportant au paramétre variable, et les coor-
données étant traitées comme des constantes dans la différentia-
tion, le systéme (12) définira 'aréte de rebroussement de la déve-
loppable isotrope dans ’espace E;.
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Cela posé, imaginons un plan isotrope de I'espace E; a deux
paramétres variables. Désignons toujours par F = o son équation
et interprétons le systéme (12) dans 'espace E, d’aprés les mémes
régles que nous avons adoptées dans l'espace E;. Nous obtien-
drons ainsi un systéme que nous considérerons comme définissant
Paréte de rebroussement de la développable isotrope dans I'es-
pace E,. Il est bien entendu que nous différentions F en regardant
les coordonnées comme constantes et les deux parameétres va-
riables comme indépendants.

Formons d’abord I’équation du plan isotrope dans I’espace E;.
Si nous nous plagons d’abord dans I'espace E;, X, Y, Z désignant
un point de la surface cherchée, on a, en conservant la notation

précédente,
u-t+u, . LUp— U uuy—1 .
X =2+ —Fip, Y=y+i———ip, L=z+———ip.
1+ uuy I+ uuy 1+ uuy

Alors I'équation
(e+u)X+i(ug—u)Y +(uuy—1\)Z + ¢t =o,
qui définit le plan tangent a une surface quelconque de 'espace E,,
prend la forme
(13) (u+uw) @+ i(uy—u)y + (uuy— 1)z + i(uuy+1)p + = o.

Telle est I'équation du plan isotrope a deux paramétres va-
riables u, u, de I'espace E,. On vérifie, en effet, que la somme des
carrés des coefficients des coordonnées est égale a o.

Formons donc le syst¢éme analogue au systéme (12)

F =o,
oF oF
dF = b—d-du-i— Bu—ldui_ o,
d>F

2 2
d’F=?——£du2+2 dudu1+ﬂ=o,
ou? u,

ou o ou?
u, u, étant considérés comme indépendants. On obtient le systeme

(u+u)w+i(uy—u)y +(uuy—1)z+1(uuy+1)p+£=o,
(14) {e—iy+u(z+ip)+p=o0, z+iy+u(sz+1ip)+q=o,
Z+ip+s=o, r=o, t=o.
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On a encore

(u+w)de +i(u;— u) dy + (euy —1) dz + i(uuy +1) dp = o,

(15) s de —idy +u,(dz+idp) =o,
dr+idy+ u(ds+idp)=o,

l ds +idp=o.

Or, du systéme (15), on déduit
dr*+ dy?*+ dz*+ d(ip)*=o;

Z, ¥, 3, — {p sont donc bien les coordonnées d’une courbe minima
de l'espace E;, courbe dont les coordonnées sont définies par les
quatre premiéres équations du systéme (14). Vu la maniére dont
on ’a obtenue, on peut donc hien la considérer comme l'aréte de
rebroussement d’une développable isotrope de 'espace E;.

Si nous appelons aréte de rebroussement de cel espace un en-
semble de points de multiplicité un, nous devons nous contenter
de ces qualre premiéres équations du systéme (14). Si toutefois
nous voulons poursuivre jusqu'au boul P'analogie de la méthode

analytique et prendre toutes les équations du systéme, nous devons
y joindre les deux équations

r=o, t=o.

Or, ces deux équations définissent les points ombilicaux de la
surface de coordonnées &, u, u,; surface quelconque dans l’es-
pace E3; développable isotrope dans I'espace E;. Ces points om-
bilicaux sont d’ailleurs des points singuliers situés sur 'aréte de
rebroussement de cet espace. Ils correspondent donc au point
de rebroussement situé sur I'aréte de ce nom relative a la dévelop-
pable de I'espace E;. Ainsi se compléte I’analogie. Nous pourrons
donc donner cette interprétation de la méthode que nous venons
d’exposer: Les opérations par lesquelles on détermine Uaréte
de rebroussement de la développable isotrope de Uespace E,
déterminent en méme temps les coordonnées de la surface
moyenne d’une surface quelconque de Uespace Ey et la demi-
somme de ses rayons de courbure. Les points ombilicaux de
cette méme surface correspondent au point de rebroussement
de Uaréte de Uespace E,.

XXXVIL 4
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Généralisons le systéme (14). Nous pouvons écrire

10y + ?202+ ?393+ ?505-4-& =o,

oo o0 0 o0
—d; 01+ ——;5: B2 + ——-d? 0+ —(;f: b+p=o,
994 00, 093 0,
37; 0+ 5;—; 0+ 57‘ 03+ 071 65+q-0,
ik ] 0% 92 9295 99 0,+s =0
by 7

du ou, 0u-+ Juodu, 82+ duou; ° ' oudu,

r=o, t=o.
Nous savons qu’on a la relaticn
of + 93 + 93 +¢i =o.

Si donc on considére 6, 8,, 6, 0, comme autant de fonctions
linéaires de x, y, 5z, — ip, coordonnées de I'espace E;, le systéme
précédent représentera toujours I’aréte de rebroussement du plan
1sotrope de cet espace et contiendra comme cas particulier le sys-
teme (14). Celui-ci dérivera de celui-la par une simple rotation.

4
Transformation de ’équation aux dérivées partielles de la
surface moyenne. — Soit comme précédemment I’équation

(16) F(z,y,5,—ip)=o,

qui définit une relation entre les coordonnées de la surface
moyennc et la demi-somme des rayons de courbure. Cette équa-
. , ) o - !
tion, lorsqu’on y remplace z, y, 5, —ip par leurs expressions
définies au moyen du systéme (2), peut s’écrire

(16), ‘P(E‘ u, uhpsq)::o-
Posons
— 4
u=yv, U= V_l, 5_01
On tire de la
RIS 9 _, o 48
(1) PEGE IThETh SOEE T wy

Sil’on porte ces valeurs de u, u,, £ et des dérivées de £ dans le
systéme (2), on retrouve les mémes quantités z, y, 5, — {p, mais
permutées entre elles & un cocfficient prés, z,, ¥, 5, désignant
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les nouvelles quantités analogues aux quantités z, y, 5, — p.

vient

Ty=—23, yi=1p, =z, pr=—1y;
et (16) devient
(18) F(3y, —ip1, — @, —iy1) =o0.

Ainsi I'équation (16) a été transformée en I’équation (18).

Donnonsun exemple. Supposons que — ip ne figure pasdans (16):
par le fait méme, en vertu de la relation y, = ip, ¥, ne figurera pas
dans (10). Par suite, les deux équations

F(=z,y,5)=o0, F(s1—ipi—x) =0

seront équivalentes.

Supposons, par exemple, que les quantités x, 5 entrent dans la
premiére par l'unique expression z* -+ 3%, les deux équations
peuvent s’écrire

lp'(z!—‘-yz,}'):(), l[l'(:r} +)’%’—.L‘Pl)=o'

La premiére équation peut se traduire ainsi: Déterminer les
surfaces qui admettent pour surface moyenne une surface de
révolution. Si donc on trouve une solution de cctle équation, on
obtiendra une solution du probléme suivant : Déterminer les sur-
Jaces telles que la demi-somme de leurs rayons de courbure sott
Jonction de la projection sur un plan fixe du rayon vecteur de
la surface moyenne. Or, nous savons délerminer des surfaces
résolvanl le premier probléme ('). Il est vrai, ces surfaces se ré-
duisent aux surfaces de révolution, mais il n’en sera pas de méme,
comme on le vérifie immédiatement, des surfaces qui satisfont a
'équation transformée. Nous nous dispensons de développer les
calculs.

[I. — RESOLUTION DE L'EQUATION AUX DERLVEES PARTIELLES.

%

Nous venons de le voir, dans le cas le plus général 'équation
résoudre renferme quatre fonctions 0,,,.

(') Bulletin de la Société mathématique, t. XXXIII, 1905.
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Pour procéder avec ordre, nous allons commencer par le cas
ou cette équation ne contient qu’une fonction 0,,.
L’équation ne renferme qu’une fonction 9,,. On a donc
F(8)=o.

On tire de la
0 = const.,

c’est-a-dire, d’aprés le systéme (7),

- 9% ,_ %, ¢ =
20"9‘9_5‘1—1,—1 ! owou §=K= const.

On obtient immédiatement la solution générale de cette équa-
tion. Il vient

. 00 Jdp K
— i / i P
t=(U +U,)cp—2d——uU—~z—ou‘U|+—-——d,(P ’
Ju duy

U, U, désignant deux fonctions arbitraires,’une de u, 'autre de u,,
U/, U} désignant leurs dérivées.
Rappelons que ¢ est ici défini par la relation

(u+w)a+i(uy— u)b + (wu —1)e +i(uu,+1)d + o =o.

Sil'on porte la valeur trouvée £ et celles que I'on obtient pour
ses dérivées dans les quatre fonctions linéaires de z, y, z, — i,

il vient
0'{’ d‘?m U — 9 ( ()0,,,) '
20 = <<P'" ou, . L“,dul o"' w, Yo, U

0?2 ()? 0‘;’/11 "? ()'?Ill "
* o (c‘c"'d_u; - duy U +(?"'¢E_? ou Ui

1 .
( 9) \ 0? Sm
0 L) dq),,, 0? 09 9P 1, . duouy .
_M< “ou ¥ ou Ui W;(""‘ETL T T ou >U'_'_ d%o K.
0w duy

Si, dans 'équation (19), on supprime l'indice m, on retrouve
'équation aux dérivées partielles a résoudre

20 = K.

Sans restreindre la généralité de I’équation, on peut la ramener 4

la forme

0=asz+cop=o.
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Sous cette forme elle définit les surfaces telles que le rapport
des distances d’un point quelconque de leur surface moyenne,
d’une part a un plan fize, de l’autre & la surface cherchée, ait
une valeur constante.

Selon que @ ou ¢ seront égaux a o, I'équation définira une sur-
face minima, ou l'ensemble des surfaces qui admelttent un plan
pour surface moyenne.

On vérifie que les fonctions 8,, représentent la somme de deux
fonctions, 'une de u, 'autre de u,. Des résultats précédents on peut
déduire la proposition suivante :

L’ensemble des surfaces qui admettent un plan pour surface
moyenne est formé des surfaces de translation engendrées par
deux courbes ayant pour paramétres respectifs les génératrices
rectilignes de la représentation sphérique des surfaces cher-
chées.

Nous venons d’intégrer 'équation
0 = const.,
et nous en avons déduit

0,,= V+V,,

V, V, désignant deux fonclions respectives de u et de «,. Nous
pouvons prendre cette nouvelle équation aux dérivées partielles
comme point de départ et chercher a I'intégrer. On a

- do 99 Lk P
(20) 26—?5—-6—“[ F dztdzt,&_2(v+v‘)'
On tire de la
0 ds b
>ouwou, — Y ouou, —?du’duf =%
d’ou
(21) E=Mu,+Myu-+ N+ Ny,

M, N désignant deux fonctions de u; M,, N,, deux fonctions de u,.
Si I'on prend pour point de départ I’équation

ot

Ju? ou} =0
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on retrouve les surfaces minima de I’espace E; dont nous nous
soinmes déja occupés. Les quatre fonctions M, N, M,, N, sont
alors complétement arbitraires.

1l vient

02 oJo 0 02
90, = _ ?m M’ Pm __9%m _ _2'_" " Pm
" (cs,,, “ > < Youodu;  ou M ou N ou ou, N

_ _ﬂ ’ 02 Pm d‘pln dom ’ 02 ?m T
<(P"l “ > M; +(u’ owou, dul M, — Ni— ou ou, Juy Ni.

Nous pouvons généraliser encore 1'équation précédente et
dcrire

do %o

Jo
(22) 20=05s — 4 p— = +mE=F(u,u.),

ouy ou
F désignant une fonction QUelconque de u, uy.
Différentiant, il vient
® d?s  0*F
*Oudu;  dudu,

d’out
s 1 0*F
Ju du, cp ouou,

On obtiendra & par quatre quadratures. Nous pouvons donc for-
muler cette proposition :

L’équation qu’on obtient en égalant, a une fonction quel-
conque des paramétres des génératrices rectilignes de la repreé-
sentation sphérique d’une surface, une fonction linéaire quel-
conque des coordonnées de sa surface moyenne et de la
demi-somme des rayons de courbure s’intégre au moyen de
quatre quadratures.

L’équation renferme deux fonctions 8,,. — Lorsque §,, 9,
figurent deux coordonnées de la surface moyenne, cette équation
représente un cylindre. Dans le cas général ou ces fonctions sont
des combinaisons linéaires quelconques des quantités z, y, z,
— ip, elle ne se restreint pas nécessairement aux seuls cylindres.
Nous lui conserverons cependant le méme nom. Nous allons
chercher un mode de solutions particulier a cette équation.

De la relation

(23) F(el, 0,)=0
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on lire
oF ae, oF 00,
%, ou 90, du
oF 06, oF 00,
36; du, 38, 0wy,
d’ot

Or, on a

0P m 9o 920, .
ouy P= 59" 5 ouy >’

20,, = OmS—

Différentiant et portant les valeurs trouvées dans I’équation (24),
il vient

t)(p, 0?,) d(]og;~)+(0 0, o 00,)0|0gt ()(9,,9,)=

(25) (‘P FRERLT duy You; ~ “ow,) ou o(u, uy)

Cette équation peut s’écrire
q P

094 0(92 o(logr) 00, dcp. d(logt)
(‘:‘20—“‘— Youw oy +<cp d_u, ?2 ()u, Ju

1 Oge\ 1 0 00, 09,)_
+IW(“”——9 >_r-§b_u,<'du 25, )

ou encore

log d? . do, (‘/ 01 222 _ P )
0 dui 2 01y 0 0” 2 0u /
ou ()92 99, = ouy ‘)‘Pﬂ L 9
Dou " 2 ou Y ou, P2 ou,

On remarquera que les dénominateurs de l'expression précé-
dente sont deux polynomes respectifs de w, et de u tous deux du
second degré.

Nous pourrons poser

t P o\ 0P
log i I o
8 0oy dc?, <(Pl 2 5u > oy
. ' ou, du, du,
(26) .
log ! _( 992 _ 001 0%
Ju

° 00, o 0Py - \(Pl du, ‘251;;
190 TV ou
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En égalant les quantités

02t 0%r
out’ out’

on obtiendra une équation aux dérivées partielles pour .

D’autre part, nous pouvons remarquer que nous avons I'équa-
tion F(6,,8,) = o, équationen§, p, ¢, s, qu'on pourra rapprocher
de I'équation (25). Nous avons donc 4 déterminer les solutions
communes a ces deux équations. C’est au moyen de ces équations
que nous chercherons a achever le probléme.

Application. — Sans chercher a résoudre le probléme dans sa
généralité, nous nous bornerons a I'étude de la question suivante :

Déterminer les surfaces enveloppes de sphéres passant par

un point fize qui admettent pour surface moyenne un cylindre
lieu du centre de ces sphéres.

Nous savons (*) que les enveloppes de sphéres passant toutes par
un point fixe et jouissant de la propriété indiquée sont définies
par I'équation

’ £s—pg =o.

Intégrant, il vient

§=UU,,

U, U, désignant deux fonctions arbitraires, I'une de u«, ’autre de u,.
Prenons donc une fonction § de cette forme et cherchons a

déterminer U, U, de telle sorte que I'équation (25) soit vérifiée.
Les calculs effectués, il vient

d 0 dJ 0
=ew\/?2§ul—?’d—?£ ?i‘ﬂ"‘?z—?i)

en posant

. 4 du, . du
W—l/(/ ;T_d?;+'kl 'T""—_d;;
2

ou M ou o, P ou,

et représentant par k, k, des constantes égales et de signes con-
traires.

(1) Bulletin de la Sociéte mathématique de France, t. XXXI, 1903, p. 22.
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Posons
991 "‘Pz 41 0, o1 _ ¥
o0 " Non T q;,’ ?'zm —?’du _?Lf.
‘E ou
1l viendra
i/r.+3 ik 4=
2 2
(27) — 4’ q‘i .
9 o4
ou du,

Lorsque les deux trinomes en ¢,, 9, se réduiront au premier
degré on aura

0 0
% _ const., o _ const.,
Ju duy
et I'on pourra écrire
ik, +;- ka1 H
E=¢ (TS

Nous allons nous borner a considérer ce dernier cas.
Choisissons une série de constantes Ay, hgy Asy Ay; iy« -, telles

gu’'on ait
o0
A101+>\36’+)\303+ k56‘= q;s — _q‘q’
P01+ ey paBy - i 8= s — oi:

Oa trouve d’ailleurs, en remplagant p, ¢, s par leurs valeurs,
1
9 r ik :k_..
b= g=—(3+8) ¥ W

1 2 -—zk 1k+-
'4*13“2"?—'1’ (;—k) A TR
d’ou
T 1w
(A10y 4 Ay 0y + A305+ 1505)1 +’(}‘-101+‘ peOs+ gy 4+ 116,)° = const.,

ik
%{——)l = const.
194 coe

(28) ‘/()\16‘-1—..-4— )\505)(}&101—0—--.4— }150‘)(

Le premier membre étant fonction de deux combinaisons
linéaires seulement de fonctions 0, nous pourrons, d’aprés ce que
nous avons dit, considérer cette équation comme définissant un
cylindre, et, dans ce sens, nous pourrons dire qu’on obtient une
surface ayant pour surface moyenne le cylindre déterminé par

XXXVI. 4-
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l’équation (28) en prenant l’enveloppe d’une sphére variable
passant par Uorigine et dont le centre décrit ce cylindre.
Cinq fonctions § étant toujours liées par une relation linéaire,
nous pourrons toujours écrire, sans restreindre la généralité du
probléme, .
A0y Ag0g—+...= O+ 04,

p.104+ p.,O,+. co= 05— 70¢.
L’équation (28) devient alors

—— [0+ 106\ i
T 00y e}
V(6T + 6°)(05 i0,> const.

Dans le cas particulier ou Fon a
. . ‘P =u, ‘l‘l = Uy,

il vient
1 1
thy4+ = th+ =
t=u T,
Désignant par X, Y, Z les coordonnées cartésiennes de la sur-
face, on trouve
e /X — Y \ik
X2+ Y2)( ——< ) = coobst. Z=o.
v X7y ’

La surface se réduit donc a une spirale logarithmique, tracée sur
le plan des zy. Lia surface moyenne se réduit 4 un cylindre propre-
ment dil, qui a pour base une spirale logarithmique définie par
I’équation 7 = ae—2k,




