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SUR LES SYSTÈMES COMPLÈTEMENT ORTHOGONAUX
DE L'ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS;

PAR M. JULES DRACH.

La première Partie de ce travail est consacrée à une étude directe

série analogue à (i4), où figure, au lieu de la quantité ^-".—^(^aï), Finté-
^co ^_^

grale / —— dx.
Jx x

XXXYI. 6



de la généralité de la solution la plus étendue du système

^ ^s^- ^--^
qui définit les systèmes complètement orthogonaux de l'espace
à n dimensions.

Une première détermination de cette généralité résulte de ce
qu'on peut déduire des équations (A) et de leurs conséquences
une seule expression de toutes les dérivées des y par rapport
aux x, exprimées à l'aide des seules dérivées

àPy\ àPy\ ^ àPy^
àxf àxl^~i àv\ àxi àa?ç~t

où i^\. Ces dernières, qui sont alors les dérivéesparamétriques
de MM. Méray et Riquier, peuvent seules être prises arbitraire-
ment en un point a • / o ( ^ : = I ^ • • • » A ^ ) • Elles se groupent d'ailleurs
immédiatement en fonctions arbitraires : on peut prendre arbi-
trairement les fonctions des deux variables x^ x\ auxquelles se

réduisent les dérivées -^-(i < ̂ ) quand on fixe toutes les variables

saufa^- et x\, et aussi les fonctions d'une seule variable auxquelles

se réduisent les dérivées -p» quand on y fixe toutes les variables
saufa^.

Une seconde détermination de la généralité possible de la solu-
tion la plus étendue du système (A) résulte de ce qu'en différen-
fiant une seule fois on obtient les deux systèmes
(a) (i,A:Q=o ( i ^ k ^ l ) ,

(P) (t,Â:0+(^,A:)==o.

On fixe aisément la généralité de la solution la plus étendue du
système (a) : celte solution dépend de n(n—i) fonctions arbi-
traires de deux variables.

On conclut seulement de là les équations du premier ordre

(i,A-)==F,,A(.P/,a-A),

et l'on montre que, pour annuler ces fonctions F(^, il est néces-

saire et suffisant d'ajouter — v———équations de condition qui

lient deux à deux les n(n — i) fonctions arbitraires obtenues.
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On retrouve ainsî les résultats de la première détermination (1).
La seconde Partie du présent travail a pour but Fétude systé-

matique des divers groupes d^quations qui se présentent quand
on recherche les conditions pour qu'une relation

u = /(a-i, ..., Xn) = const.

définisse une famille de surfaces appartenant à un système com-
plètement orthogonal.

On rencontre d^bord les '———•————- équations du premier
groupe de M. Darboux.

Une étude préalable des conséquences des relations

VM,P,==O, V^w,==o, VM(AP,-WA-==O,

qui définissent les rapports des w/, v^ etc., nous permet de
classer les conditions d'intégrabililé des équations de ce premier

i. ( n — i ) ( n - - 2 ) ( / i — 3 )groupe, qui sont en apparence en nombre-———--—„—————-•

(1) Ces deux démonstrations faisaient partie, ainsi d'ailleurs que la seconde
Partie du travail actuel, d'un Mémoire sur les systèmes orthogonaux de l'espace
à n dimensions qui a obtenu en 1899 une mention très honorable dans le Con-
cours du prix Bordin.

Ce Mémoire donnait également de la question précédente trois autres solutions,
le résultat étant obtenu comme application des méthodes générales dues à
MM. Méray, Riquier et Delassus : 1° au système (A) qui définit les y au moyen
des x'y 2° au système qui définit les éléments p,^, introduits par M. Darboux, au
moyen des x\ la troisième solution, presque immédiate, était basée sur la consi-
dération du système auxiliaire.

Tous ces résultats paraîtront sous peu, à part.
rajouterai encore qu^une autre partie du Mémoire considéré comprenait l'étude

de la solution la plus générale de l'équation

n

^2==^a,^ûî.l•..û?.r^=Hl(p^,...,pJûfp;4-...-^-H„(pp ...,pjrf/î;.

On y démontrait que, dans le cas où elle est la plus étendue^ elle comporte

—'———- fonctions arbitraires de deux variables, et Fon déterminait tous les cas
où une solution de cette étendue existe. Ces cas comprenant évidemment celui de
l'espace euclidien^ on a ainsi une sixième détermination de la généralité possible
de la solution de (À).

Ce dernier travail paraîtra également sous peu dans un autre recueil [cf. à ce
sujet une Note (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1898)].
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Elles se partagent en deux catégories d'égal nombre; les unes
sont des identités, les autres sont les équations du second groupe
de M. Darboux (<), qui expriment que les lignes de courbure de
chaque surface individuelle u = const. sont coordonnées :

V^/^WA^==O.

Ces dernières équations sont donc en général des conséquences
des premières. On fixe aisément les cas d'exception : ils résultent
de ce que les conditions d'inlégrabilité des équations du premier
groupe sont des produits de deux facteurs, dont l'un dépend des
racines de l'équation en X qui définit les lignes de courbure de la
surface u == const.; ce n'est que si ce facteur est différent de zéro

que le second ^^UikiVjWistj s'annule nécessairement.
M. Darboux avait été amené à ajouter le second groupe par la

considération des sur faces parallèles pour lesquelles le premier
groupe disparaît. On montre aisément que dans ce cas tous les

facteurs autres que les ^^UikiViWkti sont nuls; les équations du

second groupe ne peuvent plus se déduire du premier. Le paradoxe
apparent est ainsi expliqué.

I. — GÉNÉRALITÉ POSSIBLE DES SYSTÈMES COMPLÈTEMENT

ORTHOGONAUX DE L'ESPACE EUCLIDIEN A H DIMENSIONS.

1. Première démonstration. — Soit à étudier le système

(A) S?2?——^7 0\àîffi àxk

où i et k sont deux nombres différents de la suite i, a, ..., n^
Nous montrerons d'abord qu'o/i peut résoudre ces équa-

tions {h) par rapport aux dérivées -^» où \ est inférieur à i.

( l) Cf. DARBOUX, Sur les surfaces orthogonales (Annales de l'École Nor-
malêf x" série, t. III, 1866); Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes
et des systèmes orthogonaux {Annales de l'École Normale y 2e série, t. VII,
1878); Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes,
Livre I, Chap. VI, p. 119.
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Les équations (A) possèdent la solution évidente

yi^xi (1=1,2, ...,7i);

nous ferons remarquer tout de suite que toute fonction des y et
de leurs dérivées qui ne s9 annule pas pour cette solution ne peut
s9 annuler en vertu des équations (A) et de leurs conséquences.
Cette remarque nous sera très utile.

Écrivons maintenant les équations (A) dans l'ordre suivant :

àyi àyi ^ ày^ ày^ ^
àx\ àx^ àx\ àx^

àyi àyi àyj ày^ ày^ ày^
àx\ àx^ àx\ àx^ àx\ àx^

^ri ^ri ^ ^2 ^3 ày^
àx^ àx^ àx^ àx^ àx^ àx^

c'est-à-dire en prenant successivement pour (î, k) les groupes (i, 2);
(i,3), (2, 3); (i , 4)» (2, 4)» (3,4)î • • • (^VLl conduisent respective-
ment à i , a, 3, . . . équations.

La première équation est résoluble par rapporta - ' • » car le coef-

ficient de celle dérivée devient égal à l'unité pour

y^Xi (l=I,2, ...,7l).

Les deux suivantes ne renferment, avec la dérivée déjà cal-

culée -^•» que deux dérivées à calculer -rl- et -rt-; le déterminantàXf l àxs àxsculée îp,àXf A oxs oxs
fonctionnel relatif à ces éléments se réduit pour

yi^Xi ( l=I ,2 , ...,7l)

à sa diagonale principale et, par suite, à l'unité. Ces deux équa-
tions permettent donc de calculer les dérivées considérées.

Ce raisonnement se poursuit manifestement sans modification
et la proposition annoncée est établie.

2. Considérons maintenant le système obtenu en difïérentiant
une seule fois les équations (A); nous établirons qu'îY est réso-

luble par rapport aux dérivées n (X -yé. i -yé. k) et aux déri-
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vées —^ , 'n > où \ est inférieur à i, puisqu'il donne une

seule expression pour chacune de ces dérivées.
Différenlions d'abord Inéquation

/ / ̂ - C ̂  à^ r.
(^-Ox^^—0

par rapport à une lettre XH différente de Xi et de x^\ nous aurons

S àïy\ ^_^0 ^y\ ^ =o
\àxiàxh, àxk ^\àxkàXh àxi

Les équations de cette forme sont en nombre — î / ;

considérons toales celles où les dérivations sont relatives aux trois
lettres x^ x^ Xk\ elles peuvent s^crire symboliquement

(l'A, k) -4-(t, hk) =o,
(AA:, i )+(A,^)==o,
(Ai',/:)4-(A:,iÀ)==o,

et donnent, par conséquent,

(i'A,Â-)=o,

c'est-à-dire, pour trois lettres différentes a*;, x^ x^

(a) Ç-ÏZL.^l=o.v / UX àxi àxh. àxk

On a, d^autre part, en différentiant les équations (A) par rap-
port à Pune des lettres a?i, Xh qui y figurent, les équations

(A) g à^ày^ , o ^n ^^o
vr / \J\ àx] àxk \3\àxiàxkàxi

Considérons, parmi les équations (a), celles où les indices i et h
ont la même valeur; elles sont en nombre (n — 2) et déterminent

d'une seule manière toutes les dérivées .—y— (A 7^ î, A) an moyen

des deux dérivées—}-i—f -;—^-et des dérivées premières. Mon-dXi àxk àxi àxh *
trons-le par exemple sur le cas i= i, h = 2; le déterminant des

coefficients des dérivées -—'— est manifestement le déterminantox\ ôx^
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fonctionnel (r3< "•T•r/t); î l se réduit donc à Punité quand on y"v.^'a» • • • » x,t) A •'
fait y (== . r , ( /== i ,2 , . . . , / i ) et ne peut s^annuler en vertu des
équations (A).

Les équations (a) déterminent par suite d'une seule manière
toutes les dérivées , •n (\ =z^ i -z^ A).<w/ Ar^ \ T^ /^ /

Supposons qu'on porte les expressions des dérivées que nous ve-
nons de calculer dans les équations (jî); les seules dérivées du se-
cond ordre qui pourront encore figurer dans ces dernières ont la

forme —^, ̂  yx ; nous allons montrer que les n(n — i) équa-

tions obtenues sont résolubles par rapport aux dérivées--^,
àx\

àx-à^ ou ^ est ^f619^^ à l» dérivées qui sont aussi en
nombre n(n—i).

Posons d'abord, suivant la notation adoptée,

/,. ,, 0 à^ ày^
(l/lîl)==&X^7^5ï7>

les équations (a), où figurent les dérivées .—^-x—? permettront de

calculer les (îA, i). On trouvera, sans difficulté,

(th^=&^&^
en posant

A^=A/^= à(<y^ ' f ̂ y1-^ y1^ f "•'.r^-i, .r/i-n,..., yn)
à(Xi, ,.., .y,-i, a',4-1, .. .,37/,_i, a-A-i-i, ..., .y,»)

e^ == à^yh y^ * * * ? yi~i' yi~çiï ' ' '' yh^ y^^ ^">yn)
à(x{,Xt, . ..,a?,-i,a7/-n, ..., a*/,-i, .r^.+.i, ...,.r^)

e' = ̂ y^y^ "^yi-^yi^ '"i.r/t-i>y/t-n,..., y/i)
^(a-/,.»i, ...,a*f-i,.r,-n, ..., a?A-i, .T/M-I, . . . ,a-/»)

ou encore plus simplement

(l/l•l)=^^fe-+-^^Ife
avec

^• <A

^.A'
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Passons maintenant à l'examen des équations (8)

(P) (i«,A)-+-(i7i,0==o,

et groupons-les comme nous l'avons fait pour les équations (A),
c'est-à-dire en prenant successivement pour (i, h) les combinai
sons ( i , 2 ) ; ( i , 3 ) , ( 2 ,3 ) ; . . . .

Le premier groupe renferme les deux équations

(i^+Oî, i)==o,
(2«, l )+ (a i ,2 )=0 ,

quî s'écrivent aussi

"••"-"'"••BA*'-!..^-.

(a•••)^••5S;+.^..;&=<"
sous cette forme on reconnaît qu'elles ne contiennent que deux

des dérivées à calculer ̂ ^ et ̂ jl. La première équation donne

^^, puisque le coefficient de cette dérivée se réduit à l'unité

pour yi == Xi{i= i,..., n), et la seconde donne ensuite ̂ 1.
TT • . àx^Un raisonnement analogue peut se faire sur le second groupe,

formé de quatre équations :

(i^-t-ds,!)^,
(^S)-^^)^,

(3«,i)4-(3i,3)==o,
(3S2)+(32,3)==o,

qui renferment les quatre dérivées noavelles à calculer :

^Ti à^, à^y, à^y^
àXi àvî àx^ àx^9 àx^ 9 àx^ î

les deux premières ne renferment que deux dérivées nouvelles, et
pour yi= Xi{i= i, ..., n) le déterminant de leurs coefficients se
réduit à sa diagonale principale formée d'éléments égaux à l'unité;

les deux dernières équations donneront ensuite ̂ rl et à^yt, et la
àx^ àx^

même remarque s'applique au déterminant de leurs coefficients.



Tout cela peut d'ailleurs se répéter mutatis mutandis pour les
groupes suivants, chaque groupe

(i,A), (2, A), ...» [(h-^h]

donnant lieu aux deux systèmes d'équations

(12, h) + (l A, i) == o, (h\ i) + (A i, h) = o,
(2», À) -h (-2À, 2) == 0, (À», 2) -+- (À2, h) = 0,

l(A-i)2,A]+[(A-i)A,(A-i)]=o, [AÎ,(A-I)]-+-[A(A-I),A]=O,

auxquels s'appliquent les mêmes remarques.
La proposition annoncée est donc établie.

3. Nous venons de voir que les équations du second ordre (a)
et (p) déduites du système (A) sont résolubles par rapport à toutes

les dérivées du second ordre, sauf les dérivées —^9 -r—Ç—f pour' àx] àviàx\ r

lesquelles i est inférieur ou égal à X; nous allons montrer qu'en
passant au troisième ordre on pourra calculer toutes les dérivées
troisièmes des y sauf les dérivées

à^y\ à^y\ à^y\
àx]^ àx^ àx\ àxi àx^

pour lesquelles / est inférieur ou égal à \. Ce résultat établi
pourra s9 étendre alors à tous les ordres de dérivation.

Différentions, par conséquent, les équations du second ordre

(a) (iA,Â:)==o,
(?) (M,A:)-h(iA-,0==o

une fois encore.
Les équations (a) donnent d'abord

(a) (ihl,k)-^-(ih,kl)^o (i^.h^k-^1),
(b) ( i7î2,/:)+(iÀ,À-A)==o ( i ^ h ^ k ) ,
(c) (ihk,k)+(ih, k^) = o (i^h^k),

et DOUS en déduirons immédiatement toutes les dérivées des y
relatives à trois lettres différentes. Enjoignant, en effet, (n—3)
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des équations (a) à troîs équations du groupe (c), on a le Tableau

(ihl,k)-^(ih,kl)=o (Â:==I, ...,/i sauf t, A, l),

(ihl, i)^-(hl, l2)=o,

(ihl,h)-{-(il, hï)==o,

(^ /)4-(tA, ^)==o,

et le déterminant des dérivées -—.•n se réduit à Punité pouràxi àxh àxi r

yi=Xi(i === i , .. ., /i), tous les éléments de sa diagonale principale
devenant égaux à Punité et tous les autres s'annulant.

Différentions maintenant , de toutes les manières possibles, les
équations (j3); elles donneront

(a') (^2A,^)4-((2,/:^)-4-(^Â:A,^)-4-(^,l^)=o (/^ h^ /-),

(b') (t2/c, /•)4-(t2, A-2)-h (t'A-2, i)-^{ik, ik) = o (i^),

(c') (^^/:)-+-2(^^A:04-(^2A•,0==o (^A:).

Les équations (a') sont satisfaites en vertu des équations (6)
et (c); il ne reste donc à examiner que les équations (b1) et (c')
avec celles du groupe (è) déjà formé.

Considérons les équations du groupe (&),

(b) (l'A:», h)-^(ik,kh)=o,

où f'et A- ont la même valeur; elles sont en nombre (/i — 2) et dé-

terminent les dérivées —^^-(^ ̂ . i-^ k) au moyen des deux dé-
(JX ^ (JX fç

rivées troisièmes
à^yi à^yk

àxi àx^ àxi àx]c

et de dérivées d^ordre inférieur. [Le déterminant des inconnues
se réduit toujours à Punité pour y/ == Xi(i === i, . .., /i).j

Passons aux groupes ( b ' ) et (<?'). Nous remarquerons que les
équations ( b ' ) sont symétriques par rapport aux indices ; et A",
tandis qu'il n'en est pas de même des équations {c')^ et nous for-
merons un premier groupe des équations

(tU, k) -+- (l'A-2, i) 4- (i1, A:2) 4- (ik, ik) == o,
( X:3, i) + 2(^:2, ÎÂ:) -t- (/c2?, Â-) = o,(^)

où Pon supposera k inférieur à i.
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Les équations de ce groupe (b") seront résolubles par rap-

port à toutes les dérivées —-n—) —î^-? où \est inférieur à i.
àx] àx\ àxi àx{

Prenons successivement pour (A", i) les combinaisons ( i , 2);
(i,3), (a, 3); (i,4), (2, 4), (3, 4);....

La première combinaison donne deux équations qui renferment

les deux éléments nouveaux ( i ) -r—y—^ -.—^r; la deuxièmev / àXîàx\ àx^àx\9

équation ne renferme que -—J-— avec le coefficient -/-1- et la pre-• • àxî àx\ àxi r

mière permet ensuite de calculer , l ) le coefficient de cette in-r àxi àx^
connue étant toujours -'—•

Cette remarque supplique à toutes les combinaisons : la com-

binaison (î, k) ne renferme que deux éléments à calculer — y k ,v / * àx] àxk
. y k . et le déterminant des coefficients se réduit à Punité pouràxiox\

yi^Xi (i==i, ...,7l).

Le groupe (6") épuise les équations (6') et la moitié seulement
des équations (c'); il reste donc à envisager un groupe (c") formé
des équations

(A:3,0-h2(Â:î,Â:04-(^t,Â:)=0,

pour lesquelles k est supérieur à i. Nous allons montrer qu'on

peut les résoudre par rapport aux dérivées -r^> ou ^ est infé-
rieur à i.

Le raisonnement est analogue à celui que nous avons fait pour
les dérivées premières. On prend successivement pour (i, k) les
combinaisons (i, 2); ( i , 3), (a, 3). La première combinaison

(i, 2) ne renferme que —'—» dont le coefficient est -'-• Les deuxv ' / 1 àx\ àx\
combinaisons (1,3) et (2, 3) renferment les inconnues -—^» v^

et le déterminant des coefficients de ces inconnues se réduit à

0) On a vu plus haut que toutes les dérivées yx (\yS. i-yik} s'expriment
ÔXi ÔX^

avec les dérivées du second et du premier ordre.
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Punité pour j^==.r,(t==i, ..., 72). D'une manière générale, les
combinaisons

(i,0, (2,0, ..., [d-i),i]
renferment les éléments nouveaux

^Zl, ^Z? -̂i
àxî àx] 9 • " ' àx]

et le déterminant de leurs coefficients est simplement le détermi-
nant fonctionnel

à(y^ ...,^-i)
à(Vt, ..., ^-i)*

Cela suffit à établir la proposition annoncée.

4. Si l'on dijférentie jusqu'à tordre (/?+a) les équa-
tions (A), on pourra calculer, en fonction des dérivées

à^r^ àP^y\ àP^j^
àx^' àx^à^ ' " ) àxiàx^'

où i est. inférieur ou égal à \ toutes les autres dérivées d'ordre
p + a ; on obtiendra une seule expression pour chacune de ces
dérivées.

Supposons le théorème établi pour les ordres p et p + i (nous
venons de rétablir pour les ordres 2 et 3); montrons qu'il est
encore vrai pour l'ordre ^04-2.

Nous désignerons d'une manière générale par A.p l'ensemble de
toutes les dérivées d'ordre /?, à l'exclusion des dérivées

àPy\ àPy), àPy^
àx^ f Ayf-1 àx^ ' " ' àxi àx^ '

où i est au plus égal à X. Si l'une des dérivées de Ap^ s'obtient
de deux manières différentes en différentiant les dérivées de A.p+^
ces dernières ne peuvent différer que par une des variables de dif-
férentialion; les deux dérivées de A.p qui les ont fournies ne diffé-
reront donc que par deux variables de différentiation au plus.
Nous mettrons dans toute dérivée Aj^a quatre lettres en évidence,
qui seront les indices de quatre variables, choisies d'une manière
convenable, sur lesquelles il nous suffira de raisonner.
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Ces dérivées de A^a peuvent renfermer, pour une fonction y^,
quatre, trois, deux ou une au moins des variables xi différentes
de x\\ il y a lieu d'étudier successivement les différents cas qui se
présentent.

i" Considérons une dérivée de A^a où figurent quatre lettres
différentes et supposons qu'on l'ait obtenue de deux manières en
différentiant respect! vemeni, par rapport à Xi et Xh ( 1 )? deux déri-
vées de A^, ; les deux expressions de cette dérivée pourront
s'écrire, suivant leur origine, sous la forme

i(hklS), h{ikU\

où l'on a mis en évidence les indices À", / des deux autres lettres
et la partie J commune qu'il est inutile de développer.

La dérivée (hkl3) appartient à Ajo+i et n'a qu'une seule expres-
sion; on peut donc prendre pour cette expression h(klS)^ puisque
(ktî) appartient à Ap.

De même (ikl3) appartient à A .̂i et n'a qu'une seule expres-
sion; on prendra pour cette expression i(klî), puisque Çkl3)
appartient à A^.

Les deux expressions de (ihkIJ) sont alors

ih(klî) et htÇ/clJ);

on les obtient en dérivant deux fois une même dérivée de Ap;
elles sont donc identiques.

2° Considérons maintenant une dérivée de A^^a où figurent seu-
lement trois lettres différentes; elle aura l'un des types

(i/iÀ-îJ), (ihk\î).

Supposons qu'une dérivée du premier type s'obtienne de deux
manières différentes :

i(h^3), h(ik^î)\

elle s'obtiendra aussi sous la forme

k{ihkî\

( 1) Noas supposons expressément que les lettres i et h sont différentes de \, le
cas où l'une d'elles est ^ sera traité plus loin.



puisque (ihkJ) appartient à Ap_^.i. Comparons les dérivées (h/c2!)
et (ihk3) qui appartiennent à A-p^ $ elles n'ont qu'âne seule expres-
sion pour laquelle on pourra prendre respectivement

k(hkî) et i(hkS),

puisque (hk3) appartient à Ap. Les deux expressions de i^hk2!)
et /c(ifikJ) sont donc identiques. Il en est de même des expres-
sions hÇik2!) et k(ihkJ) et enfin des expressions ((AA-2!) et
A^J).

Passons aux dérivées du second type et considérons deux
expressions

I'(ÂA-U) et h(i/c\3)

de l'une d'elles. La dérivée (h/c\J) appartient à A .̂< ; elle n^a
donc qu^une seule expression qu'on peut écrire X(AÂ'J) puisque
(AÂ"J) appartient à Ap^ et l'on a, par suite,

i(hk\S)^i\(hk3).

On aura de même
À(iHJ)=E=AX(i'Â:J).

Mais aux deux expressions signalées de la dérivée de Ap^ il
faut ajouter l'expression

X(iMJ)

puisque (ihkJ) est une dérivée de Aj^, expression qu'on peut
écrire indifféremment

\i(hk3) ou \h(i/c3).

Il suffit de comparer ces deux dernières formes aux formes

i\(hk3) et h\(ikî)

pour reconnaître que toutes les expressions obtenues pour(/A^U)
sont identiques.

3° Examinons les dérivées A^a» °ù ne figurent que deux lettres
différentes de x\^ elles ont Fun des types

(l'3/lJ), (î2/fc2J), (lî/lXJ), (l'AX^),

Si une dérivée du premier type a deux expressions

i^hî), 7i(i'3J),
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on conclat de la seconde que i est supérieur à 5. el, par suite,
que (fil) appartient à Ap : les deux expressions considérées
peuvent donc s'écrire

iA(iU), Ai(i'îJ).

Si une dérivée du second type a deux expressions

i(ihîJ), h(iïhî),

la dérivée (ih2 3) appartient à A^ el peut s'écrire h(ihî)^ puisque
(ihJ) appartient à Ap; de même ( î2 A J) s'écrira i(ihJ)el les deux
expressions considérées seront encore

ih(ih3) et hi(ihî).

Si une dérivée du troisième type a deux expressions

i(ih\î) et /i(i'2XJ),

elle en aura une troisième

X(^J),

puisque (^AJ) appartient à A^(. La première et la troisième
s'écriront manifestement

i\(ihî) et \i(ihS),

puisque (ihJ) appartient à Kp; elles sont donc identiques. Compa-
rons la première à la seconde; puisque (/^J) appartient à A^ . , ,
c'est qu'on a t>\; donc la dérivée (i\J) appartient à Kp et les
deux expressions considérées s'écrivent

ih(i\î) et hi(i\3).

Les trois expressions de (^AU) sont donc identiques.
Passons au quatrième type : avec les expressions iÇh^J)

et ^(îî^J), on a aussi dans Ap^a l'expression

X(t7iU),

puisque (th\J) appartient à Ap. L'expression (AXsJ) appartenant
à A^.,, on a h > X el, par conséquent, (AU) appartient à Kp ; les
expressions iÇh^S) et \(ih\S) peuvent donc s'écrire

i\(h\î) et X î (AXJ ) ,
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c'est-à-dire sont identiques. Les lettres i et h jouant le même rôle,
la deuxième et la troisième expression de la dérivée considérée
sont aussi identiques.

4° 11 nous reste à examiner les dérivées A ̂ .2 q111 ne renferment
qu'une seule variable xi différente de x\\ elles ont les types

(^J), (^XJ) , (^J). (iXU),

où i est supérieur à \.
Or, il est clair qu'elles ne peuvent s'obtenir qu'en dérivant par

rapport à Xi une dérivée A^.i, puisque nous avons écarté le cas
où l'une des variables de différentiation serait x\.

Pour achever la démonstration, il faut maintenant considérer
une dérivée Aj^a ayant deux expressions

i'(XJ) et X(iJ).

Mais il suffit de jeter un coup d'œil sur les divers types de déri-
vées Ap.^ pour reconnaître que, si (^.J) est un A^.<, la dérivée (J)
est toujours un Ap. Les deux expressions considérées sont donc

i\(J) et ^i(J),

et, par suite, elles sont identiques.

8. Nous avons donc établi que les seules dérivées paramétriques
pour tous les ordres de dérivation sont les dérivées

àPy\ àPy\ àPy\
àx^ ' ày?-1 àv\9 ' " ' àvi àxÇ1 ï

pour lesquelles i^\. Ce sont manifestement toutes les dérivées

par rapport à Xi et à x\ de la dérivée -^ (i^\).

On les obtient toutes et chacune d'elles une fois seulement en
se donnant arbitrairement :

i° Les fonctions des deux variables x^ x\ auxquelles se ré-

duisent les dérivées -^(i <^ ̂ ) quand on y fixe les valeurs ini-
tiales des autres variables;

2° Les fonctions d'une seule variable x\ auxquelles se ré-
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du/sent les dérivées -' quand on y fixe les valeurs initiales de

toutes les variables sauf x\.

C'est ce que nous entendons en disant que la solution générale

du système comprend —v———- fonctions arbitraires de deux va-

riables et n fonctions arbitraires d'une seale variable.

6. Seconde démonstration. — Nous avons va tout à Pheure
qu'on déduit du système

<*> ^-SJëÊ-0.
par une première diffère n ti a ti on, les systèmes du second ordre

(a) (i,kl)=o ( i ^ k ^ l ) ,

l ( i , k i ) ^ ( i ^k ) =o,
{ l ) ( (t,Â:2)4-(^)==0.

Les équations (a) déterminent toutes les dérivées Q^^éi^: k)

à l'aide, des dérivées du second ordre restantes et des dérivées du
premier ordre. Considérons isolément ces équations (a); nous
allons montrer qu'elles forment un système complètement inté-
grable qui permet de calculer toutes les dérivées des expres-

sions , :n (\-éi^ k) et celles-là seulement.àxiàxk ' '
On a vu qu'une différentiation des équations (a) donne les trois

groupes d'équations

(a) (ihl,k)^-(ih,kl} = o (i^h^k^.1),
(b) ( iA»,Â:)-+-( iA,Â:A)=o (i^h-^k),
(c) (ihk, k)-^ (ih, k^) == o (i ̂  h ̂  k),

dont on peut déduire toutes les dérivées

,̂ . ^ (^^i^h^l).
àxiàxhàxi àxiàvj,

La proposition est donc établie pour le troisième ordre.
Supposons-la vraie pour les ordres p et C/?"r-i) et montrons

qu'elle subsiste pour Fordre (p 4- a), c'est-à-dire établissons que
xxxvi. 7



- 102 -
ies diverses expressions d'une même dérivée d'ordre Qo+2) qui
appartient à l'ensemble considéré sont nécessairement identiques.

Les dérivées dont il s'agit forment un ensemble B, caractérisé
par ce fait que deux variables au moins x^ Xh différentes de x\
figurent dans les variables de différentiation de toute fonc-
tion y\.

Soient -—f -— deux expressions d'une même dérivée de Bj^a?

où l'on suppose (i^- A ^X); je dis que H doit contenir une va-
riable de difïéren dation xi différente de Xi et Xh ou la variable x\
prise deux fois au moins. En effet, si H, qui appartient à B^_i,
ne renferme que Xh et Xi, la dérivée 1 qui appartient à Bj^_i aussi
ne renfermera plus que x^ ce qui est contradictoire.

On peut donc écrire, puisque les dérivées de Bj,̂ ., n'ont qu'une
seule expression,

jj^ ^J i^ <^
àxh, ÔX{ àxf àxi

l pouvant être ou non égal à A.
Supposons d'abord ( / ^ i^A) ; si J est une dérivée prise par

rapport à une variable autre que .r/, .— appartient à Bp et les deux
expressions

àH ai— et -—àxi àxh
peuvent s'écrire

^ ( à S \ ^ ^ ( à î \
àxi àxh \ àxi f àx/t àxf \ àxi}

Si J ne renferme que la variable de différentiation a?/, celte va-
riable y figure au moins une fois, puisque 2 est la valeur minimum
de p : en écrivant

j-^J- àxi'
on aura

H^ à l à^L \ ^_ à / ftL \
àxi \ àx^ àxi ) ' àxi \ àxi àxi Jàxi \ àx/t àx/ j ' àxi \ àxi àxi y

et les expressions considérées de la dérivée Bp^a sont

^ / à^L \ à* ( à^L^ / à^L \ ^ / à^L \
àxi àxi \ àxh àxi ) J àx^ àxi \ àxi àxi )
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qu'on peut manifestement écrire aussi

à î / à î L \ à^ ( à^L \
àxi àxi \ àxh. àxi J àxi àx^ \ àxi àxi /

formes sous lesquelles elles sont les dérivées par rapport à .2^ d'une
même dérivée Bp^.

Supposons maintenant l ==. A, c'est-à-dire

H = = ^ , 1= àîs

àx\ àxiàx^

puisque H appartient à B^i, c'est que J est une dérivée prise une
fois au moins par rapport à une variable distincte de x^ et x\^ et il

en résulte que .— appartient à Kp. On a donc, comme plus haut,

^H _ ^ / ()S \ ^ _ à^ / àJ \
"àx'i ~~ àxiàxf, \àxfJ^ àxn ~~ àx^àxi \àxh)'

La proposition annoncée est établie dans tous les cas.

7. Nous pouvons conclure, des remarques que nous venons de
faire, que toutes les dérivées d'un ordre quelconque p des y s'ex-
priment d'une seule manière à Faide des dérivées

àPj^ ^y^ àp^ àPy\
"àx^' àx^àxi' • • • ï àx^àxr19 "̂ T ( ^ n

qui sont, par conséquent, les dérivées paramétriques.
On peut donc satisfaire aux équations du second ordre (a) en

prenant arbitrairement :

i° Toutes les fonctions des deux variables x^ x\ auxquelles se

réduisent les dérivées -p- lorsqu'on y fixe pour toutes les variables,

sauf Xi et x\^ des valeurs arbitraires x^Q^h 7^ î, \) ;
2° Toutes les fonctions d'une seule variable auxquelles se ré-

duisent les dérivées -n quand on y donne à toutes les variables,

sauf.r^, les valeurs arbitraires x/to(h:p^\).
Il est clair, en effet, qu'on obtient ainsi une valeur et une seule

pour chacune des dérivées paramétriques et, par suite, une valeur
et une seule pour toutes les dérivées des fonctions inconnues y\.
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La solution obtenue est la plus étendue, puisque les dérivées

paramétriques n'y sont liées, en un point XhQ^h == i, ..., n) de
situation générale, par aucune relation.

La solution générale du système (a) dépend donc de
n(n — ^fonctions arbitraires de deux variables et de n fonc-
tions arbitraires d'une variable.

Nous ferons maintenant observer que les équations (a) n'en-
traînent pas les équations (A), mais seulement les relations

(A') (i, k) = F^(^, Xk),

où les ¥ik sont des fonctions arbitraires des deux variables dont
elles dépendent. Il résulte de là que, si l'on remplace dans les équa-
tions (A) les y\ par les solutions les plus générales du système (a),
ces premiers membres deviennent simplement des fonctions des

deux variables x^ x/s correspondantes. Les expressions S^ -^ —^»

où l'on remplace les y\ par les solutions les plus générales du sys-
tème (a), ne dépendent donc qu'en apparence des variables autres
que Xi et x/c, et elles ne changeront pas si l'on fixe dans chacune
d'elles toutes les variables sauf, Xi et x/s.

Aprè^ cette opération, -^ se réduit dans l'expression (/, k) à

une simple fonction de Xi et Xfs-^ dépendant des données initiales
indiquées plus haut; les équations (A) n'entraînent donc que

.̂î -lliZ relations entre ces données initiales, relations qu'on

obtient en égalant à zéro les fonctions F,^. Examinons d'un peu
plus près ces relations.

Désignons, pour fixer les idées, par <p\i(xi,x\) la fonction des

deux variables x^ x\ à laquelle se réduit -n- quand on y fixe pour

toutes les variables, sauf.r/et.z^, les valeurs arbitraires x^o(k ^z^',À);
cette fonction arbitraire est une des données initiales de la solution
générale de (a). Désignons de même par ^\(x\) la fonction de x\

à laquelle se réduit -p- quand on y fixe pour toutes les variables,

sauf x\, les mêmes valeurs initiales, celle fonction arbitraire est
encore une des données initiales de la solution générale de (a).
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Inéquation (/, k) = o, quand on y fixe pour toutes les variables,

saut Xi et Xfo les mêmes valeurs initiales, prendra la forme

?^(^•îa7lo)<:plÂ•(a*/>•,;»lo)-^-. ••4-^(.rf)<p^(a7^^)+...
-+- 9ki(^h ̂ k) ̂ k(^k) 4-. . .4- <p/K'(^, .y/to) <P/iA(.yA:, ̂ 0) = 0;

elle ne renferme que deux fonctions de deux variables qui sont
les données initiales arbitraires ffik(xk^Xi)^ ^fki^i^k}' H en ré-
sulte que ces équations fonctionnelles en nombre n ^ n ~ ' l ) déter-

mineront ———— fonctions de deux variables à l'aide des autres;

par exemple toutes les fonctions ̂ \i{x^ x\), où ; est inférieur à X,
à l'aide des fonctions ̂ (^o ^\)y où ( est supérieur à X.

On le reconnaît aisément en prenant pour les tf\i(x^x\) la
forme particulière

(a-X—a^o)^^,^),

où e>\/ est une fonction holomorphe arbitraire; ce choix des don-
nées initiales réduit les équations fonctionnelles (î, k) = o à la
forme simple

^i(xi) (a?i-—.r,o)«Ï»^(a?^ ^i) -4- ̂ k(^k) (^k-^ko)^ki(^i, Xk) == o,

qui détermine ^ik(^k, ̂ i) lorsque k est inférieur à i.
Nous avons donc établi que les données initiales ne peuvent

plus dépendre que de n^n-—'• fonctions arbitraires de deux
variables et de n fonctions arbitraires d'une variable. C'est
bien le résultat déjà obtenu par une autre voie.

II. — ÉTUDE DES ÉQUATIONS QUI EXPRIMENT QUE LES SURFACES

U -== COnSt. FONT PARTIE D'UN SYSTÈME COMPLÈTEMENT ORTHO-

GONAL .

8. Si les fonctions M, ç\ w, ... des n variables indépendantes
définissent n familles de surfaces deux à deux orthogonales de

l'espèce à n dimensions, elles doivent satisfaire aux n ~ rela-
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lions

n
/ \ ^ au àv , . .
(a) z^^^0

 ("^ < '=" '<•••)•
1

M. Darboux (1) en conclul, par un procédé régulier, une suite
d'équations du premier ordre par rapport aux fonctions v^ w, ...,
dont les deux premiers types sont

V ^îu ^v ^w
v ^d àxi àxk àxi àxïc ~~

et
(c) 2(2M/^~22MlA^)âê==o•

i,* \ / h /

C'est en observant que les équations (a) et (6) déterminent les
rapports des dérivées des fonctions v\ w, ... qu'on obtient, en
portant ces rapports dans les équations (c), les équations qui
constituent le premier groupe d'équations du troisième ordre
auxquelles doit satisfaire la fonction u(x^, ..., Xn).

Nous nous proposons d'étudier les conséquences de ces équa-
tions du premier groupe prises isolément. Nous les regardons
alors comme obtenues en éliminant les quantités pi, ..., Vn\
w\, ..., Wn î • • • dans les relations

^UiVi^==. 0, ^UikViWk^ 0, ^A/Â:^"^== 0,

où l'on a posé A^==^^i^— aV^^A sans rien supposer sur
/ *

ces quantités (^, ..., Vn\ w\^ . •., Wn\ ....

9. Désignons donc par (^, ..., Vn\ w^, ..., Wn\ • • • les (n—i)
systèmes de solutions des équations

(l) V^A^==^t+^p^ (l= I, ..., ^),
k

(î) MiPi-4-...-+-l^Pn==0,

( * ) ^y* P211' exemple Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées
curvilignes y Liv. I, Chap. I, p. i5.
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qui correspondent aux racines ^, î^, ... de l'équation

M H — X Utî ... l^irt Ui

Un Uiî—X ... Uîn Ut

(3) A(X)= ... . . . . . . . ... ... .. =o,
Uni Unî ... Unn—^ Un

Ui Uî ... Un 0

racines que nous supposerons distinctes. Ces éléments ^-, WA, ...
vérifieront les équations

Vp,M^==0, VM/A^'WA-=O;

i i,k

un calcul facile permet de Rétablir en partant des équations (i)
et (2) : on déduit en effet des équations (i)

j^ UikVkWf=. \y ̂  ViWi-^r y.v ^. UfWi,

t,k i i

et, par conséquent, en tenant compte des équations (2),

^ UikVkWi^ \y ̂  ViWi\

i,k i

on aurait de même

y uik vi wk = \w ̂ vUikViWk = ÂW ^_ViWj.

i,k i

On peut donc en conclure, si \y— \yy ̂ . o, les relations

V P(-W,== 0, V UikViWk == 0.

i i,k

Nous supposerons que les fonctions ç^, ..., ^; Wi, •.., Wn;. . . ,
dont les rapports mutuels sont déterminés par les équations (i)
et (2), satisfont aux équations

(4) ^V£Wk(^Uik—^uiUk)=0,

i,k
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qui sont au nombre ' - — l ) î ) , c'est-à-dire que la fonction u

satisfait aux équations du troisième ordre qui constituent le
premier groupe d} équations de M. Darhoux.

Nous nous proposons de rechercher quelles conséquences on
en peut déduire à l'égard des surfaces

M(a?i,. . . . , Xn) == const.

10. Différentions l'équation (4) par rapport à x^ nous aurons

V -5—— (Vi^k) (^uUik— '^UiUk)

i,k

•+-V ViWk[{Ui U/kmt^-' • •) -K("wl Uiki -4-. . .) — î(Uki Uiml +. . .)

i,k
—^(UnU/cml -+-..-)] =0;

multiplions alors par tm les deux membres de cette équation et
faisons la somme des équations analogues relatives aux diverses
valeurs de Pindice w ( m = = = i , ..., /i), nous obtiendrons la nou-
velle relation

^^ViWktm j (MiM^wl+---) — 2[(^/Ml^Â-l4-...)4-(^i^^i+. . .)

i,k,m

4- (Ufci Uiml •+-. . . )] j -+- 3 V VtWkt,n(Uml Ufki 4-. . . )

i. À", m

"+" Zj tm'~A——(^'^A:) (^uUik— ï^iliUk} = 0,J— o•a7/n
i,Â-,w

où nous avons mis en évidence une partie symétrique par rap-
port aux trois systèmes distincts de solutions v, w, t^ partie qui^
seule, renferme les dérivées du quatrième ordre de la fonc-
tion u.

Les équations (4) entraînent donc toutes les équations du troi-
sième ordre qu'on obtient en écrivant que la partie non symé-
trique du premier membre des relations précédentes ne varie pas
par une permutation quelconque des solutions v, w, t. Chaque
combinaison de trois lettres distinctes ç», w, t donne deux de ces
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relations, que nous écrivons

V tm ̂ - (Vi Wk) (Sa Uik — 28«, Uk) •4- 3 V ViWf,t^mt M,Al-+-...)

<", A', m /', ̂ , m

(5) =^pw:l——(^ ^Â-) (^ MIÂ:— ^UjUls) + 3 ̂  tjWkV,n(Um\ Uiki-^-"-)

i,k,m i,k,m.

= ^W^ ——- (P, ̂ ) (S^ "/A —2^, ̂ ) 4- 3 ̂  ̂ ^Ww(M,/H ̂ •Â>l+..•).

i. À-, m i, k, m

Ces équations, au nombre de n l ) \ n ^ _ î ) ( n — — ) ^ sont-elles

nouvelles, ou bien sont-elles des conséquences algébriques des
équations (4)? C'est ce que nous allons examiner.

11. Il est nécessaire tout d'abord d'établir un certain nombre
de conséquences des relations

VM,P,==O, Vp,w,==o, V^^WA==O (p^w),
i i i,k

qui déterminent les rapports des v^ w,, ....
Différen lions par rapport à Xm l'équation

^M,^=O,
i

nous aurons
ÔVi2utmvt+ 2 "'^-=0'

i /

et, ensuite, en multipliant par tm. et sommant convenablement,

V UimVitm + V Uitm -^- = 0,

i, m t, m

on peut conclure, en tenant compte de la relation

VM,MP^=O,
t,nt

la relation
V1 . ^i2^^<w^=^
i.m
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que nous écrirons

(^l) ^Mf§fPf=:Q,

i
en posant

0 . àoc, ày. ày.o^= ti—— -+- ^—— .+-. . .-^—.
d.yi ^a?2 Ay^

II est bien entendu qu'o/i n'a pas ici 8^a == Sa^.
L'équation ^^ViWi= o donnera de même

<

Vi àwi ^ àvi
Z. Vi-^— -+- ^ Wi -— = o,
A^ àXfn Âuà ÔXm

i i
puis

V^ . àwi ^ àvi2^w^4-2^<w^=o-
*,w i,m

c'est-à-dire

( ̂  ) J^ Vi ̂ t Wi +V Wi tt Vi = 0.

< »

Partons maintenant de la relation

^UikVjWk-==- 0;

»,*

on en déduira par le même procédé

V M ,̂̂  p, Wk 4- V M,A -r— ( ̂  WA ) = o,
tk — <'a7w

puis

V UikmViWkt^^ Uikt^ • à ( P/(^)== 0,
^— r̂ ('•-fw

•> "» ̂ * i. À", m

que nous écrirons

^ UikmViWkt,n-^^Uu^t(ViWk) === 0,
(,Â-,W /,.Â-

ou encore

C^) ^ ̂ Aw^WA^4-V8(v^*S^/4-VS(,MAÔ^WA=0.
i,k,m i /c
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On déduira, en particulier, de ces dernières relations, en obser-

vant que ̂  UikmViWktm est symétrique par rapport aux trois sys-
f, k, m

ternes de solutions (^, w, t, les deux relations

^ §W^,Ô^,-t-V Ôp^-Sf W,

i <

(û^) = Z^w Ut^v ti -»- y ̂  Ui ̂ v Wi

i i

=^Sp^8^^+^8f^8n,^.

< ï

Enfin, on déduira immédiatement de

^^UikViWk-=. 0

la relation

V Y1 à(ViWk)
Z. UikmViWkUm^^ u^Um—————— = 0,

Ari ^ ,̂,,
», A-, W |, A-, W

que nous écrirons

(«&) ^^WA:S^M^4-Vô(v^Sa^-l-V^M^S^WA== 0.

<,* < *

12. Les relations dont nous aurons besoin ensuite renfermeront
explicitement les diverses racines \y, 5 ,̂ ... de l'équation

A(X)=o;

nous obtiendrons ces relations en partant du système

^M^==O,
<•

^,UikVk^\Vi-^-\ivUi (i==i, ...,n).
k

On peut, en effet, en conclure par differen dation

àv^ ̂ . àvj à\v
Vm ~ v ̂ m viàXn^

\^ ^n àvk •» à Vf à\v àv.u
^ikmVk+^Uik-.- =X,.——+^.——4-^^^4-M/T^>
^HÊ ^d ÛW^ (7.27^ (73*̂  Ça?,».

A h
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puis

^ Uikm Vk Wi 4-^ Uik W, ̂  = ̂  ̂  ̂ , ̂  + ̂  ̂  ̂ ,/, ̂ ,

<'.* i,̂  w , m f

et enfin

V UikmVkWit,n^\ UikWit,n——L = Àp Vw,^ -^,

i^m i^n n f'n m

que noas écrirons

(ag) ^ ^w^w,<^^V8^i^S^=XpVw^p,.
<,A,TO ^ ,

Nous dédairons de la comparaison de celle relation avec l'expres-
sion déjà obtenue pour

^ UikmVkWitm [Cf. (03)]

», A, m

la nouvelle relation

^ 8p Uk 8t Wk = — \v V w, S/p,.
A- <•

On a de même

^^wUk^tVk^—^w^V^tWi,

k i

et par conséquent aussi, d'après (03),

(^7) ^w ^^vUk^tWk+^v^^wUk^^/ç== 0.

A A

Portons les expressions que nous venons d'obtenir pour

^SyUk^t^k et pour VS^^Sf^A dans les relations (04), nous
k k

aurons
^Vw,s^.4-X(vVp,^w,

* »

= Xf ̂  w< 8p ti 4- Xw V </ 8p w,
» *

== ̂ j^ô^,-i- À^V^SH,^-,
ï
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c'est-à-dire

(as) (^~^)^w,8^,=(X,-.^)^^ô^,=(^-X,)^^5^p,=Q.
' ' <

La valeur commune Q de ces trois quantités est d 'ai l leurs,
d'après (03) ou (ûfo) , la somme symétrique

^ UikmViWktfn.

t, k, m

Nous obtiendrons de même façon la relation

^, UikmWiVkUm-^- V UikWiU^n——^
.~~ •A™ ox'm
t) A, m i. À-, m

==Xp^w,^a^4-^^M^w,a,,t,
*', w i, m

que Fon peut écrire

^ W, P .̂ 8^ Uik 4- ̂  on, MA ôa ^A = ̂ P ̂  Wi 8u, Vi + ̂  V W( 8^ M/.

»,Â- A , ,

Comme, d'autre part,

^ M///» W,- = \w^m -4- ^w ̂ //i,

i

on aura
^ "im W, Uni = ̂  ̂  M?» = ̂ ô^ M,

*, w wi

et il restera simplement

^.WiVic^uUik-^r^^wUk^uVk^ ^P^,W($^P/+ ^{JL^ÔyM,

', ̂  A- ,

et si nous comparons cette relation avec (05) nous en conclurons

(^9) —V^^ôaWA=XpVw/Ô^P,+^pLH,S^M.

k i

13. Ces relations auxiliaires établies, nous revenons à l'examen
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des équations (5). Nous commencerons par les écrire sous la forme
abrégée

^.(^uUik— ^UiUk)[Wk(^tVi— Sp^)4-P/âfWA—^^WA.]

t,k(6)
•+-3V W/,Uih/(Vi^tU/—ti^U/)==0,

i, k, l

en posant, comme plus haut,

^"•^•••-â-
Les équations

(l) ^^UikVk^ ^vVi-^- V-vU^

qui servent de définition aux \ et aux [JL, donnent immédiatement

8fUi== X^/4- [i.tUi,

^yUl= \yVl-^ \J.vUl,

et la seconde partie du premier membre de l'équation (6) prend la
nouvelle forme

3()^-—Xp)^ UikiViWfcti

-h 3^^P,W^(8^l^— Ï^Uk)

i,k

— 3 ̂  Y ^, w/, ( 8^ t̂ /.: - 2 ô/<. Uk );
i.k

quand on y remplace S^ et Sp^/ par leurs expressions à Faide
des \ et y.-, on voit quen raison des relations du premier
groupe

^.ViWk(8uUi/c— î^uiUk)-= 0,

i,k

elle se réduit au seul terme

^{\t—^v)^ÇuiklViWkti.

i, k, l

Inéquation (6) s'écrit donc, après avoir divisé ses deux membres
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par (\t— Xp), supposé différent de zéro,

,̂ UuaViWktl

/ ^ i, k, l
(7)

+ 1 ^ ^^uUik— ^UiUk)[Wk{^tVi—^vti)-^- (^w/,-- ^ô(,W/..]== 0.
p ^

Nous remarquons immédiatement que son premier terme renferme
symétriquement les trois systèmes de solutions v^ ^, ^; les deux
équations (5) que nous avons formées pour les trois systèmes
différents ^, w, t se ramènent donc à l 'équation précédente et à
celle qu'on peut déduire en permutant deux lettres t et w ou v
et w qui n'y figurent pas symétriquement. En él iminant la partie
symétrique en Vy w, ty on aura les équations du nouveau type

(8)

(^t—^w)^(^uU^—ï^u/,)[w/,(8tVi—^t{) -t- r /ô/w/,— ^ô(,w/,]
i,k

==(^r—^)^(8a^— ^niUfc)[Vk(^tWi— ÔH,^-)+ w^tVfc— ^/ÔH^/J,

*,*

qui s'écrivent encore, en groupant convenablement les termes, eu

égard à l'arbitraire qui subsiste dans les indices sous le signe ^,

^W^aUfk—^UiUk)[(\^—\w)^t^t —(^—^)^]

i,k

(9) ' ~{~^,vk(^uuik—'î'^lliUk)[(^t—^v)^wti •—('^w—^)^tWi]

i, k

+^ tk^aUik——'l^iUk)[(\w- ^)^W/--(^.-^)Ô^]=0.

(,Â-

Ainsi, chaque combinaison de trois lettres distinctes v^ w^ t
donne une équation du type (7) et une équation du type (9).

14. Nous allons d'abord transformer ces dernières.

Posons, pour simplifier Récriture,

U/Â- = ^u. Uik — ï ÔM, Uk^

ce qui permet d'écrire les équations du premier groupe sous la
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forme

Z^ikVjWk^O.
i,k

Les relations

J^l^P,=0, V^(V,.=0

* »

nous donneront évidemment

^VfkVk^ Lp(^-+- MpK,,
A

en désignant par L^, L^, ... les racines d'âne équation d'ordre
( n — i ) facile à former [on déduit simplement cette équation de
l'équation

A(X)==o,

en y remplaçant Uih par U^], racines toutes inégales d'ailleurs
dans le cas général.

Portons ces valeurs de

^U,AWA, ^VikVk, ^^iktk

k k k

dans l'équation (9), elle deviendra

(10) V(L^w,-h Mn,M,)[(Xp— >.(v)8^,--(X^—X(v)ôp^]-+-.. .= o.
i

Mais nous avons établi plus haut les relations

(ai) ViA,8/pf==o,
<

(as) (^~Xn,)^w,8^,=(Xf—XH,)yw,8p^=(Xp—Xf)V^5H,p/,
< » i

en partant des relations

^M,^=0, j^w,==o, VM,A^Wyfc=0,

* » i,k

qui définissent les rapports des ^,, w^, .... Il en résulte que les



— 117 —
coefficients des éléments L^, Mw, . . . dans le premier membre
de (10) sont tous nuls.

Les relations (10) sont donc identiquement satisfaites.

Il reste simplement à étudier les relations (7), qui sont en
, (n—i}(n—i)(n—3)

nomnre ———•——,——————; nous nous servirons, pour les trans-
former, des relations

(^6) j^ UikmVjWktm-=. Xp^W^^-I- \y^ Vj^tWj,

i. À, w { i

qui s^écrivent, en tenant compte des

(a^) ^, w/S^,-+-^^S/w/=== o,
i (•

sous la forme

^ UikmViWkt,,t=C^v—\v^^^Wi^tVi,

i, k, m i

et aussi des relations

^U/A^= Lp^-4- MpM/,
^

que nous venons d^étabh'r.
Si, après avoir multiplié l'équation (7) par (5^-—5^), nous rem-

plaçons respectivement
^. UikiViVktl
i, k, l

elles sommes telles que-^U^WA par leurs expressions données
k

par les relations qu'on vient de rappeler, cette équation (7)
prendra la forme

3(^-^)(^-M^^.8^,
i

+LH,^w,(ô^,—-8p^)4-M^V^(^p,—S^,)

(ii) <
-^- Lv^. ̂ k ̂ t Wk -+• Mp ̂ , MA 8f Wk

k k

— L ^ ^ ^ S p W A — M f ^ , ^ 8 p W A ==o.
\ k k

xxxvi. 8
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Elle se réduit immédiatement en vertu des relations (a^) et (03) à

[3(X^— )^)(Xp— XH,)+ Lw— Lp]^ W,S^,+(LH,— L^)V^ Sp w/= o,
Ï I

et les relations (og), qui donnent

(Xt,—Xu,)Vw,8^/=(Xn,—Xf)V<(8pW,,^—— A W ; ^ W ( O ^ / — ^ A H , — — Af)

i

permettent de récrire définitivement sous la forme simple

, , y^ô,^[3(X(—Xp)(Xp—XH,)(XH,—Xf)
(12) —

•4- Ln,(X»,— Xf)-l- Lf(X(,,— Xp)-4- Lp(X<—X,v)j= o,

où la symétrie qu'elle présente est mise en évidence.
On en conclura donc, saufles cas, évidemment exceptionnels,

où les racines des deux équations en \ et L sont liées par les
(n—i)(n—î)(n—3) , .
-———--——————- relationsb

( o==3(^-^)(^-^)(X«,~X,)
( +L^a^-~X,)-4-L,(X^—Xp)4-MX,-^),

ou par quelques-unes d'entre elles, les relations

04} ^w,8^/=o,

où w, t, v sont trois lettres différentes.
Ma.is ces relations ( i4 ) sont précisément, ainsi qu'il résulte de

Fidentité rappelée plus haut,

V"<A/^WA</=(Xp—X(v)Vw/8fp,,
<, k, l i

les relations

(i 5 ) V Ufki Vi wk ti = o,
t,k,l

qui expriment, d'après M. Darboux (1), que les lignes de courbure

( l ) Cf. Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes,
§ 77, p. i36.
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de chacune des surfaces u = const. sont coordonnées. Nous avons
donc établi, dans le cas général, que les équations en nombre
( n — l ) { n — < î ) { n ——)_ ^^ constituent le second groupe d7 équa-

tions envisagé par M. Darboux sont des conditions d^intégra-
bilité des équations du premier groupe.

18. Considérons maintenant le système des équations, en
, ( / l — l ) ( ^ — 2 ) ( / l — 3 )nombre -—————-;————— »b

(15) V^/^w^/=o,
i, ̂  l

où les rapports des v^ w^ tij . • • sont définis par les relations

(a) VI^P,==O, V^W(==o, VI^P/WA.==O,
i i î , k

et proposons-nous d^en étudier directement les conséquences.
Nous avons vu que les relations qui déterminent les rapports

des Vi^ Wkf t^ ... permettent à elles seules d'écrire

V UiklViWktl=(\v—\w)^.wi^tVi^

i, k, l i

on peut donc conclure des relations (i5) les équations

Vw,.8^,==o.

On a, d'autre part, en vertu de ces mêmes relations (a),

(ai) Vi!^8^,==o.
i

Des relations
^a,8^= o,

i

où a, représente une des (/i — 2) quantités w^ ..., Ui (autres que
Vi et ti\ on peut déduire immédiatement

(16) 8^==A^+A^- ( 1 = 1 , . . . n),
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en désignant par A^ et A^ deux coefficients convenables. Il suffit
d'observer pour cela qu'on connaît deux systèmes de solutions
linéairement indépendantes X(==^ et X<=== vi pour les relations

Va,X,==o,
i

et que les déterminants d'ordre (n—2) formés avec les coefficients
de (n—2) des X< dans ces relations ne peuvent être nuls à la fois,
puisque les (n — 2) directions définies par les systèmes a < , ..., a^
sont deux à deux orthogonales.

Ces relations (16) sont extrêmement importantes; en voici une
conséquence immédiate.

Considérons les deux équations linéaires aux dérivées partielles

^-S^-8^0' '^-Z^l^8^0'
i i

elles formeront un système complet, puisque l'on a

'-^[^T]^^^-^,)\àxr
et que

U/—8^=(A^--A^)^4-(Ar--A^;

elles ont par conséquent (n — 2) solutions communes. On conclut
de là en raisonnant de proche en proche que le système formé des
(n — 2) équations

^/==o, ^/==o,

(d^où l'on a exclu Sy^et 8wY) ®st complet et admet deux solutions
distinctes. On sait que la fonction u est l'une de ces solutions,
soit w l'autre; on pourra évidemment écrire, puisque l'on a

V(^(^==0, V^W,==0,

et que les w/ ne sont définis qu'à un facteur près,

àw — au^^^àî-i ('=1. • • • > » ) •
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Pour que les wi soient les dérivées d'une même fonction, il fau-

drait donc en outre

àwj __ àwfç __ ôN^ àu_ à^w au
àxje àxi àxfc àxi àxi àx/c ~ 1

c'est-à-dire

La relation
N^=F^(^) .

^M,W^== o

donne d'ailleurs la valeur de N^, puisqu'elle peut s'écrire

Vi au àw — YI / au \ï

Z^^^^^te) =°-

Si Fon veut que les w^ v^ t^ ..., dont les rapports sont donnés
par les relations (a), soient, en tenant compte des équations (i5)
qui expriment que les surfaces u= const. ont leurs lignes de cour-
bure coordonnées, les dérivées de fonctions W, V, T, . . . . il faut
donc ajouter au système (i5) les (n -— i) équations nouvelles

au àNw au dN(v
àxi àxic àxk àxi

où Von a posé
V ^u ^wx
y /^y -
^\àxJ

^ Z^ àxj ~SxiIN», = — ———.———,

la fonction w étant complètement définie par un système com-
plet à deux solutions distinctes u et w, dont les coefficients sont
précisément les w,, t^ ... connus au moyen des dérivées premières
et secondes de u.

16. Revenons aux formules établies par M. Darboux (Syst.
orth.y n°' 72, 73); nous y remarquons l'identité

(lt'v)(u1u'}=UW'v\\ u J \ u I \u, u;

xxxvi. g
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qui s'écrit, lorsqu'on ordonne par rapport, aux puissances des ̂ , w^

(a) ^^ViWk(^uU^iiiUk— ^uUi 8y^)= 0,

i,k

et qui permet de ramener les équations du premier groupe à
la forme

^^•WA.H,A.== o,
i,k

où Von a posé
jF=8^==^,2.

i

Cette identité (a) est déduite par M. Darboux d'une relation
plus générale où l'on a dû supposer les v^ w^ ... proportionnels
aux dérivées d'une même fonction, c'est-à-dire n'est établie que
dans l'hypothèse où les surfaces ^==consl. font partie d'un système
complètement orthogonal, mais il est manifeste quelle subsiste
dans tous les cas.

Nous avons en efiet, dans tous les cas,

^M,Â-(^==^<-t- pt̂ ,,
k

et par conséquent,

^fuikUiVk= (J^Vl^= ÎJL^M;

», * i

on aura de même
VI^AM,WA== y.w^uu,
f,k

et, par suite, en multipliant membre à membre,

(M, v\ / u. w\
J( u )=^MS»»)«.

Mais, d'autre part, les relations

V^,,(^==X^/4- {^M/, VM^WA==X(,,W,+(AH,I^

* k
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donnent, quand on les multiplie membre à membre et qu'on fait la
sommation par rapport à /,

/ v , wvv^^g^^ X(,XW^^W»-+-XP^VP/M/

+^w^^w,^+^^w^"?»
i ï

c'est-à-dire simplement

(P, w\ .
^J= 1x^,8» «.

On a donc bien, dans tous les cas, comme nous Pavons annoncé,

(u-v\(u-w^^u(v1w\
\ u ) \ u ) \u, u)

Cette remarque nous sera utile pour l'examen du cas particulier
où les surfaces u == const. forment une famille de surfaces paral-
lèles, c'est-à-dire satisfont à l'équation

8uU=si.

Si l'on suppose que les surfaces ^== const. sont parallèles, on
aura les égalités successives

^uîssî^ ^M/M^==O,
ï i

V Ui uiki 4- V un une = o,
i i

et, par conséquent, on peut conclure des relations

V Uik Ui Vk == (A»» V M?

i , k i

que tous les coefficients (ip, y.wj • • • sont nuls. On sait qu'alors
aussi toutes les équations du premier groupe de M. Darboux, qui
peuvent s'écrire

Vo/w^H^==o,
i,k
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sont vérifiées et qu'il n'en est pas de même des équations du second
groupe,

^"iA/^W^/==o,
i,k,l

qui expriment que les lignes de courbure de chacune des surfaces
u === const. sont coordonnées.

Comment expliquer ce fait?
Nous avons, dans le cas qui nous occupe,

^UikVk^^yVi
k

et aussi

^,U/APA== Lpp/4- MyUi.
k

Mais ici, d'après une égalité écrite plus haut,

Vik == ( ̂  Uik — 2 SK, Uk ) == — 3 ô^, MA = — 3 Y l̂ y Ukj ;

/
il en résulte donc

^ U,A PA- = — 3 ̂  M,/ Ukj Vk,
k hk

ou encore

^U^^=—3^^7^py==—3^p,.
* 7

On a par suite
—3X?p^= Lp^-4- Myu^

et il est facile de montrer que Mp e5^ nul : cela résulte de la suite
d'égalités

^U^^^=-3XîY»/^=o=L^y^.p,.+MpY^.
«^ . i ~

Les fonctions L,, ..., L^_, sont donc telles que

Lp==-3Xî,

et cela suffit à expliquer le paradoxe apparent.
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On connaît en effet Pidentité algébrique

(a—6) (6—c) (c •—a)4 -a 2 (6—c) -4 -6 2 ( c—a) -+ - ̂ (a—b^o,

et il suffira de remplacer L»,, L^, L^, . . . par leurs valeurs dans les
équations (12),

(12)
^w,ô^/[3(^—X^)(^--^)(^—Xf)

-+• Lw(Xp—Xf)+L^(Xn,—^p)-h L(/(X^—XH,)]= o,

pour reconnaître que tous les seconds facteurs sont identique-
ment nuls^

On ne peut donc pas conclure, dans ce cas particulier, des
conditions d*intégrabililé des équations du premier groupe, les
relations

>w,S^==o
<

qui constituent le second groupe d'équations de M. Darboux,
c'est-à-dire que les équations du premier groupe ne sont pas suffi-
santes pour que les surfaces

u(x^ ..., a-n)= const.

fassent partie d'un système complètement orthogonal.

17. Les résultats analytiques que nous venons d'obtenir con-
duisent à quelques questions qu'il serait intéressant d'élucider;
nous nous bornerons ici à les énoncer.

On a établi que les équations qui constituent le premier groupe
de M. Darboux forment un système différentiel décomposable, en
ce sens qu'on obtient les conditions d'intégrabilité de ces équations
en égalant à zéro un produit de deux facteurs, ce qui donne lieu à
des conclusions différentes suivant qu'on annule l'un ou l'autre de
ces facteurs. Il en résulte que le système initial conduit à un très
grand nombre de systèmes distincts : les extrêmes, qu'on obtient
en annulant tous les facteurs de même type, sont compatibles et
nous connaissons la signification géométrique de Fun d'eux, relatif
aux systèmes complètement orthogonaux. Quelle est celle de
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l'autre? Combien y a-t-il de systèmes compatibles distincts? Com-
ment les obtient-on? Quelle est leur signification géométrique?

Quelle est également la signification géométrique de l'équation
en L, analogue à celle qui détermine les directions principales sur
une variété

u(vi, ..., a-,)= const.

que nous avons rencontrée?


