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SUR LES SYSTEMES COMPLETEMENT ORTHOGONAUX
DE L'ESPACGE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS;

Par M. Jures Dracs.

La premiére Partie de ce travail est consacrée a une étude directe

série analogue A (14), ou figure, au lieu de la quantité -‘/2—1!-—6(\/2::), Pinté-

gralef  dz.
r

XXXVI. 6
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de la généralité de la solution la plus étendue du systéme

(A) (i, k) = z’??z—ﬁm) (isthk=1,...,n)
qui définit les systémes complétement orthogonaux de l'espace
a n dimensions.

Une premiére détermination de cette généralité résulte de ce
qu’on peut déduire des équations (A) et de leurs conséquences
une seule expression de toutes les dérivées des y par rapport
auzx z, exprimées a l’aide des seules dérivées

i) 9Py a2}
ox? ’ oz 0z, ox; 0zf ! ’

ot i<\ Ces derniéres, qui sont alors les dérivées paramétriques
de MM. Méray et Riquier, peuvent seules étre prises arbitraire-
ment en un point Z;({=1,...,n). Elles se groupent d’ailleurs
immédiatement en fonctions arbitraires : on peut prendre arbi-
trairement les fonctions des deux variables z;, z) auxquelles se

Ly , . /] . .
réduisent les dérivées 5—?(; < 1) quand on fixe toutes les variables
X
sauf z; et 2, et aussi les fonctions d’une seule variable auxquelles

se réduisent les dérivées g%:— quand on y fixe loutes les variables
sauf ).

Une seconde détermination de la généralité possible de la solu-
tion la plus étendue du systéme (A) résulte de ce qu'en différen-
tiant une seule fois on obtient les deux systémes

(@) (G hl)=o0 (i#k#l),
B (%, ki) + (12, k) =o.

On fixe aisément la généralité de la solution la plus étendue du
systéme (a) : celte solution dépend de n(n — 1) fonctions arbi-

traires de deux variables.
On conclut seulement de la les équations du premier ordre

(i, k) = Fix(i, zk),
et 'on montre que, pour annuler ces fonctions F; x, il est néces-

n(n—i)

saire et suffisant d’ajouter équations de condition qui

lient deux & deux les n(n — 1) fonctions arbitraires obtenues.
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On retrouve ainsi les résultats de la premiére détermination (*).
La seconde Partie du présent travail a pour but I'étude systé-

matique des divers groupes d’équations qui se présentent quand
on recherche les conditions pour qu’une relation

u= f(#, ..., %)= const.

définisse une famille de surfaces appartenant 3 un systéme com-
plétement orthogonal.

On rencontre d’abord les équations du premier

(n—n(n—2)
2

groupe de M. Darboux.
Une étude préalable des conséquences des relations

E Uijv;i=o0, E Vviwi= 0, E Ui ViW = O,

qui définissent les rapports des w;, ¢;, elc., nous permet de

classer les conditions d’intégrabilité des équations de ce premier

(n—1(r—2)(n—3)
3

groupe, qui sont en apparence en nombre

(1) Ces deux démonstrations faisaient partie, ainsi d’ailleurs que la seconde
Partie du travail actuel, d’'un Mémoire sur les systémes orthogonauz de l’espace
a n dimensions qui a obtenu en 1899 une mention trés honorable dans le Con-
cours du prix Bordin.

Ce Mémoire donnait également de la question précédente trois autres solutions,
le résultat étant obtenu comme application des méthodes générales dues a
MM. Méray, Riquier et Delassus : 1° au systéme (A) qui définit les » au moyen
des z; 2° au systéme qui définit les éléments B, introduits par M. Darboux, au
moyen des z; la troisiéme solution, presque immédiate, était basée sur la consi-
dération du systéme auziliaire.

Tous ces résultats paraltront sous peu, a part.

Jajouterai encore qu’une autre partie du Mémoire considéré comprenait 1’étude
de la solution la plus générale de I'équation

n
ds'=Y" @, 4z, Ay = Hy(pys - -1 p) dpl oo Hy(pys -y ) dpls

On y démontrait que, dans le cas ot elle est la plus €tendue, elle comporte
n(n— . A ; -
——(E——Q fonctions arbitraires de deux variables, et 'on déterminait tous les cas
ou une solution de cette étendue existe. Ces cas comprenant évidemment celui de
I'espace euclidien, on a ainsi une sixiéme détermination de la généralité possible
de la solution de (A).

Ce dernier travail paraftra également sous peu dans un autre recueil [cf. & ce
sujet une Note (Comptes rendus de l’Academie des Sciences, 1898)].
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Elles se partagent en deux catégories d’égal nombre; les unes

sont des identités, les autres sont les équations du second groupe

de M. Darboux ('), qui expriment que les lignes de courbure de
chaque surface individuelle u = const. sont coordonnées :

Z WUikiViwWEli= 0.

Ces derniéres équations sont donc en général des conséquences
des premiéres. On fixe aisément les cas d’exception : ils résultent
de ce que les conditivns d’intégrabilité des équations du premier
groupe sont des produits de deux facteurs, dont 'un dépend des
racines de I’équation en A qui définit les lignes de courbure de la
surface u = const.; ce n’est que si ce facteur est différent de zéro

que le second Zumwwktz s’annule nécessairement.

M. Darboux avait été amené a ajouter le second groupe par la
considération des surfaces paralléles pour lesquelles le premier
groupe disparait. On moatre aisément que dans ce cas tous les

facteurs autres que les zu,-;,,v,-wktl sont nuls; les équations du

second groupe ne peuvent plus se déduire du premier. Le paradoxe
apparent est ainsi expliqué.

I. — GENERALITE POSSIBLE DES SYSTEMES COMPLETEMENT
ORTHOGONAUX DE L’ESPACE EUCLIDIEN A 72 DIMENSIONS.

1. Premiére démonstration. — Soit & étudier le systéme

(A) N dn_

ox; Oz ’

ou ¢ et k sont deux nowmbres différents de la suite 1, 2, ..., n,
Nous montrerons d’abord qu'on peut résoudre ces équa-

tions (A) par rapport auz dérivées %%’ o \ est inférieur a i.

(') Cf. DarBoUX, Sur les surfaces orthogonales (Annales de I’Ecole Nor-
male, 17 série, t. I1I, 1866); Mémoire sur la theéorie des coordonnées curvilignes
et des systémes orthogonaux (Annales de l’Ecole Normale, 2 série, t. VII,
1878); Legons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes,
Livre I, Chap. VI, p. 119.
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Les équations (A) possédent la solution évidente
Yi=zy  (I=1,2...,0);

nous ferons remarquer tout de suite que toute fonction des y et
de leurs dérivées qui ne s’annule pas pour cette solution ne peut
s’annuler en vertu des équations (A) et de leurs conséquences.
Cette remarque nous sera trés ulile.

crivons maintenant les équations (A) dans I'ordre suivant :

s Wy 02 0s
d.‘t" dz', dx, d.’l'g

1 91 | O¥a e O3 s
d.m dz';; dx‘ 01'3 0.2‘1 62‘3

W1 I O O, s s
-0xy 0Ty 0z d.z'3 0xy 073

4+ =o,

..=o0,

D I R R I I A N R 9y

c’est-a-dire en prenanl successivement pour (7, k) les groupes (1, 2);
(1,3), (2,3); (1,4), (2, 4), (3,4); ... qui conduisent respective-
ment 4 1, 2, 3, ... équations.

o, . [ . 0
La premiére équation estrésoluble par rapport a 21, car le coef-
CTq

ficient de cette dérivée devient égal a 'unité pour
Yi=x; (i=l,2,...,n).

Les deux suivantes ne renferment, avec la dérivée déja cal-

culée L —, que deux dérivées a calculer . etg ; le délerminant

foncuonnel relatif & ces éléments se rédmt pour

yi=z; (E=1,2,...,0)

Y

a sa diagonale principale et, par suite, & I'unité. Ces deux équa-
tions permettent donc de calculer les dérivées considérées.

Ce raisonnement se poursuit manifestement sans modification
et la proposition annoncée est établie.

2. Considérons maintenant le systéme obtenu en différentiant
une seule fois les équations (A); nous établirons qu’il est réso-

(7\ #ZiF k) et aux déri-

luble par rapport aux derwees
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2N 9N
0zt 0wy 0m),
seule expression pour chacune de ces dérivées.
Diftérentions d’abord I’équation

n=Q Nnn _
Go=8,5 @ =

N

s ot \ est inférieur & i, puisqu'il donne une

vées

par rapport a une letire z; différente de z; et de z4; nous aurons

Qo Q 2nn_,
\ O0x; 0z, 0% A\ 0%k Oxp Oy

n(n—r1)(n—2),
2
considérons toutes celles ou les dérivations sont relatives aux trois

lettres i, x4, zx; elles peuvent s’écrire symboliquement

Les équations de cette forme sont en nombre

(ih, k) + (i, hk) = o,
(hk, i) + (h, ki) = o,
(hi, k) + (k,ik) = o,
et donnent, par conséquent,
(ih, k) = o,

c’est-a-dire, pour trois lettres différentes x;, x4, z,

2y 9N _
() S) ox;oxp b—:z";_o

On a, d’autre part, en différentiant les équations (A) par rap-
port a 'une des lettres z;, z; quiy figurent, les équations

%y N Ry dn _
® S)\ oz} dzi + )0 0zp 0z; O

Considérons, parmi les équations (), celles ou les indices i et A
ont la méme valeur; elles sont en nombre (n — 2) et déterminent

. . 2y - .
’
d’une seule maniére toutes les dérivées Py (7521, k) au moyen
Py 9Oyn
ox; da:;.’ ox; oxp
trons-le par exemple sur le cas =1, h = 2; le déterminant des

des deux dérivées

et des dérivées premiéres. Mon-

. ., 02 . , .
coefficients des dérivées % }‘;; est manifestement le déterminant
1 0%y
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(3. oer V),
o(Zs,y ..., z,)°
fait y;=;(i=1,2,...,n) et ne peut s’annuler en vertu des

équations (A).

fonctionnel il se réduit donc a I'unité quand on y

Les équations (o) déterminent par suite d’une seule maniére

;e 02y .
toutes les dérivées proe (AZTiZh).

Supposons qu’on porte les expressions des dérivées que nous ve-
nons de calculer dans les équations (8); les seules dérivées du se-
cond ordre qui pourront encore figurer dans ces derniéres ont la

d!y)k dly)‘ . R ,
oo’ 3z 0my POUS allons montrer que les n(n —1) équa
. . (., 0%

tions obtenues sont résolubles par rapport aux dérivées —b—-}-'%,

Ty
9%y \ . e . ., . .
—==., ol A est inférieur a i, dérivées qui sont aussi en
dx; 0z,

nombre n(n—1).
Posons-d’abord, suivant la notation adoptée,

— 2y\ o,
(th, i) = Sxdz,- oy, oz’

v
d.’l‘,' 01‘,,
calculer les (Zh, 7). On trouvera, sans difficulté,

les équations («), ot figurent les dérivées » permettront de

o Ry Ryp
th,i)As p= i b+ : )
( ) ) A oz; d.z';, ih 0x; 0y h,iy
en posanl
Arp=Api= 0(}’1, vovy Viedy YVitty s ooy Yh—1y YVh+1y ¢+ oy }’u)
= Qp,i= - g ’
! 0(3‘“ ey Biety Bty oo oy Bhi—1y Thily oo oy .T,,)
8;’ — 0(}'13 Yi1r ceoy Yi—ty Yi¥ty « o <y Yho1s YV h+1y '--9}'71)’
" d(wl, L1y ooy Li—1y i1y o ooy Th—1y Tht,y ---,z'n)
95. e 0(}’);,_}’1, ooy YVi—ty Yitts s ooy Vi—1y Yh+1y « ooy }’n)’
a=
d(a'i’ Ly oeeyTigy Bitty oo oy Zhe-1y Thtiy ooy Tn)

ou encore plus simplement

o o i o’yi . az}’h
(th,¥) = pp, Oz: 0z, Z.tm
avec _
. _ 8in
Bip™= 37

Ak
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Passons maintenant & I'examen des équations (§),
(B) (2%, k) + (th, i) =o,

et groupons-les comme nous I'avons fait pour les équations (A),
c'est-a-dire en prenant successivement pour (Z, &) les combinai-

sons (1, 2); (1,3), (2, 3); -
Le premier groupe renferme les deux équations
(1%,2)+ (12, 1) =0,
(22, 1) + (21,2) =0,

qui s’écrivent aussi

Ny, 9y,
2 9) 4 A S —
(1%2) + pi. 0z, 0z + M1 5z, oz 0

0’}’1 2 d’_}’,
oz 0zy P21 57 o,

(2%, 1)+ pi, = o;

sous cette forme on reconnait qu’elles ne contiennent que deux

. \ 0t . .
des dérivées a calculer —2ZL et 221 La premiére équation donne
0y 0z4 dx’
0%y

T puisque le coefficient de cette dérivée se réduit & 'unité
1

poury;=z;(i=1,..., n), et laseconde donne ensuite a}”
J

Un raisonnement analogue peut se faire sur le second groupe,
formé de quatre équations :
(12,3) 4+ (13,1) =0,
(22,3) + (23,2) = o,
(3%,1)+(31,3) = o,
(3%,2)+(32,3) =0,

qui renferment les quatre dérivées nouvelles a calculer :

0ty Otys  Oyy  Oly,,
0z, 0xy’ 0zy0x; 0w} Oz}’

les deux premiéres ne renferment que deux dérivées nouvelles, et
pour y;=xi({=1,..., n) le déterminant de leurs coefficients se
réduit a sa diagonale principale formée d’éléments égaux a I'unité;

. . . 2
les deux derniéres équations donneront ensuite 001"7;' et dd };’, et la
3

méme remarque s’applique au déterminant de leurs coefﬁcxents.
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Tout cela peut d’ailleurs se répéter mutatis mutandis pour les
groupes suivants, chaque groupe
(1, h), (2, h), ..., [(R—1), k]

donnant lieu aux deux systémes d’équations
y q

(12, h) +(1h,1) =0, (h*, 1)+ (h1, k) =0,
(@%4 k) +(2h,2) =0, (A%, 2) + (h2, h) = o,

[(A—1)2,A]+[(A—1)Ry(R—1)] =0, [k2, (h—1)]+ [R(h—1), h]=0o,

auxquels s’appliquent les mémes remarques.
La proposition annoncée est donc établie.

3. Nous venons de voir que les équations du second ordre ()
et (8) déduites du systéme (A) sont résolubles par rapport a toutes
ok ;oo 0% 92

les dérivées du second ordre, sauf les dérivées =2, —1

oz} 0z;om)

lesquelles ¢ est inférieur ou égal 4 A; nous allons montrer qu’en

passant au troisiéme ordre on pourra calculer toutes les dérivées
troisiémes des y sauf les dérivées

» pour

En _En 27
oz}~ Oz} om.  om;om}

pour lesquelles ¢ est inférieur ou égal & A. Ce résultat établi
pourra s’étendre alors a tous les ordres de dérivation.
Différentions, par conséquent, les équations du second ordre
(@) (ih, k) = o,
(B) (ii, k) + (ik, §) =0
une fois encore.
Les équations (a) donnent d’abord

(a) (ihl, k) + (ih kl)=0 (i#hZkZ1),
(b) (k2 k) + (ih kh) =0 (i h# k),
) (ihk,k)+ (ih, kY=o (i h # k),

et nous en déduirons immédiatement toutes les dérivées des y
relatives a trois lettres différentes. En joignant, en effet, (n —3)
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des équations (@) a trois équations du groupe (c), on a le Tableau
(Ehl k) + (Thy ki) =0 (k=1,...,nsaufi k1),
(ihl, i)+ (hl, i) = o,
(ihl, k) + (il, h*) = o,
(ihl, )+ (ih, 1) = o,

B3y
0z; dxp oz,
yi=zi({=1,...,n), tousles éléments de sa diagonale principale
devenant égaux a I'unité el tous les autres s’annulant.

Différentions maintenant, de toutes les maniéres possibles, les
équations (B); elles donneront

et le déterminant des dérivées se réduit a 'unité pour

(@) (ithy k) + (&2, kh) + (ikh, i)+ (ik, ik) =0 (i h = k),
() (2k, k) 4+ (32, k) + (iR, §) + (ik, ik) = o (i k),
(¢") (83, k) + 2032 ki) + (2k, i) =0 (i k).
Les équations (a') sont satisfaites en vertu des équations (&)
et (¢); il ne reste donc a examiner que les équations (&') et (')

avec celles du groupe (4) déja formé.
Considérons les équations du groupe (b),

(&) (tk*, k) + (ik, kh) = o,
ou /et k ont la méme valeur; elles sont en nombre (n — 2) et dé-

. o« ., 3 . .
terminent les dérivées 06 'sz (A Z i k) au moyen des deux dé-
% 0

rivées troisiémes
93 y; 93 yi
b
ox; 0z}  Ox; 0z}

et de dérivées d’ordre inférieur. [Le déterminant des inconnues
se réduit toujours a 'unité pour y;=2,(i =1, ..., n).]

Passons aux groupes (&') et (¢'). Nous remarquerons que les
équations (') sont symétriques par rapport aux indices 7 et %,
tandis qu’il n’en est pas de méme des équations (¢’), et nous for-
merons un premier groupe des équations

(i2k, k) + (ik2, ©) + (32, k2) + (ik, ik) = o,

(&") (K3, i) + 2(k2, ik) + (ki k) = o,

ou I'on supposera k inférieur a i.
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Les équations de ce gl'oupe (b") seront résolubles par rap-

\ s g 93
ort a toutes les dérivées —oX>_ ott hest inférieur a i.
P ‘ 0z} 0z) 0z; 0%} fé
Prenons successivement pour (k,¢) les combinaisons (1, 2);
(1, 3), (2, 3); (1, 4), (2, 4), (3, 4); .
La premiére combinaison donne deux équations qui renferment
By Py,
0%, 0z}’ 0z 0z}’

les deux éléments nouveauxr (') la deuxiéme

3
971 avec le coefficient 222 ‘y’

équation ne renferm —e
q erme que oz, oal oz,

et la pre-

miére permet ensuite de calculer » le coefficient de celte in-

s,
0x,
Cette remarque s’applique i toutes les combinaisons : la com-

Y1
d.z:, ox}
connue étant toujours

binaison (7, k) ne renferme que deux éléments a calculer BTk

ox; ozt o0z
93 . . . .y .
= {;", et le déterminant des coefficients se réduit a 'unité pour
i 0%

yi=z; (f=1,...,n).

Le groupe (8") épuise les équations (&') et la moitié seulement
des équations (c’); il reste donc a envisager un groupe (c") formé
des équations

(k3,0) + 2(k2, ki) + (k2 k) = o,

pour lesquelles k est supérieur a i. Nous allons montrer qu'on

rieur a i.

Le raisonnement est analogue a celui que nous avons fait pour
les dérivées premiéres. On prend successivement pour (Z, k) les
combinaisons (1, 2); ([ 3), (2, 3). La premiére combinaison

9
(1, 2) ne renferme que » dont le coelficient est d‘_;"l Les deux
2 1

. . . . 03}’( dSXz
combinaisons (1, 3) et(2, 3) renferment les inconnues il

et le déterminant des coefficients de ces inconnues se réduit a

(') On a vu plus haut que toutes les dérivées oz d; ()‘ # i # k) s’expriment
T
avec les dérivées du second et du premier ordre.
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Punité pour y;=x;(i=1, ..., n). D’une maniére générale, les
combinaisons

(1, i)’ (2, i), saey [(i_ 1), i]
renferment les éléments nouveaux

d’y., d’}’z, B3 yiy
oz} oz}’ 7 ox}

et le déterminant de leurs coefficients est simplement le détermi-
nant fonctionnel

d(J'h ee ey yi—l).

d(x., ceey .1.‘,'_‘)

Cela suffit & établir la proposition annoncée.
4. Si Uon différentie jusqu'a Uordre (p—+2) les équa-
tions (A), on pourra calculer, en fonction des dérivées

dp+2n dp-rtn dp+zy)\
ozl+? ? ozFt! oan, ’ o 0zft ’

ou i est inférieur ou égal a \, toutes les autres dérivées d’ordre
p + 2; on obtiendra une seule expression pour chacune de ces
dérivées.

Supposons le théoréme établi pour les ordres p et p + 1 (nous
venons de l'établir pour les ordres 2 et 3); montrons qu’il est
encore vrai pour I’ordre p + 2.

Nous désignerons d’une maniére générale par A, I'’ensemble de
toutes les dérivées d’ordre p, a I'exclusion des dérivées

0P )\ dl’n dl’n
ozt ’ ozf~1 oy, e ozi~! ’

ot  est au plus égal & . Si I'une des dérivées de A,,, s’obtient
de deux maniéres différentes en différentiant les dérivées de A, ,,,
ces derniéres ne peuvent différer que par une des variables de dif-
férentiation; les deux dérivées de A, qui les ont fournies ne diffé-
reront donc que par deux variables de différentiation au plus.
Nous mettrons dans toute dérivée A,,, quatre lettres en évidence,
qui seront les indices de quatre variables, choisies d’'une maniére
convenable, sur lesquelles il nous suffira de raisonner.



— 97 —
Ces dérivées de A, peuvent renfermer, pour une fonction yy,
quatre, trois, deux ou une au moins des variables z; différentes

de xy; il y a lieu d’étudier successivement les différents cas qui se
présentent.

1> Considérons une dérivée de Ap,, ou figurent quatre lettres
différentes et supposons qu’on l'ait obtenue de deux maniéres en
différentiant respectivement, par rapport a z; et z; ('), deux déri-
vées de A,,,; les deux expressions de cette dérivée pourront
s’écrire, suivant lear origine, sous la forme

i(hkLY), h(ikl}),

ou 'on a mis en évidence les indices &, { des deux autres lettres
et la partie J commune qu’il est inutile de développer.

La dérivée (hklT) appartient 2 A, et n’a qu'une seule expres-
sion; on peut donc prendre pour cette expression h(klJ), puisque
(kL)) appartient & A.

De méme (¢klJ) appartient a A, et n’a qu’une seule expres-
sion; on prendra pour cette expression I(klJ), puisque (klJ)
appartient a A .

Les deux expressions de (¢hk(J) sont alors

ih(kl)) et hi(klD);
on les obtient en dérivant deux fois une méme dérivée de A,;
elles sont donc identiques.

2° Considérons maintenant une dérivée de A, ., ou figurent seu-
lement trois lettres différentes; elle aura I'un des types

(ihk2d), (ihk\J).

Supposons qu’une dérivée du premier type s’obtienne de deux
maniéres différentes :

i(hR2Y), h(ik*));
elle s’obtiendra aussi sous la forme

k(ihkJ),

(') Nous supposons expressément que les lettres i et A& sont différentes de A; le
cas olt une d’elles est A sera traité plus loin.



— 98 —

puisque (¢hkJ) appartient & A, ;. Comparons les dérivées (hk2])
et (¢hkJ) qui appartiennenta A, ; elles n’ont qu’une seule expres-
sion pour laquelle on pourra prendre respectivement

k(hkJ) et i(hk]),

puisque (hkJ) appartient & A,. Les deux expressions de i(hk*J)
et k(ihkJ) sont donc identiques. Il en est de méme des expres-
sions h(tk2J) et k(ihkJ) et enfin des expressions i(hk2J) el
h(ik2]).

Passons aux dérivées du second type et considérons deux

expressions
i(hkNJ) et h(ik\J)

de P'une d’elles. La dérivée (hkAJ) appartient & A, ; elle n’a
donc qu’une seule expression qu'on peut écrire A(hkJ) puisque
(hkJ) appartient 2 Ap, et 'on a, par suite,

i(hkAY)=iN(hk]).
On aura de méme

R(ik\T) = RA (k).

Mais aux deux expressions signalées de la dérivée de A, ., il
faut ajouter 'expression
A(ihk])

uisque (zhkJ) estL une dérivée de A,,,, expression qu’'on peut
puisq p+1y €X| p
écrire indifféremment

Ni(hk]) ou NA(ikJ).
Il suffit de comparer ces deux derniéres formes aux formes
iN(RKY) et RA(ikJ)

pour reconnaitre que toutes les expressions obtenues pour (¢241J)
sont identiques.

3° Examinons les dérivées A, ,, ot ne figurent que deux lettres
différentes de z;; elles ont I'un des types

(3RJ), (2h2d), (ith)\)), (ihA2)),
Si une dérivée du premier type a deux expressions

i(2thY), h(i3)),
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on conclut de la seconde que ¢ est supérieur a X et, par suite,
que (i2J) appartient 3 A, : les deux expressions considérées
peuvent donc s’écrire

ih(itd), hi(i2d).
Si une dérivée du second type a deux expressions
i(ihtd), h(ith)),
la dérivée (th2J) appartient & A, el peuts’écrire I(¢hJ), puisque
(¢hJ) appartient & A,; de méme (:2hJ)s’écrira {(¢hJ) et les deux
expressions considérées seront encore
ih(ihd) et hi(ihd).
Si une dérivée du troisiéme type a deux expressions
i(ihAJ) et h(i2\J),
elle en aura une Lroisiéme
A(Z2R)),

puisque (£2hJ) appartient & A,,,. La premiére et la troisiéme
s’écriront manifestement

iN(ERT) et Ni(ih)),
puisque (¢hJ) appartient 3 A, ; elles sont douc identiques. Compa-
rons la premiére a la seconde; puisque (¢2AJ) appartient & Ap,,,
c’est qu'on a £>X; donc la dérivée (¢AJ) appartient a A, et les
deux expressions considérées s’écrivent

ih(iNJ) et RE(iMD).
Les trois expressions de (22 AJ) sont donc identiques.

Passons au quatriéme type : avec les expressions I(AA2J)
et (¢\2J), on a aussi dans A, , 'expression

A(ihAT),
puisque (¢hAJ) appartient 2 A,. L'expression (hA2J) appartenant

a Apyi, ona h> X et, par conséquent, (AA]) appartient 2 A, ; les
expressions ¢(hX2J) et A\(¢£)J) peuvent donc s’écrire

iN(hAY) et Xi(AMJ),
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c’est-a-dire sont identiques. Les lettres i et & jouant le méme réle,

la deuxiéme et la troisiéme expression de la dérivée considérée
sont aussi identiques.

4° 1l nous reste a examiner les dérivées A, ., qui ne renferment
qu’une seule variable z; différente de zy; elles ont les types

(243), (X)), (222]), (iR),
ou { est supérieur & A.
Or, il est clair qu’elles ne peuvent s’oblenir qu’en dérivant par

rapport & z; une dérivée A,,,, puisque nous avons écarté le cas
ou 'une des variables de différentiation serait ).

Pour achever la démonstration, il faut maintenant considérer
une dérivée Ap,, ayant deux expressions

i(AJ) et A(T).

Mais il suffit de jeter un coup d’eeil sur les divers types de déri-
vées Ap,, pourreconnaitre que, s¢ (AJ) est un A, ., la dérivée (J)
est toujours un A,. Les deux expressions considérées sont donc

Ny et Ai(J),
et, par suite, elles sont identiques.

5. Nous avons donc établi que les seules dérivées paramétriques
pour tous les ordres de dérivation sont les dérivées

Py, Py Py
ozt oxF oz ’ dz;dz{"’
pour lesquelles <\, Ce sont manifestement toutes les dérivées
s A . o -
par rapport & z; et a ) de la dérivée Fr (Z2X).
On les obtient toutes et chacune d’elles une fois seulement en
se donnant arbitrairement :
1° Les fonctions des deuz variables z;, x) auzquelles se ré-

. e s O . ..
duisent les dérivées é}(l <)) quand on y fize les valeurs ini-
tiales des autres variables;

2° Les fonctions d’une seule variable x) auxquelles se ré-
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. o, 0 ..
duisent les dérivées 22 quand on y JSize les valeurs initiales de
ox), '

toutes les variables sauf x,.

C’est ce que nous entendons en disant que la solution générale

n(n —

I . . .
du systéme comprend —-——2-——) fonctions arbitraires de deux va-

riables et n fonctions arbitraires d’une seule variable.

6. Seconde démonstration. — Nous avons vu tout a I’heure
qu’on déduit du systéme
. 0
(A) (z,k):S N _,

\Oz; Oz

b

par une premiére différentiation, les systémes du second ordre

(a) (5, kl)=o0 (e#k#1),
(3, ki) + (i, k) = o,

® (i, k) + (ik, k) = o.

. , . L e, 92y, .
Les équations («) déterminent toutes les dérivées 7 0z, (A iFKk)

a I'aide des dérivées du second ordre restantes et des dérivées du
premier ordre. Considérons isolément ces équations (a); nous
allons montrer qu’elles forment tin syst¢éme complétement inté-
grable qui permet de calculer toutes les dérivées des expres-

. oty . N
sions 5 (M Z i # k) et celles-la seulement.

On a vu qu’une différentiation des équations (o) donne les trois
groupes d’équations

(a) (ihl, k) +(ih kl) =0 (iZh#Zk#1),
() (ih?, k) + (ih, kh) =0 (i h # k),
(e) (ikk, k) + (ih, k) =0 (i % h#k),

dont on peut déduire toutes les dérivées

i 2% g §2Y
0z; 0xp 0%,  Oz; 0z},

(A#Zizh#l).

La proposilion est donc établie pour le troisi¢éme ordre.
Supposons-la vraie pour les ordres p et (p -+ 1) et montrons
qu’elle subsiste pour P'ordre (p + 2), c’est-a-dire établissons que
XXXVI. 7
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les diverses expressions d’une méme dérivée d’ordre (p + 2) qui
appartient a ’ensemble considéré sont nécessairement identiques.

Les dérivées dont il s’agit forment un ensemble B, caractérisé
par ce fait que deux variables au moins z;, z; différentes de z;
JSigurent dans les variables de différentiation de toute fonc-

tion yy.
. oH JdI
Soient ‘Vi’ dz'._;.
ol I'on suppose (i £ h £ 1); je dis que H doit contenir une va-
riable de différentiation z,; différente de z; et 2; ou la variable x)
prise deux fois au moins. En effet, si H, qui appartient a B,,,
ne renferme que z, et z;, la dérivée 1 qui appartient & B, aussi
ne renfermera plus que z;, ce qui est contradictoire.
On peut donc écrire, puisque les dérivées de By, n’ont qu’une

seule expression,

deux expressions d’une méme dérivée de B, .,

o (oo
= Oz 0z, = oz 0z,

{ pouvant étre ou non égal a A.
Supposons d’abord ({5£i5£ h); si J est une dérivée prise par
rapport & une variable autre que x, ;:T appartient 4 B, et les deux
’
expressions
oH N ol
dx; ¢ .d_.';;

02 aJ et 02 a)
oz 0zp, \ 0z, oxp 0x; \0x;]
SiJ ne renferme que la variable de différentiation z;, cette va-
riable y figure au moins une fois, puisque 2 est la valeur minimum

peuvent s’écrire

de p : en écrivant
oL

J=—,

oz,

He O (0L (=9 (oL
- d.Z‘[ oz, d.z', ’ - ox; ox; 0z

et les expressions considérées de la dérivée B, sont

on aura

02 o02L ) 02 2L
0x; 02 \ Oxy 02y ’ oxyp, oz \ 0z 0z,
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qu’on peut manifestement écrire aussi

0 ( 0L 0 o2L >
0z 0z; \ oxp, 0z;) 0z, 0xp \ 0z; 077 )’

formes sous lesquelles elles sont les dérivées par rapport a 2;d’une
méme dérivée By y,.
Supposons maintenant ! = h, c’esl-a-dire

e o
_M_}l’ —d.z';dx;,’

puisque H appartient a By, c’est que J est une dérivée prise une
fois au moins par rapport a une variable distincte de z; et zy, et il

. 2} . R
en résulte que 9z, Appartient & B,. On a donc, comme plus haut,

oH ot [ A o [
oz;  O0z;0zp \ oz, )’ 0z, Ozp 0z; \ozp )
La proposition annoncée est établie dans tous les cas.

7. Nous pouvons conclure, des remarques que nous venons de
faire, que toutes les dérivées d’un ordre quelconque p des y s’ex-
priment d’une seule maniére a I'aide des dérivées

oPy), Py 0P y), 0Py, .
cma— —_ e e SE————— X
228 ’ oz~ 9z ’ " oz 0zP ' oxl (A0,

qui sont, par conséquent, les dérivées paramétriques.
On peut donc satisfaire aux équations du second ordre (a) en
prenant arbitrairement :
1° Toutes les fonctions des deux variables z;, z) auxquelles se
. , . /] .
réduisent les dérivées &}2 lorsqu’on y fixe pour toutes les variables,
1
sauf z; et ), des valeurs arbitraires x4, (h £ 7, )\);
2° Toutes les fonctions d’une seule variable auxquelles se ré-
. . ') \ .
duisent les dérivées £ quand on y donne & toutes les variables,

sauf x), les valeurs arbitraires 240 (k£ X).

Il est clair, en effet, qu'on obtient ainsi une valeur et une seule
pour chacune des dérivées paramétriques et, par suite, une valeur
et une seule pour toutes les dérivées des fonctions inconnues ;.
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La solution obtenue est la plus étendue, puisque les dérivées
paramétriques n’y sont liées, en un point zz(hk=1,...,n) de
situation générale, par aucune relation.

La solution générale du systéme (a) dépend donc de
n(n —1) fonctions arbitraires de deux variables et de n fonc-
tions arbitraires d’une variable.

Nous ferons maintenant observer que les équations (a) n’en-
trainent pas les équations (A), mais seulement les relations

(A7) (i, k) = Fu(2i, ),

ou les F;; sont des fonctions arbitraires des deux variables dont
elles dépendent. Il résulte de 12 que, sil’on remplace dans les équa-
tions (A) les yy par les solutions les plus générales du systéme (a),
ces premiers membres deviennent simplement des fonctions des
N
\ 0z Oz’
ou I'on remplace les y) par les solutions les plus générales du sys-
téme (a), ne dépendent donc qu’en apparence des variables autres
que z; et zi, et elles ne changeront pas si 'on fixe dans chacune
d’elles toutes les variables sauf, z; et z4.

deux variables z;, zx correspondantes. Les expressions S

; . d . . . \
Aprés cette opération, 3{% se réduit dans l'expression (7, k) a
une simple fonction de z; et zx, dépendant des données initiales

indiquées plus haut; les équations (A) n’entrainent donc que

n(n—I . e el .
n(P—1) relations entre ces données initiales, relations qu’on

obtient en égalant a zéro les fonctions F;. Examinons d’un peu
plus prés ces relations.
Désignons, pour fixer les idées, par ¢);(zi, #)) la fonction des

deux variables z;, z) a laquelle se réduit %% quand on y fixe pour

toutes les variables, sauf z; et 2y, les valeurs arbitraires 2z, (k£ 7, );
cette fonction arbitraire est une des données initiales de la solution
générale de («). Désignons de méme par ¢y(z)) la fonction de x)

a laquelle se réduit 3—‘:% quand on y fixe pour toutes les variables,

sauf x), les mémes valeurs initiales; cette fonction arbitraire est
encore une des données initiales de la solution générale de (a).
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L’équation (Z, k) = o, quand on y fixe pour toutes les variables,
sauf z; et 24, les mémes valeurs initiales, prendra la forme

01:(Ziy Z10) P1a( Tk, Z10) +. o o+ Yi( @) Qua(@hy T1) +. . .
+ 0k (X1, Th) Ya(@g) 4o o . Pri(Xiy Tno) Puk( Tk, Zno) = 0;

elle ne renferme que deux fonctions de deuz variables qui sont
les données initiales arbitraires Pir(Zky xi)y Pri( iy xx). Il en ré-

sulte que ces équations fonctionnelles en nombre n(nT‘—l) déter-

. n(n—1 . . . .
mineront —i—n——) fonctions de deux variables a 1'aide des autres;

par exemple toutes les fonctions @y;(z;, 22), ou ¢ est inférieur a A,
a l'aide des fonctions ¢y;(z;, 2)), ou 7 est supérieur a A.

On le reconnajt aisément en prenant pour les iz, 1) la
forme particuliére

(2n— 2200) Pri(w1, 72),

ou ®); est une fonction holomorphe arbitraire; ce choix des don-
nées initiales réduit les équations fonctionnelles (i, k) =o0 a la
forme simple

bi(2:) (Bi— @i0) Pin(Zky 1) + Y (Zr) (Th— Zko ) Pri( 21, k) = O,

qui détermine @y (2x, x;) lorsque k est inférieur a i.
Nous avons donc établi que les données initiales ne peuvent

n(n

plus dépendre que de n(n—_1) JSonctions arbitraires de deux
2

variables et de n fonctions arbitraires d’une variable. C'est
bien le résultat déja obtenu par une autre voie.

Il. — ETupE DES EQUATIONS QUI EXPRIMENT QUE LES SURFACES
© = const. FONT PARTIE D'UN SYSTEME COMPLETEMENT ORTHO-
GONAL.

8. Si les fonctions u, ¢, &, ... des n variables indépendantes

définissent n familles de surfaces deux a deux orthogonales de

n(n —r1)

I’espéce & n dimensions, elles doivent satisfaire aux rela-
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tions

n
ou 0p
(a) t_ﬁ-‘i%:'_o (us£v=w,...).
1
M. Darboux (') en conclut, par un procédé régulier, une suite
d’équations du premier ordre par rapport aux fonctions ¢, w, ...,

dont les deux premiers types sont

02u  dv Ow
(&) 3wy 0wy, Owy dw - °
et
(c) 2 Euzu'u—22uih Win v ow =o.
o - t - 0x; oz
:

Clest en observant que les équations (a) et () déterminent les
rapports des dérivées des fonctions ¢, w, ... qu'on obtient, en
portant ces rapports dans les équations (c), les équations qui
constituent le premier groupe d’équations du troisiéme ordre
auxquelles doit satisfaire la fonction u(z,, ..., z,).

Nous nous proposons d’étudier les conséquences de ces équa-
tions du premier groupe prises isolément. Nous les regardons
alors comme obtenues en éliminant les quantités ¢y, ..., vp;
Wiy «eey Wp; ... dans les relations

Zuw;: o, zuﬂ“’;’ wr=o0, ZAU‘W wr=o0,

ou I'on a posé A,-k.-:Z Uik — 22u;;,uk;, sans rien supposer sur
] k
ces quantilés ¢y, ...y Vp; Wiy covy Wpj eees

9. Désignons donc par ¢, ..., 05 Wi,y ..oy Wy; ... les (n—1)
systeémes de solutions des équations

(1) zuik"k:)\v"i"l' Ro U (i=1,...,n),
k

(2) Ui+ .o+ UpPp =0,

(1) Cf. par exemple Legons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées
curvilignes, Liv. I, Chap. I, p. 15.
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qui correspondent aux racines Ay, Ay, ... de I’équation

Uy — A Ujs Uin uy
Usy Usa— A ... Usn uy
(3) A(N) = cer eeesees Ve e .o |=o,
Uny Uns cvo Unp— X U,
uy us .. Un o

racines que nous supposerons distinctes. Ces éléments v;, wy, ...
vérifieront les équations

E VWi =0, E Uik ViWE = O

i ik

un calcul facile permet de I'établir en partant des équations (1)
et (2) : on déduit en effet des équations (1)

2 WikvEwi= My 2 Viwi+ Py 2 uiwy,
i i

ik

et, par conséquent, en tenant compte des équations (2),

2 Uik vEwi= X\, 2 Viwi;
ik i
on aurait de méme

E Uik ViWE = )\w 20,‘ wi.

ik i

On peut donc en conclure, si A, — Ay, 3£ 0, les relations
Eviw;= 0, Eumo,-wk=o.

i ik

Nous supposerons que les fonctions ¢, ..., ¥z} Wiy «e0y Wnsenny
dont les rapports mutuels sont déterminés par les équations (1)
et (2), satisfont aux équations

(%) szWk(suum—aSmuk) =o,

ik
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. n—i)(n—2 . .
qui sont au nombre (—————)—2(——), c’est-a-dire que la fonction u

satisfait aux équations du troisiéme ordre qui constituent le
premier groupe d’équations de M. Darbouzx.

Nous nous proposons de rechercher quelles conséquences on
en peut déduire a I'égard des surfaces

u(@y,...., xp) = const.
10. Différentions I’équation (4) par rapport & x,, nous aurons
2 (vewi) (Sutin— 28uur)
oz,
ik

+2 viwr[(UsUigmi+...) +(Umi Uikr+...) — 2(Ugy Uimy =+ . .)
ik
— (U Ukmi+...)] = o;

multiplions alors par ¢, les deux membres de cette équation et
faisons la somme des équations analogues relatives aux diverses
valears de 'indice m(m =1, ..., n), nous obtiendrons la nou-
velle relation

Zv;wktm )(u, Uikmy—+ooo) — 2[(Umiiny +. .. ) 4+ (Uit Ukmy . . .)
ik,m

+(ukiuiml+- .o )]‘ +3 2 "iwktm(uml Uik +-.. )

i,kym

0
+ 2 tm m("iwk) (Suttix— 28 ,ux) = o,

ik,m

ol nous avons mis en évidence une partie symétrigue par rap-
port aux trois systémes distincts de solutions ¢, w, t, partie qui,
seule, renferme les dérivées du quatriéme ordre de la fonc-
tion u.

Les équations (4) entrainent donc toutes les équations du troi-
sitme ordre qu’on obtient en écrivant que la partie non symé-
trique du premier membre des relations précédentes ne varie pas
par une permutation quelconque des solutions ¢, w, ¢. Chaque
combinaison de trois lettres distinctes ¢, w, ¢ donne deux de ces
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relations, que nous écrivons

1

0
Z tm S'x—' (viwi) (Su Uik — 281{; uk) +3 Z "i“’ktm(umi uikl+---)
m

i, k,m ik,m

"]
BG){= 2 Ym 3}—(’1 ch) (su Uik — 28,“. ug)+3 E i w iV m(Umy Wiy —+...)
m

i,k,m ik,m

0
= Zw,,, Fr (vitr) (Su ik —28u,ur) +3 2 01t W m(Umt Uiky—.e.)-

i,k,m ik,m

Ces équations, au nombre de (n—1)(n ; 2)(2 =3, sont-elles

nouvelles, ou bien sont-elles des conséquences algébriques des
équations (4)? Cest ce que nous allons examiner.

11. 1l est nécessaire tout d’abord d’établir un certain nombre
de conséquences des relations

2u,~v,~= o, ZV,'W;: o, zu”,vgwk=o (v#w),
i i ik

qui déterminent les rapports des ¢;, w;, ....
Différentions par rapport & z,, I'équation

2 Uivy= 0,

00,’
E Uim Ot E ut-d-z— =o,
m.
i

i

nous aurons

et, ensuite, en multipliant par ¢, et sommant convenablement,

0v;
2 UimVilm —+ 2 Uitm, d_z—,; =0,
im i,m
on peut conclure, en tenant compte de la relation

E UimVitm = O,

i,m

la relation

im
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que nous écrirons

(ar) Zui8:01=o,

i
en posant

Ooa oo ox
Sra =t — + lg— +... _—
¢ ‘d.l'l + ’d.l‘g + +ln dx,,

Il est bien entendu qu’on n’a pas ici 8,0 = 3,¢.
L'équation zviwiz o donnera de méme

0W1 00,‘
2 it oz, +Z wi o, 0
1

i

ow; ov;
Vil —— ity — = 0,
E i ™ T -+ E wi " o,

i,m i,m

puis

c’est-a-dire

(as) Zwa,w;+2w,8,v¢= o.

Partons maintenant de la relation

Zumvzw,,= 0}
ik

on en déduira par le méme procédé

0
E Uikm ViV g+ E |uik—"("iwk) =0,
ox,,
ik i, k
i L
puls

0
Z UikmViWklm +Z Uiktm (TF ( ViWg) = 0,
m

Lk,m ik,m

que nous écrirons

E UikmViWklm —+ E uilrst("iwk) =0,
i,k,m ivk .
ou encore

(as) 2 WikmViWiktm +‘2 awutal"i—“E Sourdiwi=o.
i k

i,k,m
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On déduira, en particulier, de ces derniéres relations, en obser-

vant que 2 UikmViWilm est symétrique par rapport aux trois sys-
i,k,m
témes de solutions ¢, w, ¢, les deux relations

stu,-a,a,- +28.,u,~8, wy
i i

(@) =28wu13‘,ti+28¢u,-8,,w,-
i i

=2 Sousdyt; +2 Seuidyv;.

Enfin, on déduira immédiatement de

Euikv;wk= o

i,k

la relation

I(viwg)
2 uikm"iwkum""z ul/‘:um'_'i =0,

o,
i,k,m ik,m
que nous écrirons
(as) 201Wk3u ulk+28wu18u"i+260uk8u Wg= 0.
ik i k

12. Les relations dont nous aurons besoin ensuite renfermeront
explicitement les diverses racines A,, Ay, ... de ’équation

A(N) =o;
nous obtiendrons ces relations en partant du systéme
2 Uivi=0,
i

Zuikvk=)\yvi+ Mo Uy (t=1,...,n)
k

On peut, en effet, en conclure par différentiation

o ov; oAy [T
zullcm"lc'*‘zulkg = aa—+015—;—+p,u1m+u;?:
m m m
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puis

oy 00;
Eu VW Eu Wi——— = A Ew-——+ Eu wi
- ikmVEWi+ kWi Fr v . L e {im Wi,
1, 1]

ik

i
et enfin
o 1 dv;
Uikm kWit +2u Wil =—— =\ Z‘a»t —_
2 tkmCEWitm kWi mdxm v i mdxm’
i,k,m i,k,m i,m
que nous écrirons
(as) 2 ulkm"lrwitm""‘z Swurbior=1X, Ewi&vi-
i,k,m k i
Nous déduirons de la comparaison de cette relation avec I'expres-
sion déja obtenue pour
E Uikm VkWilm [¢f. (as)]
i,k,m

la nouvelle relation

28,%8, W= — )\,Zw,-'d‘,vi.
k i

anukagi’k: —_ )\wz"istwh
k i

et par conséquent aussi, d’aprés (a,),

On a de méme

(aq) )\wzs‘,uk&wk—y—)\,z&wukstvk:o.
k k

Portons les expressions que nous venons d’obtenir pour

ES,ukS,wk et pour stukS,uk dans les relations (a,), nous
3 *

aurons

)\,Z Wil 0y )\wzvistw,-

i i
= )\,Zw,a,tﬁ- )\wztiaowi
= )\‘,Etlswvi -+ A Zv‘awt,',

i
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c’est-a-dire

(as) (hp— xw)zwiaw,=(x,_ Aw)zms‘,t;:(l,,— x,)ztiawv,: Q.
i i i

La valeur commune Q de ces trois quantités est d’ailleurs,
d’aprés (a;) ou (a,), la somme symétrique

2 UikmViWitm.
i,k,m
Nous obtiendrons de méme facon la relation

dvk
Uikm WiVkUm—+ Ui Wil ———
o d‘z‘lll

i,k,m i, k,m

0v;
=N\ Elwir Um—+ Py Eluimwium;
T m

i,m i,m

que 'on peut écrire
2 W04y Uik —+ 2 Bw UpCy V= Ao 2 WOy Vit }LuE w;ily U,
i k k i i

Comme, d’autre part,

E UimWi= )\wwm‘*‘ Mw Um,
i

E Uim Willm = My E u} = pydyu,

i,m m

on aura

et il restera simplement

Ewivksu ullc""‘zawuksu"k: )\vzwiau"i"‘ o how O 12,
ik k i

et si nous comparons celte relation avec (a5) nous en conclurons

(asg) -—ES.,ukB,,wk=)\.,2w{6uv,-+ Mo w8y u.
k i

13. Ces relations auxiliaires établies, nous revenons & I’examen
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des équations (5). Nous commencerons par les écrire sous la forme
abrégée

2 Buuir— 28,ur)| wi(8evi— 8o ti)+ 08w — £;8, wi]
(6) ik

.
+3 z wi g (vi8eur — 8, ur) = o,
ikl

en posant, comme plus haut,

o of

Sy =2y — +... —_—

af =2 oz, e dn ox,
Les équations

(1) Euik"k= Aot oty

qui servent de définition aux X et aux y, donnent immédiatement
Sruy= )\;[[ -+ Py,
Sour= hpvi+ poy,

et la seconde partie du premier membre de I'équation (6) prend la
nouvelle forme

3(Ar—20) 2 Uik Viwrt
ik 1
[l
+3p.,29,~wk(8uu,-k—26uiuk)
i k
—3 HVZ tiwlc(auuik - 2811;“1:)}
i k
quand on y remplace 31, et 8,u; par leurs expressions a l'aide
des A et w; on voit qu'en raison des relations du premier
groupe
Evtw(auum— 28y, ur) = o,
i k

elle se réduit au seul terme

3()\1— )\g) 2 UiptViWwily.

i, k1

L’équation (6) s’écrit donc, aprés avoir divisé ses deux membres
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par (A:— X,), supposé différent de zéro,

E Uik1Viwkll

ikl
(7)

I
-+ m— E (Buu,-k-— ‘28"‘-111,-)[“/'[‘(6;9[—— 60t1)+ v,ﬁ, Wy — t,-c';‘.wk]= 0.
v
ik

Nous remarquons immédiatement que son premier lerme renferme
symétriquement les trois systémes de solutions ¢;, vx, o;; les deux
équations (5) que nous avons formées pour les trois systémes
différents ¢, w, ¢ se ram¢nent donc a I'équation précédente et a
celle qu’on peut déduire en permutant deux lettres ¢ et w ou ¢
et w qui n’y figurent pas symétriquement. En éliminant la partie
symétrique en v, &, £, on aura les équations du nouveau Lype

(lt—)\w)E( Sultif— 200, u;)[wi(8,0i— 8yt;) + ¢; 0 wyi— ;8w ]
i k

=(h—20) P\ (Buttir— 28, u) [04(8 wi— By 1)+ wiBeor— tidwosl,
ik

®)

qui s’écrivent encore, en groupant convenablement les termes, eu

égard a U'arbitraire qui subsiste dans les indices souslesigne 2,

zwk(auuik_ 2611;“/;)[()\«/—)\“))3! (3 *()\t —_ )\n’)b\vti]

ik
(9) +2 Vk(au uik—ﬁsu.-uk)[()\t"“}\o)awti —()\w_)\v)atwi]
ik
+2 t (8w it — 280, [(Aw— )8y i —(ho— h¢)Bpo] = 0.
ik

Ainsi, chaque combinaison de trois lettres distinctes v, w, t
donne une équation du type (7) et une équation du type (9).

14. Nous allons d’abord transformer ces derniéres.
Posons, pour simplifier I'écriture,
Uik = 8y tir. — 284, ur,

ce qui permet d'écrire les équalions du premier groupe sous la
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forme

ZUg‘viwk= 0.
ik

Les relations

E Uiv; = 0, E Viw;= 0

nous donneront évidemment

2 Upeve= Lovi+ My uy,
*

en désignant par L,, Ly, ... les racines d’une équation d’ordre

(n —1) facile & former [on déduit simplement cette équation de
I’équation
A(A)=o,

en y remplagant u; par U;], racines toutes inégales d’ailleurs
dans le cas général.
Portons ces valeurs de

ZUika, EUH“’I;, zUlktk
k k k

dans I'équation (g), elle deviendra

(10) ¥ (Lywi+ Myun)[(ho— Ap)Be0i— (he—Ay) o ti]+... = 0.

Mais nous avons établi plus haut les relations

(ay) Zuisr"i=°1

(@) (o= D) B wideoi=(he— Do) D widoti=(ho—he) P tedwor,

en partant des relations

E u;jvi=o, E Viw;= 0, E Uik ViWE = O,

i i ik

qui définissent les rapports des ¢;, wi, .... Il en résulte que les
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coefficients des éléments L, M,, ... dans le premier membre
de (10) sont tous nuls.

Les relations (10) sont donc identiquement satisfaites.

.

Il reste simplement a étudier les relations (7), qui sont en

)(rn—2)(n—3)

n— .
nombre ¢ 5 ; nous nous servirons, pour les trans-

former, des relations

(as) 2 UikmViWhktlm = )\oz“’iat"i—f‘ )\wz"iat Wi,
P "

i.k,m- i

ui s’écrivent, en tenant compte des
q ’ p

(a2) 2W13:0i+20i3twi=0,
i i

sous la forme

Z UikmViWitm=( Ao— )\tv)E w80,
i

i,k,m
et aussi des relations

EUMW:= Levoi+ M, u;,
k

que nous venons d’établir.
Si, aprés avoir multiplié I'équation (7) par (A,— X\,), nous rem-
plagons respectivement
2 UikeVivkll
ikl
et les sommes telles que ZU,y,Wk par leurs expressions données

k
par les relations qu’on vient de rappeler, cette équation (7)

prendra la forme

3(he— l.,)(l,—)\w)ZWiS,v;

+ szwi(st"i“‘ 3.t + sz ui(8e0;— 8, t;)

13
(11)
—+ Ly kaS,wk -+ MVZuksth
k k
— L, ztkspwk — M, ZukS.,wk = 0.
k k

XXXVI. 8
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Elle se réduit immédiatement en vertu des relations (a,) el (a,) &

[30%— %) (ho— M)+ Ly— Lo] ¥ wideos+(Lp— Le) Y, 118, wi=o,

et les relations (as), qui donnent

(Ao— )\w)z widwi=(Ap— )")2 t;8,wy,

permettent de I'écrire définitivement sous la forme simple

) g zi«vta,v.-[a(x,~m<xu~ ) (Aw—Ae)
-+ Lw()\,,— )\g)-l- L‘(kw-—- lp)_"— Lp()ng—)\w)] =0,
ol la syméirie qu’elle présente est mise en évidence.
On en conclura done, sauf les cas, évidemment exceptionnels,

ou les racines des deux équations en \ et L sont liées par les
(n—1)(n—2)(n—3)
6

relations

0=3( — )w)()w— )‘w)(kw‘— lt)

3
(13) “ LyOy— )+ Le(rp—ho) + Lo(he— Ay,

ou par quelques-unes d’entre elles, les relations
(14) Zwi310i=0,

ou w, t, v sont trois lettres différentes.
Mais. ces relations (14) sont précisément, ainsi qu’il résulte de
I’identité rappelée plus haut,

2 Wigrviwrt;={(hp— )‘“’)2 Wil v;,
i

i, k1

les relations

(15) Zumviwktz=0,

i, k1

qui expriment, d’aprés M. Darboux (*), que les lignes de courbure

(1) Cf. Lecons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes,
§ 77, p. 136. '
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de chacune des surfaces « = const. sont coordonnées. Nous avons

donc établi, dans le cas général, que les équations en nombre

(n—1)(n—2)(n—3)
6

tions envisagé par M. Darbouz sont des conditions d’intégra-

bilité des équations du premier groupe.

qui constituent le second groupe d’équa-

15. Considérons maintenant le sysiéme des équations, en
(n—1)(n—2)(n—3)
6 b

nombre
(15) Zu,-;,,v,-w“,: o,
i k1
ou les rapports des v;, wx, &, ... sont définis par les relations
(a) Euiv,'= 0, 20,‘(&',’: 0, Zu,'koiwk= o,
i i i k

et proposons-nous d’en étudier directement les conséquences.
Nous avons vu que les relations qui déterminent les rapports
des ¢;y Wi, t, ... permettent a elles seules d’écrire

2 WiktViwrt;=(hp— )\w)E widevi;

ik

on peut donc conclure des relations (15) les équations
Zvv;&, p;=o.
i

On a, d’autre part, en vertu de ces mémes relations (a),

(ay) 21”8;0,‘: 0.

i

E ai8g0i= o,

i

Des relations

ol a; représente une des (n — 2) quantités w;, ..., u; (autres que
¢; el ¢;), on peut déduire immédialement

(16) Sevi=Alv;+ Al¢; (i=1,... n)
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en désignant par A}’ et A}’ deux coefficients convenables. Il suffit
d’observer pour cela qu’on connait deux systémes de solutions
linéairement indépendantes X;=1¢; et X;= ¢; pour les relations

2 ;X;= o,
i

et que les déterminants d’ordre (n— 2) formés avec les coefficients
de (n—2) des X; dans ces relations ne peuvent étre nuls ala fois,
puisque les (n — 2) directions définies par les systémes a, ..., a
sont deux i deux orthogonales.

Ces relations (16) sont extrémement importantes; en voici une
conséquence immédiate.

Considérons les deux équations linéaires aux dérivées partielles
9, 9
Vh=Fugl=ss=0, TH=NuiL =uf=o;
elles formeront un systéme complet, puisque I'on a

9
v, T]=2 0—‘5;(8«2:'—- 8¢0:)
1
et que
Soti—dpos=(AY — A )os+(AY — AY) ti;
elles ont par conséquent (n — 2) solutions communes. On conclut

de 12 en raisonnant de proche en proche que le systéme formé des
(n — 2) équations

8 f=o, 8:f=o,
(d’ot 'on a exclu 8, f et 8,,f) est complet et admet deux solutions

distinctes. On sait que la fonction u est I'une de ces solutions,
soit w 'autre; on pourra évidemment écrire, puisque 1'on a

E Viw; =0, E tiw;= o0,

et que les w; ne sont définis qu’a un facteur prés,

Wi ow ou .
‘—dzg+ vy (i=1, ..., n).
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Pour que les w; soient les dérivées d’'une méme fonction, il fau-
drait donc en outre

oz ox; Oz ox; ox; 0xy 0

c’est-a-dire
Ny = Fy(u).

E Uiwr=0

donne d’ailleurs la valeur de N, puisqu’elle peut s’écrire

ou ow du \?
a:m““wZ(az) =o.

Si I'on veut que les w;, ¢4, t;, ..., dont les rapports sont donnés
par les relations (a), soient, en tenant compte des équations (15)
qui expriment que les surfaces u = const. ont leurs lignes de cour-
bure coordonnées, les dérivées de fonctions W, V, T, ..., il faut
donc ajouter au systéme (15) les (n — 1) équations nouvelles

La relation

ou 0Ny _ 0w ONw _
ox; oz -0_;; ox;
ou U’on a posé

Ju ow
0.1,‘,' d.Z‘i

ou \*’
2(3)
la fonction w étant complétement définie par un systéme com-
plet a deux solutions distinctes u et w, dont les coefficients sont

précisément les w;, ¢;, ... connus au moyen des dérivées premiéres
et secondes de u.

Ny =—

16. Revenens aux formules établies par M. Darboux (Syst.
orth., n°* 72, 73); nous y remarquons l'identité

u, ¢ u, w w, ¢
(%) ()=o)
u u u, u

XXXVI, 8
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qui s’écrit, lorsqu’on ordonne par rapport aux puissances des o;, Wy,

(a) zoiwk(suu&,‘. wp— Sy u; Sy up) = o,
i,k

et qui permet de ramener les équations du premier groupe a

la forme
2 viwrHir= o0,
i k

1
e =8uu=2u§.
i

Cette identité (a) est déduite par M. Darboux d'une relation
plus générale ot 'on a di supposer les ¢;, w;, ... proportionnels
aux dérivées d'une méme fonction, c’est-a-dire n’est établie que
dans ’hypothése ou les surfaces «=const. font partie d’un systéme
complétement orthogonal, mais il est manifeste qu’elle subsiste
dans tous les cas.

Nous avons en effet, dans tous les cas,

o l’on a posé

2 Uik = Np0i—+ o Uy,
*

et par conséquent,
Zuikui9k= *“‘2 ul=p,d,u;
i,k i

on aura de méme

2 Uk Ui Wi = Py 8y U,
i k

et, par suite, en multipliant membre 4 membre,
u, v\ fu, w
= Sy u)l.
( u ) ( u ) F“’HW( “ )
Mais, d’antre part, les relations

2 Uik Ok = Mo Vi o Ui, 2 Uik W= Ny Wi+ WUy
k k
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donnent, quand on les multiplie membre &4 membre et qu’on fait la
sommation par rapport a i,

<Z” t):ZS,uiﬁwu,-: 7\,.)&“,20; Wi+ )\.,I.Lwau(
i

i i

+ lwp,Zw;u;+ y,pwzu},
i

i

c’est-a-dire simplement

(0’ W) = p.,p.ws,,u.

u, u

On a donc bien, dans tous les cas, comme nous P’avons annoncé,

u, o\ [u, w 0, w
=3,u .
u u u, u
Cette remarque nous sera utile pour I'examen du cas particulier

ou les surfaces u = const. forment une famille de surfaces paral-
léles, c'est-a-dire satisfont a I’équation

Spu=1.

Si 'on suppose que les surfaces u = const. sont paralléles, on
aura les égalités successives

E ur=r, E Ui = o,
i

i

2 ui Uik + 2 U Uik = O,
i

i

et, par conséquent, on peut conclure des relations

Zumuwk= yuzu,’

i k i
que tous les coefficients p,, pw, ... sont nuls. On sait qu’alors
aussi toutes les équations du premier groupe de M. Darboux, qui
peuvent s’écrire

201 wiHuy=o,

ik
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sont vérifiées et qu’il n’en est pas de méme des équations du second
groupe,

Z UikiViWiti= 0,
ik, 1

qui expriment que les lignes de courbure de chacune des surfaces
u = const. sont coordonnées.

Comment expliquer ce fait?

Nous avons, dans le cas qui nous occupe,

E Uive= Novi

k
et aussi

EU,kok= Lyvi+ M, u;.
k

Mais ici, d’aprés une égalité écrite plus haut,

Uie=(8uttir— 28y, ur)=— 38, up=— 32u,—,-uk,-;
Jj
il en résulte donc

EU:‘kvk= —_ 32 UijUkjVry
K ik

ou encore
2U1k9k= — 32&“,-)\00]: — 3220,
k j

On a par suite
—3A20;= Lyo;+ M, uy,
etil est facile de montrer que M, est nul : cela résulte de la suite
d’égalités
Z-Umuwk:— 32 Eﬁw,'= 0= L,Z wiv;+ _M,.Z ul.
ik i i i
Les fonctions L,, ..., L,_, sont donc telles que

L,=—3)3,

et cela suffit a expliquer le paradoxe apparent.
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On connait en effet I'identité algébrique

(a—0b)(b—c)(c—a)+a(b—c)+ b2 (c—a)+c(a—b)=o,
et il suffira de remplacer L,, Ly, L, ... par leurs valeurs dans les
équations (12),

('2) 2(»,-8,01[3()&,——1‘,)()\0— )\w)()\w— Rt)

+ Lp(Ae—Ae)+ Le(Qp—2o)+ Ly (Ae— Ap)] = o,

pour reconnaitre que tous les seconds facteurs sont identique-
ment nuls.

On ne peut donc pas conclure, dans ce cas particulier, des
conditions d’'intégrabilité des équations du prcmier groupe, les

relations
E w;idivi=o0
i

qui constituent le second groupe d’équations de M. Darboux,
c’est-a-dire que les équations du premier groupe ne sont pas suffi-
santes pour que les surfaces

u(xyy ..., xp)= const.

fassent partie d’un systéme complétement orthogonal.

17. Les résultats analytiques que nous venons d’obtenir con-
duisent & quelques questions qu’il serait intéressant d'élucider;
nous nous bornerons ici a les énoncer.

On a établi que les équations qui constituent le premier groupe
de M. Darboux forment un systéme différentiel décomposable, en
ce sens qu’on obtient les conditions d’intégrabilité de ces équations
en égalant 4 zéro un produit de deux facteurs, ce qui donne lieu a
des conclusions différentes suivant qu’on annule I'un ou I'autre de
ces facteurs. Il en résulte que le systéme initial conduit & un trés
grand nombre de systémes distincts : les extrémes, qu’on obtient
en annulant tous les facteurs de méme Lype, sont compatibles et
nous connaissons la signification géométrique de I'un d’eux, relatif
aux systémes complétement orthogonaux. Quelle est celle de
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l'autre? Combien y a-t-il de systémes compatibles distincts? Com-

ment les obtient-on? Quelle est leur signification géométrique ?
Quelle est également la signification géométrique de 1’équation

en L, analogue a celle qui détermine les directions principales sur

une variété
u(xyy ..., Zp)= const.

que nous avons rencontrée?



