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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN THEOREME DE WEIERSTRASS;
Par M. E. Goursar.

1. Le théoréme dont il sagit, qui est aujourd’hui classique,
s'énonce ainsi : S¢ F(z, 23, ...,2p,y) est une série entiére
en Xy, Tay ..., Tp, ¥, convergente tant que les modules des
variables restent plus petits que des nombres positifs ry, rq, ...,
I'py 0, et si le développement de F (o, o, ...,0,y) commence par
un terme de degré nen y (n>o), on a identiqguement

F(zy, 2y, ..., Zp, ¥)
=(yrt+aytt4...H+ apa Yy +ay) ®(x, ..., 2, ¥),

)

ai, Qg ..., a, élant des séries entiéres en x,, ..., xp, qui s’an-
nulent pour x,=x,=...=xp=o0, et ® une sériec entiére en
Zyy oy « ey Tpy ¥y avec un terme constant diflérent de zéro.

On trouve la démonstration de ce théoréme, que Weierstrass
donnait dans son enseignement depuis 1860, dans le Tome II des
Mathematische Werke von Karl Weierstrass (p. 135). On peut
aussi le déduire des théorémes généraux de Cauchy (*). Ces deux
démonstrations font appel a des notions assez élevées de la théorie
des fonctions analytiques, tandis que le théoréme est en lui-
méme d’une nature élémentaire. La démonstration ci-dessous ne
s'appuie que sur les propriétés les plus simples des séries
entiéres.

2. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lemme. — Soit F(y) une série entiére

(1) F(y)=A+Ay+...+ Apyr+.. .,

(') Voir le Traité d’Analyse de M. Picard (t. 1I, 2¢ édition, p. 263) ou le
Tome Il de mon Cours d’Analyse (p. 284).
XXXVI. 1}
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dont les coefficients sont des nombres réels et positifs, et qui
est convergente pourcu qu'on ait |y |Sp, le nombre o étant lui-
méme positif.

Imaginons qu'on remplace dans cette série y", y*+!, ynt2, ...
par les polynomes de degré (n—1) en y qu'on déduit de la
relation

(2) Y=o+ My oot P B

OlL oy Pay +o oy Py sont des paramétres. Le résultat de la
substitution est un polynome de degré n—u en y, dont les
coefficients sont des séries entiéres en o, phy, .-+ ¥n_y qui ont
des rayons de convergence différents de zéro.

De I’équation (2) on déduit, en eflet,
(3) YVEP= o ¥P 4 Py yPH L gy YR

si 'on pose pour un moment y™=uy, on a une relation de ré-
currence

(4) Un+p= polUp—+ Pyllpr1~+. ..+ Pp—qUn+p-1 (P=0al:2'-')

permettant d’exprimer Uu, Upqiy -y Unyp, ... au moyen de u,,
Uiy ooy Up_y- SOIL
(3) Unrp= QP U+ @Fuy+... ¢k _ Uny

la formule qui donne w«,,p en fonction de wo, @y, ...,y tp_y; il est
clair que o}, o, ..., ¢f_, sont des polynomes en o, pty, ..., Py
dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs.

Il suffit de remplacer dans cette relation u; par y¢ pour avoir
I'expression générale de y**7 au moyen de y, y2, ..., y" ' :
(6) P =¢f 4ol y .. P  yn-i,

n—1

En remplagant y”, y#+!, y#+2 . par leurs expressions dans la
série donnée F(y), on obtient un polynome de degré (n — 1) eny
dont les coefficients sont des séries enliéres par rapport aux para-
metres [y, [y, -.., fa_i, lous les coefficients de ces séries étant
des nombres positifs. Pour prouver que ces séries ont des rayous
de convergence non nuls, il suffit de montrer qu'elles sont con-
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vergentes quand on prend pour o, Wy, ..., ptu_y des valeurs posi-
tives inférieures & un nombre positif » convenablement choisi.

Soient ry, ra, ..., ra les racines supposées distinctes de
I'équation

) PR= oA .o g PP

la solution générale de la relation de récurrence (4) est, comme il
est bien connu,

Um = C|("|)’”+ C!("!)"t"" (e C,,(I‘,,)"‘,

Cy. Cy, ..., C, étant des coefficients arbitraires. Pour en déduire
Pexpression générale de y™ en fonction de y°, y, y2, ..., y"~',
il suffira de choisir les n coefficients C,, C,, ..., G, de fagon
qu’on ait

Uy =1, m=y, ul‘——}’,v ey ll,,-l=.}’"_‘,
et ’on obtient finalement
yr=PUy)ri+Pu(y)ry ..+ Pa(y)rp (m=o0,1,2,...),

Pi(y), Pa(y), .-y Pa(y) étant des polynomes de degré (n — 1)
a coeflicients constants. En remplagant toutes les puissances de y
par les expressions correspondantes dans la sérvie F(y), le résultat
de cette substitution est un polynome de degré (n —1)

F(ri)Pi(y)+F(ry) Po(y)+...+~ F(rp)Pp(y).

Les coeflicients de ce polynome seront représentés par des
séries convergenles, pourva que | 7|, [Fa]y -.., | 7« soient infé-
rieurs 4 0. Or, lorsque les paraméires o, iy ..., tn_¢ tendent
vers zéro, les n racines de I'équation (7) tendent aussi vers zéro.
Soit 7 un nombre positif tel que les modules des n racines r,,
I3y« ..y Ipsoient inférieurs a o lorsque les modules de wo, w4, ...,
#a_y sont plus petits que r. Si Pon prend pour g, phiy ooy By
des nombres positils inférieurs a 1, on voit que les séries entiéres
en o, Kiy -+-y Yoy qu'on oblient par la substitution précé-
dente dans la série (1), seront convergentes. C. Q. F. D.

Si P’équation (7) avait une racine multiple r(, dans I'expression

m n

générale de »™, il entrerait des Llermes en m 1’y m? 17, ..., mais

la conclusion ne serait pas modifiée.
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Il est possible de généraliser ce résultat. Considérons une
série enliére a p + 1 variables F(z,, z,, ..., Zp, ), admettant
des rayons de convergence différents de zéro. Si 'on -effectue
les mémes subslitutions que dans le cas particulier précédent,
on obtient encore un polynome de degré (n—1) en y dont les
coeflicients sont des séries enlidres en x,, Z3, ..., Zp; Mo,
By -e-y Mn_y, €t tous les coefficients de ces séries se déduisent
par des additions et des multiplications seulement des coefficients
dela série F(z,, ..., zp, y).

Pour démontrer leur convergence, on peut donc remplacer cetle
série I par une série majorante telle que

M
(), Ty ooy Tpe = - N
(2, 3 Zp.y) (l ,7;,)( s ( x,,)< _y)
—_— j— —)eeof{1— =L | o—
\ a) as a, 4

Or, si I'on elfectue dans celte série auxiliaire les mémes substi-
tutions, le coefficient de y”~i dans le résultat est égal au produit
du facteur

5 5)

ay a,

par le coefficient de y"~¢ dans le polynome obtenu en effectuant
ces substitutions dans la série

P A
° P

p

La substitution est donc légitime, quelle que soit la série entiére
F(z, 23, ...,2p, y), pourva qu’elle ait des rayons de convergence
différents de zéro, ct que les modules de o, iy - -y Pny soient
suffisamment petits.

Si oy iy -« -y pa_t sont remplacés par des séries entiéres en yy,
Y2y -+ Yqy Sannulant pour yy=y,=...=y,= o0, et admetlant
des rayons de convergence non nuls, on sait, d’aprés les pro-
priéiés générales des séries enliéres, qu’on pourra aussi ordonner
le résultat suivant les puissancesde x,, Za, ..., Zp, Y1, Y2+ -+ 3 Vg-
On peut d’ailleurs supposer que quelques-unes des variables y,
sont comprises parmi les variables &y, rs, ..., Ip.
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3. Considérons maintenant I'équation
(8) ¥r=90(Z1, T2y .y Tp) + Y P14 YrOy+yi+loy 4.,

dont le second membre est une série entiére en z,, 3, ..., Zp, ¥,
admellant des rayons de convergence diflérents de zéro, qu’on
écrit en I'ordonnant par rapport aux puissances croissantes de y-.
On suppose, de plus, que les (n + 1) fouctions ¢, Pry ovy Pa
sont nulles pour z,=2x,=...=xp=o0. Dans ces conditions,
cherchons a déterminer n coefficients uy, w,, ..., t, 4, tels qu’en
posant

(9) P= U+ Uy .o Upy YL,

puis en remplagant y”, yrtt  yn¥3 par leurs expressions au
moyen de gy Uyy ooy Uy_1y ¥y - - -, 3" " déduites de la relation (g),
dans les deux membres de I'équation (8), on obtienne deux poly-
nomes de degré (n —1) en y dont les coefficients soient iden-
liques.

De la relation (g) on déduit successivement

Yl =y Yyt U Y L
Y = eyt +uy YR A Up3 YT L,

y!u—l P uo}"‘" B

les termes non écrits étant au moins du second degré par rapport
A Woy Uyy ooy Up_y; quant a 27, y2utt o ls s’expriment par
des polynomes dont les coeflicicnts sont au moins du second
degré par rapport a ue, Uy, ..., Uy_y. Ensubstituant dans les deux
membres de I'équation (g), on a, pour déterminer uy, u,, ...,
Un_y, les n équations

Uy =Qo+ UPn—+...,

u =01+ UG+ UgOpyt+.in
(10) L 91 19+ UoDn+1 )

ces e ae cee e seec, 0000000000000y

Up—1 = Pp—t+ Up—1Pn+ Un—2Pn+1—+. ..+ UoPan—1+. .y

Jes termes non écrils élant des séries enliéres en g, Uy, ..., Uy_y,
dont tous les termes sont au moins du second degré en wu,,
Uy, ooy Up_y- A ce systdme (10) on peut appliquer le théoréme
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général sur les fonctions implicites (*). Pour 2, =...=2,=o,
ce systéme admet les solutions ug=o, ..., u,_,=o, et la valeur
correspondante du déterminant fonctionnel est égale & I'unité. On
en déduira donc pour u,. Uy, ..., u,_, des séries entiéres ordon-
nées suivant les puissances de z,, z,, ..., Zp, s’annulant pour
Zy=x3=...= xp=o0, el salisfaisant formellement anx équa-
tions (10).

Ces séries sont convergentes pourva que les modules des va-
riables x; soient plus petits qu'un nombre positif p choisi conve-
nablement. En eflet, il résulte des lemmes précédents que les
seconds membres des équations (10) sont des séries entiéres en z,,
Ty vy Tpy Ugy Uy, -+ .y Un_y, qui admetlent des rayons de conver-
gence dilférents de zéro. 1l en sera donc de méme, d’aprés le théo-
réme général sur les fonclions implicites, des séries enliéres
Uo(ZyyXay ooy Xp)y vy Un_y(&yy X2y ...y Xp), oblenues par la
résolution formelle des équations (10).

La démonstration du théoréme de Weierstrass est maintenant
bien facile. Soit

(11) F(zy, 2y, ..., Zp,y)=0

une équation donl le premier membre est une série entiére en x,,
Z3y ...y Tp, ¥, avec des ravons de convergence différents de zéro,
telle gqu’on ait

F(o,0,...,0, ) =Apyn+ Appqyn+i+...,

le coefficient A, étant différent de zéro. En divisant par ce
coefficient, ’équation (11) peut se mettre sous la forme (8), ou,
ce quirevient au méme, on peut écrire

(12) F(@yy ooy @p, ) =y — Q0= Q1 Y= .= @u Y — Qs y*+ ...

Ayant déterminé les séries ug (24, .oy p)y covy Un_y(Zyy ooy Tp)
comme il vient d'étre expliqué, posons

(13) Yr=Uo+ WY o U Y0,

v élant une variable auxiliaire, et remplacons, dans F, y7, "+,

(') Voir, par exemple, lc Tome I de mon Cours d’Analyse (p. §50).
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y"+2, ... par leurs expressions déduites de la relation (13). Le
résullat de cette substitution est un polynome de degré n — 1 en y,
dont les coefficients sont des séries entiéres en z,, Z3, ..., Zp, ¥,
admettant des rayons de convergence non nuls,

Qo(Z1, ooy 2py 9) +Quy +. .. +Quy yrt.
D’aprés la facon dont on a déterminé u,, .... u,_,, toutes ces
séries s’annulent pour v = o, quelles que soientL z,, x3, ..., zp.

On peut donc encore écrire le résultat de cette substitution

vR(zy, zsy ..., zp,v),
R étant une série enticre en z,, z,, ..., Zp, v dont les coelficients
sont des polynomes en y de degré n — 1 au plus. Sil’on remplace,
dansvR,vpar y"—ug—uy ¥y —...—us_y y" ', celarvevient a faire

la substitution inverse de celle qui conduit de F a ¢R. On retom-
bera donc sur la fonction F elle-méme; mais R(z,, z,, ..., zp, ¢)
se change en une série entiére en x,, x,, ..., Zp, y. Par suile, on
a identiquement

F(zyy gy o, Tp, ¥)
=(yr—Up— U Y — o — Uy Y1) S(Z1, Ty oy Xp, YY),

S désignant une série cntiére en xy, T3, ...,.Zp, ¥, avec des
rayons de convergence dilférents de zéro. Le coelficient de »”
dans F(o,0,...,0,y) élant égal a 1, il est clair que le terme
constant dans S est égal aussi a 'unité.

La démonstration précédente montre comment I'on doncalculer
les coefficients a,, ay, ..., a, du polynome de degré n en y qui
figure dans l'identité (I). On les obtient par la résolution d’un
systéme de n équations simultanées de la forme (10); ces équa-
tions permettent de calculer de proche en proche autant de termes
qu’on voudra des développements en séries de ces fonctions.



