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DES BEQUATIONS MAJORANTES .

Par M. A. PerrET.

1. Etant donnée I'équation

wm_._.f(.z‘, Tyy oooy Tp) =0,

nous appellerons éguation majorante de cette équation toute
équation
Xm—F(X, Xy, ..., Xp)=0,
ouF(X, Xy, ..., X,) est une fonction majorante de f(z, z,, ..., z.)
supposée holomorphe.
Counsidérons le systéme des n équations a n inconnues

z,— filxy, ey ..., Ty) =0, Zy— folZy, ..., ) =0, ey

xi— fi(®y, ..., Tp) = o0, Ceey Tn— fn(®y, ..., Tpn)=o0.

()

Si les premiers membres de leurs équations majorantes,
X;—F:(X,, ..., X,), {=1,2,...,n, sont nuls ou positifs pour
le systéme de valeurs positives X9, X3, ..., X, les équations (1)
admettent un systéme de solutions, #, ..., % satisfaisant aux

XXXVII, n
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inégalités

X}

v

| 29|, ceey X?;Ixﬂ, nglx‘,’; .

On pourra I'obtenir par la série de Newton, en négligeant dans
les équations (1) les termes d'un degré supérieur au premier,
résolvant les équations du premier degré ainsi obtenues, posant

’
= u) + @,

u} étant la valeur obtenue pour z; et opérant sur les équations
en z; comme on a fait sur les équations (1). On obtient ainsi
n séries absolument convergentes pour z9, ..., z%:

D= ul 4w ...+ uf®.. ..

En effet, en opérant de méme sur les équations majorantes
('l) X,—F,(X,, ...,Xn)=0, ey X,,—F,,(X., ooy X,,):O,

on obtient, vu 'hypothése faite, des quantités U toujours posi-
tives et supérieures aux modules des quantités u correspondantes.
D’ailleurs, les limites des séries

E=U! 4+ U4 4 U

sont inférieures respectivement a X?. De plus, les transformées
successives peuvent se mettre sous la forme des équations (2). Il
en résulte que pour des systémes de valeurs X, ..., X,, inférieures
respectivement, mais infiniment voisines de &, ..., £, et par con-
séquent pour ces derniéres mémes si le déterminant fonctionnel
des équations (2) n’est pas nul pour Evy ooy Eny les équations du
premier degré en yy, ..., ¥n,

Yi— A‘l’ '—‘2}’1 FI!E,'(EH ceey En) =0,

yi— A = ¥ Pk oo ba) =0,

admettent pour solutions des valeurs positives, les quantités
A%, ..., A} étant toutes positives. Or, ces solutions sont des fonc-

\

tions enliéres, linéaires et homogénes des quantités A9, ..., AS, a
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coefficients positifs; si donc on substituait aux quantités A des
quantités négatives, les solutions en y seraient toutes négatives.
De la résulte I'impossibilité d’un second systéme de solutions des
équations (2), ', ..., Z,, satisfaisant aux inégalités

gB2l2 ... =2 | 77, nZ| @n |-
En effet, on aurait

)y —zy= fi(&y, ..., xh) — fi(=Y, ..., 2});

mais
lfl(xlh sy x,n) _ﬁ(“‘ga seey 1‘%)[

édlﬂi.(&h ey En) +.t dnﬁi..(ﬁn coey &u)r

d; représentant le module de la différence z; — z} :
d;: |x§-—a:,9 |;
d’ou
di+ Bl — 3 djFigy (b, +.oy En) =0,

1

B? étant des quantités positives ; et nous avons vu qu’on ne peut
satisfaire 3 ces équations par des valeurs positives des d.

2. De la on déduit facilement le théoréme des fonctions impli-
cites. Supposons que les fonctions f des équations (1) aient pour
coefficients des fonctions holomorphes d’une variable ¢, les termes
indépendants des inconnues z et les coefficients des termes du
premier degré par rapport a ces inconnues s’annulant avec ¢; soit

F(T, Xy, Xy, ..., X»)

une fonction majorante de toutes ces fonctions f;(#,, ..., z;), o
le terme indépendant des X et les coefficients de X,, X,, ...,
X, s'annulent avec T. Le systéme des solutions: positives des
n équations

X;—F(Ty, X4, +.., Xn) = o,

donné par la série de Newton, est fourni par le systéme

X,=X,=X,=...'=X,.=X,
X—FT,X, ..., X)=o0;

T étant trés petit, le premier membre de cette derniére équation
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prend des valeurs positives pour certaines valeurs positives de X ;
en général, elle aura deux racines positives pour les valeurs de T
inférieures i une certaine valeur positive t pour laquelle elle aura
deux racines positives égales, E. Pour les valeurs de ¢ ayant un
module inférieur & 7, les équations (1) auront un systéme de solu-
tions donné par la série de Newton ; on aura

£2|a? |,
et, en prenant pour z{ la valear
(k)

ud +ul+.. .+ u?,

on commelira une erreur ayant un module inférieur & 2ju'¥*"),

J
uf*" érant le terme ayant le plas grand module dans la suite des
n termes

f+1) . k ke
), g gk,

D’ailleurs, il est clair que z! est développable suivant les puis-
sances croissantes de ¢, et le rayon de convergence est au moins
égal a 1.

3. Soient I'équation
z" — f(x) =0,

-

ou
f(®)=as+ayz+...4+arzxk+...;
F(X)=Ag+ A X .. 4 ApXky. ..

une fonction majorante de f(z), Ax2|ax|. Si X?—F(X,)>o,
X, étant une quantité positive, I'équation X?»—F(X)=o0 a une
racine positive § inférieure 3 X,, et, # ayant un module compris

entre § et X,, le logarithme de 1 ——'%(—? est développable suivant

les puissances positives et négatives de x :

x
l[x— —fi—n—l] =go+ 1% + &1 &2+ .. .+ grak
1 I I
+h,;+h,;+...+hk;
= go+ G(z) + H(-';),

G(z)=g1@ + 2%+ ..+ grxk+-...,
H(z)=hx+hext+...4 bk .. ..
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On a
(1)
e~8=C)[gn— f(x)] = zre "/ =Pa(2),
P, (x) étant une fonction entiére algébrique de degré n :
Py(z) =2+ pyxnti+.. .+ pp.

Les coefficients de P,(x) sont fonctions holomorphes des quan-
tités ao, @y, ..., Ay . . . €t Péquation P, (x) = o a toutes ses racines
dans le cercle de rayon £. Si I'on suppose que les coeflicients a de
la fonction f(z) sont fonctions holomorphes d’une variable ¢,
les (n+ 1) premiers a,, a, ..., @, s’annulaat avec ¢, on pourra
assigner un nombre positif 1, tel que, ¢ ayant un module inférieur

a T, onait
zh— f(x) = e +C(x) P, ()

pour les valeurs de  de module inférieur &4 un certain nombre
positif £, ce qui conslitue une démonstration élémentaire d’un
théoréme de Weierstrass [ Mémoire sur la théorie infinitésimale
des équations et les fonctions implicites (Bulletin de la Société
mathématique, 1895)].

4. Considérons une fonction entiére de genre o, ayant pour
zéros les quantités z,, z,, ..., Zx, ... dont les modules z,, z,, ...,
Zk, - .. forment une suite non décroissante

torm (= 2) (- 2) (- 2)-

Supposons 2, <<z44.. On a

f@)=(—r e,

Zp

0= (-2 (- 2) (-2 o )

le coefficient d’une puissance de # dans Q a un module au plus
égal au coefficient de la méme puissance de z dans le produit

(o2 (oo ) 22 (o 22)

et I'équation. majorante de z,Q = o0 a deux racines positives si

~



— 98 —

pour une valeur de z comprise entre z, et z,,, ce produit est
inférieur i 2, ou

, 2y Zn z z
{(2)> — +...4+—+ -+ ey
(2)> 3 Z  Zpe1 Bn+a !
en prenant 3 =\/3,%,,,, il vient
p [#31+...+3 1
(1) 1(2)2 -"—[_'_—" +z,,+,<— +>]
Zp+1 3 % 1

Si §(z) est algébrique et de degré m, le crochet est plus petit
que m. Désignons par §,(z) la fonction ayant pour zéros z¥, ...,
z¥; 'équation majorante de degré n de l'équation $,(z)=o
aura deux racines positives pour les valeurs de p satisfaisant a
P'inégalité

[
Zn \?2
l(z)zm(zn-n) )

Dans le cas ot §(x) n'est pas algébrique, cette derniére condi-
tion devient

®
Zn \?
L(2)2A )
(2)= n<zn+l ’
A étant une quantité indépendante de n et de . ; et il semble bien
que p est de I'ordre de grandeur de n, quand » augmente indéfi-
niment, & moins que (z) soit d'ordre o, c’est-a-dire la série

convergente pour toute valeur positive de p.

Lorsque les équations majorantes de tous les degrés d’une équa-
tion ont des racines posilives, ce qui suppose I’équation compléte,
toutes les racines de I’éguation sont séparées et peuvent s’exprimer
en fonctions holomorphes des coefficients.

Il en est ainsi pour I'équation

Apx™
q~

r asg
0=1+ —+ — 2l +...+
q9 9

ot le module de a,, A, est égal au produit G}~'G}™2...C,_y,
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les quantités C étant comprises entre o et 1, et ¢>>/5. En effet,
si dans

ﬁ+a—xlT,—+...+ An—i An Anviwiy .

g7 X? +eee— ;:F IR g+

on remplace X par \ / :""'q’", en observant que
n+1

An-—i AIH-I i~ 2A,
I R T i qnu-iz’

on voit qu’on obtient une quantité négative si

1 I I
1> z(— -+ — .+ ——,—+...>,
7 ¢ 7
inégalité satisfaite si-g>/5.
Pour 'équation

x 1 z? a, xn
o=1+ =+ -~Ap—7+...+ ——— —
q 2 ' q 1,2...n g~»

+ou,

ol a, a la méme expression que précédemment, et g est compris
eotre /3 et /5, formons la transformée en y = — z2. Le coefficient
de y, est

atb,
(1.2...n) g™’

b, =1 — 2N QAp—1 Apty
" n+1 *
a un module compris entre

l+2<;l;+;‘?+...+‘q—;;+....)
ct

i ' 1 )

11— 2 -q—!+-q—i+...+ﬁ+... H

on retombe sur le cas précédent si

n? bpn_1bpyy

l>C;‘(n—+—1)2 b2

5. Le module de Q, pour |z |=3=4/2,3%44, est supérieur a

(2 6= 2) (%) - 25)
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et le logarithme de ce module a

1+ 2Sq+...+ 23 I I 3
[—;——————-" +z,,.._,(———+ +...)]l(l— “ )
Zn Z 41 3p+2 Zn+1

Ce logarithme est négatif et en général dépasse infiniment en

. . , xrn . .
valeur absolue la partie réelle de /———— lorsque n est infini.
X1Te...Tp

Mais le module de Q varie avec les arguments de z, 2y, ..., zx, ...,

tandis que le module de en est indépendant ; et dans

Ty Tg...Tp
certains cas, on peut donner aux arguments des zéros z,, z,, ...,
Zk, ... des valeurs telles que le rapport des logarithmes des mo-

xn T , . N . .
dules de Q et de ———— soil inférieur & I'uniié en valéur absolue
1&2ecn

quel que soit I'argument de z, et pour une infinité de cercles

V3n B4 -

Par exemple, posons z,=nte"a™, g étant racine d’une équa-
tion du second degré a coefficients entiers ou plus généralement
défini par une fraction continue dans laquelle les quotients incom-
plets sont tous inférieurs 3 un nombre donné. On aura

Ka =K;+¢,

K et K, étant des nombres entiers et
b
> l el > X’

b quantité positive indépendante de K. Pour K, pair et K quel-
conque entier positif ou négatif, on a

1 ]
— <
!ekaﬂi_l I - » sin ETT :b'K’
2

b, nombre positif indépendant de K. Il en résulte

1 ]
+x,’:+,(—k +x§+, +...)|<BK,

Tniq

k.. ok
zk

B étant un nombre indépendant de K et de r, en s’appuyant sur
P'inégalité
2a

|ao+a,q +.”+aqu+.“+amqm|<|—l——%l’



— 101 —

les quantités a étant positives et allant en décroissant, ¢ une quan-
tité imaginaire de module égal a 1. Par suite,

=B

- 7
Zn-+1 {— (l-i—;)

zn . .o TR
Or, 1m>y.n, il suffira donc de satisfaire a I'inégalité

Q| <B

p_p(p+2)1
"(9. s n+...)>B,

ou plus simplement
pr> 4B.

Ainsi, pour p> 2\/§, la fonction II (l — ;l;;;—a;) est du méme

1
ordre de grandeur que z* quel que soit 'argument de x, quantité

de module égal & z, et cela pour une infinité de valeurs de z.
M. Maillet a demandé un exemple d’une telle fonction : Inter-
médiaire, 19go4, page 8, question 2716.



