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_SUR LA GROISSANCE DES COEFFICIENTS
DES SERIES TRIGONOMETRIQUES ANALYFIQUES;

Par M. A. Bunt.

1. Les séries trigonométriques définissent en généraldes fonc-
tions non analytiques : la variable étant réclle, elles ne supportent
pas qu’on y substitue une variable complexe. Mais, en dehors de
ces généralités, il y a cependant le cas trés important o I'on cons-
trait une série de Fourier en partant d’une fonction analytique
définie dans une certaine couronne de Laurent; un changement de
variable exponentiel fait correspondre a la série de Laurent, valable
dans sa couronne, une série de Fourier valable dans une bande de
champ complexe.

Ce sont la des résultats exposés dans tous les Traités d’Analyse;
Jemprunte la rédaction précise qui suit & celui de M. C. Jordan
(2° édition, 1. I, p. 256):
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Soit f (3) une fonction satisfaisant & la relation

f(z+aw) = f(3)

et qui n’ait aucun point critique dans la bande comprise entre
deuz droites paralléles L, L, faisant avec I’aze réel un angle
égal a ’argument de 20. On aura dans cette bande

m=ow

(1) f(z)=2—lm-f 1+2Zcosﬂ1—r(a—z) f(a) da,
! - w

l désignant une droite de longueur 2w paralléle a L et L, et
située arbitrairement dans la bande.

Je me propose ici d'étudier directement ce théoréme; il n’en a
nul besoin en lui-méme, mais I'étude fait rencontrer certaines rela-
tions concernant la croissance des coefficients de (1) auxquelles il
ne me parait pas inulile d’arriver par une voie élémentaire.

Pour plus de simplicité, je supposerai Loujours v = = et n’envi-
sagerai que des séries a coefficients a, et b, réels.

2. Soit la série

I . .
(2) 5 B0+ @1 C0ST + @y €082 +... + by sinz + by sin2z +....

Essayons de poser directement 2 = u + iv.

On a

sin . sin , cos -
m(u+iv) = mu costmy === . mu sinimy,
€os cos sin

2 €08 imp = e-mvt emy,
21 sin
la série (2) reste bien trigonométrique par rapport & u, mais elle
a alors des coefficients exponentiels dépendant seulement de ¢, les-
quels, si v 3£ 0, menacent de croitre indéfiniment avec m; la con-
vergence n’est donc plus assurée, et c’est la en somme la maniére
la plus directe de montrer que l'introduction d’une variable com-
plexe dans la série ( 2) lui fait perdre, en lgénéral, toute signifi-
cation.
S'il y a des cas ou il en est autrement, c’est qu’on a, dans ces
XXXVIL 8
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cas,

(3) lim %™ e=mv — quantité finie.
mz== % m

Ce sont la deux conditions distinctes suivant qu’on prend l'un
ou l'autre des signes de 'exposant == my; elles ne sont d’ailleurs
pas suffisantes pour assurer la convergence, mais elles sont néces-
saires.

On peut remarquer tout de suile que les séries trigonométriques
qu'on forme d’ordinaire comme premiers exemples, telles celle

. , x . . . T R
qui représente ~ de — w & + =, celle qui représente — T de —wa
A

ki P N o e \
zéro et + -4- de zéro a + =, etc., ne peuvent éire assujetties a des

conditions du type (3); les coefficients a, ou b, y sont compa-
rables a n—ll; ils décroissent rationnellement et non exponentielle-

ment.

3. Etudions, pour fixer les idées, la premiére des conditions (3),
c’est-a-dire prenons le signe + pour I'exposant. Supposons d’abord
qu’on ait trouvé une valeur ¢, de ¢ pour laquelle la condition soit
satisfaite. Alors, si 'on remplace ¢ par v, — ¢, ¢ étant positif et
aussi petit qu'on veut, on a

alll

(4) lim

emtv;—€) = quantité finie x lim e—m¢.
m

Cetie fois, quand m croit indéfiniment, 'expression en litige
tend vers zéro comme terme d'une progression géomélrique
convergente, et, par suite, la convergence des termes de (2) con-
cernés par la condition précédente est rigoureusement assurée,
ces termes étant de la nature de ceux d’une progression géomé-
trique convergente, & cela prés qu'ils contiennent des sinus ou des
cosinus en mu toujours réels et, par suite, ne sortant jamais des
limites ~— 1, +1.

Géométriquement, la premiére des conditions (3) astreint la
variable 2 == u -+ iy a rester dans le champ complexe au-dessous
d’'une certaine droite v == ¢, paralléle a 'axe réel. Aux a, et
aux b, pourront correspondre deux droites : rester au-dessous
d’elles, c’est rester sous la droite inférieuve.
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On verrait, d’'une maniére tout a fait identique, que la seconde
des conditions (3) astreint z = u + (v a rester au-dessus d’une
autre droite ¢ = v, paralléle aussi a 'axe réel.

L’espace compris entre ces deux droites sera la bande de con-
vergence du développement (2).

Supposons qu'on sache directement que la série (2) représente
une fonction sans singularités sur I'axe réel, et méme dont toutes
les singularités sont a distance finie dudit axe. Alors, pour établir
la bande de convergence, on peut tracer deux paralléles de part et
d’autre de 'axe réel et d’abord trés voisines de cet axe, puis cher-
cher a les en écarter. Chacune sera arrétée par les points singuliers
d’ordonnée minimum ('); mais, pour bien comprendre cette
derniére affirmation, il faut se reporter au numéro suivant.

4. Dérivabilité. — Admettons définitivement pour tout ce qui
suit que la série (2) ait une bande de convergence paralléle & I'axe
réel et contenant cet axe.

Je dis que les dérivées, formées terme a terme et jusqu’a un
ordre quelconque k, du développement (2) admettent la méme
bande de convergence.

En effet, dans de telles dérivées, les coefficients a,, ou b, sont
multipliés, au signe prés, par m¥; par suite, le second membre
de (3) devient le produit d’une quantité finie par m#, ce qui ne
reste pas fini quand m croit indéfiniment, mais ce qui donnera
dans (4) un second membre tendant tout de méme vers zéro.
Done, pour les séries dérivées, {’intérieur de la bande de conver-
gence sera exactement le méme que pour la série primitive; la
seule différence est que la série primitive pourrait converger sur
certaines portions des droites limitrophes sans qu'il en soit de
méme pour les séries dérivées.

B. Intégrabilité. — Les intégrales, formées terme a terme, et
Jusqu’a un ordre quelconque k, du développement (2)admettent
la méme bande de convergence. C'est la un résultat tout a fait
analogue au précédent. Intégrant (2) & fois, les coefficients anm

(') A cause de la périodicité, ces points se répétent évidemment en nomnbre
infini sur une paralléle a I'axe réel.
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ou b, sont multipliés par m~*; il en est de méme du second
membre de (3) qui tend alors vers zéro quand m croit indéfini-
ment; mais malgré cela, si'on remplace ¢ par ¢, + ¢, ¢, ayant la
méme signification qu’au n° 3, le second membre de (3) serale
produit d’une quantité finie par m~* et par e™, ce qui croitra
indéfiniment avec m et fera diverger la série intégrale considérée.
Donc I'intégration ne peut augmenter d’une quantité finie, si
petite soit-elle, la largeur de la bande de convergence d’une
série (2); il peut arriver tout au plus qu’une série non convergente
sur les droites limitrophes donne une série intégrale convergeant
sur ces droites ou du moins sur certaines portions.

6. Il est maintenant facile de justifier 'affirmation qui termine
le n° 3. Les points singuliers d’une fonction analytique sont des
points pour lesquels la fonction ou ses dérivées, a partir d’un
certain ordre, cessent d’étre finies ou bien déterminées. Dans ces
conditions, si une série (2) représente une telle fonction f(x),
la série ou certaines des séries dérivées devraient cesser d’étre finies
ou bien déterminées en certains points, tous également propres a
limiter la largeur de la bande de convergence, car, d’aprés le
numéro précédent, limiter celle-ci pour une série dérivée entraine
une limitation identique pour la série primitive.

7. Application. — Il est bon d’éclaircir tout ce qui précéde par
le choix de quelque exemple. On en trouve facilement de trés
élégants.

Considérons P'égalité

zm dz .
= 21TTQ™
C s—Qa

qui résulte immédiatement du théoréme de Cauchy, si C est un
cercle de rayon 1 ayant l'origine pour centre et si @ est un nombre
réel <<1. Soit maintenant une intégrale analogue ou @ sera rem-
placé par un autre nombre réel &> 1; cette seconde intégrale
sera nulle.

En la retranchant de la premiére, on aura

zmdz ,
(a— b)[z’—(a+ b)z+ab aimar.
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Posons maintenant z = e'%, ab =1, et prenons la partie réelle
de I'intégrale; il viendra

a+27 l—a2
—_——cosmx dr = 2ma™,
o 1—2acosx + a?

a étant une constante réelle quelconque.
L’existence d’une telle intégrale définic entraine celle de la

série
1— a? )
(5) —_———— =1+ 2aCc0SZ + 2a% COS 2T +. ..
1—2acosx + a2

qu’on aurait d’ailleurs pu obtenir par d’autres méthodes.
Cherchons la largeur de la bande de convergence.
La premiére des conditions (3) s’écrit ici
lim amenv = lim em(v+106a) = quantité finie;
m=w m=w
elle ne peut avoir lieu que pour ¢+ loga<o; donc ¢ est un
nombre dont les valeurs positives ne peuvent dépasser —loga
(n’oublions pas que a<<i).

La seconde des conditions (3) montrerait de méme que les
valeurs négatives de ¢ ne peauvent tomber au-dessous de loga.
Donc la bande de convergence du développement (5) s’étend de
part et d’autre de I'axe réel sur une largeur égale 3 — loga. Si ces
résultats sont exacts, on doit trouver, sur chacnne des droites
limitrophes, des singularités de la fonction (5). Or, résolvant
I'équation 1 — 2a cos z + a?= o, on trouve

z =2kntiloga;

donc (5) est une fonction méromorphe dont tous les péles sont
sur les droites considérées.

Dans ce qui précéde, les quantités ¢, et v; du n° 3 sont égales
et de signes contraires ; géométriquement, la bande de convergence
admet ’axe réel pour axe de symétrie. Il serait aisé de trouver des
cas différents. Ainsi, pour la série

1—a?
1—2acos(x — if)+ a?

=1+ 2a cosif cosx + 2a? cos2if cosaz +...

+2asiniPsinz + 2atsin2ifsin22 +. ..,
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les conditions (3) se réduisent finalement &

lim am e=mB e+mv = quantité finie;

m=ow
on déduit de la
loga—B+v<0 ou loga+8—v¢<o,
d’ou I'on conclut
vi=08—loga et ve= P+ loga.

On retrouve la bande de 'exemple précédent, mais élevée de 3,
ce a quoi 'on devait évidemment s’attendre.

8. Séries trigonométriques valables dans tout le champ
complexe. — Ce qui précéde se rapporte surtout aux séries (2)
dont les coefficients décroissent comme de certaines exponentielles
et qui ont une certaine bande de convergence. Si la croissance est
d’un type moins rapide, comme on I'a vu ou a la fin dun®2, la
bande se réduit a I'axe réel. Inversement, a une décroissance plus
rapide correspond une série (2 ) valable dans tout le plan. Alors
le second membre de (3) est toujours nul, le raisonnement du
n°® 3 est inutile, la série convergeant Loujours, non par compa-
raison avec une” progression géométrique, mais avec une série
encore plus convergente qu’une telle progression.

Ainsi, a des coefficients a,, ou b,, de la forme

—m? —mP —cm
e—m, e—m  e—cm .|

correspondraient certainement des séries (2) convergeant dans
tout le champ complexe. La recherche de telles séries est donc
liée a celle des fonctions de m croissant plus rapidement, au moins
pour les valeurs entiéres et positives de la variable, qu'une expo-
nentielle.

9. Prolongement analytique. Analogies avec les séries
sommables de M. Borel. — Supposons que la fonction f(z) ait
des points singuliers A, et B, sur I'axe imaginaire, lesquels se
reproduisent en A,, B,, A_,, B_,, ..., 4 cause de la périodicité.
Tragons la bande de convergence, le cercle taylorien C, de centre O,
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et le polygone borélien qui sera ici un hexagone obtenu en menant
en A, ane perpendiculaire 3 OA, et en faisant de méme en B,, B_,,
A_,. On suppose qu’en dehors des points singuliers mentionnés, il
n'y en ait pas d’autre, K tel que la perpendiculaire en K a OK
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diminue 'hexagone. Dés lors, f(x) est développable en série
entiére dans C, en série trigonométrique (2) dans la bande com-
prise entre la droite des A et celle des B, en série de polynomes
tayloriens s,, sous la forme

n=omo

. CnSn
(6) f(z) = Jim 3 22,
n=0

dans I'hexagone. Je rappelle que s, est la somme des n + 1 premiers
termes du développement taylorien obtenu dans C et que c, est
le (n + 1)¥™ terme de la série et.

Dans ces conditions, la série (2) effectue un véritable prolonge-
ment analylique hors de C; la série borélienne en fait autant et
est ici pratiquement équivalente, car, pour connaitre f(z) dans
toute la bande, il suffit, en vertu de la périodicité, de connaitre la
fonction dans I'un des rectangles A,AB,B, ou A_,A,B,B_,.
Quoi qu’il en soit, dans I'hexagone, f( ) est représentée soit par
une série (2), soit par une série (6); c’est un exemple élémen-
taire et explicite (quoique évidemment particulier) de fonction
analytique représentée dans une portion bien définie du champ
compleze, soit par une série de polynomes, soit par une série
d’autres fonctions continues.



